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Aus dem Physikalischen Institut der Universitat Bonn 


Die dreidimensionale Stabilisierung 
von Ladungstragern in einem Vierpolfeld * 
Von 
E. FISCHER 
Mit 17 Figuren im Text 


(Eingegangen am 13. April 1959) 


It is shown that particles of a specific charge e/m are confined in three dimensions 
by a high frequency electric quadrupole field with the potential O76 SONA 
(4? + y? — 227). The confinement is mass selective. The theoretical predictions are 
verified by experiments with ions of different masses and with electrons. The mass 
selection, maximum number of stored charges and their mean life time in the field 
are measured. Furthermore the influence of a magnetic field on the motion of the 
charges is investigated. 

In zwei friiheren Arbeiten von W.PAuvL und Mitarbeitern iiber das 
elektrische Massenfilter!-? wurde ausgefiihrt, daB dieses einen Sonderfall 
eines allgemeineren hochfrequenten, elektrischen Vierpolfeldes darstellt, 
das die Fahigkeit hat, auf geladene Teilchen stabilisierend zu wirken. 
Die Stabilisierung wirkt dabei nur auf Teilchen, deren e/m-Verhaltnis 
innerhalb eines bestimmten Intervalls hegt. Alle anderen Teilchen 
fihren Schwingungen mit exponentiell ansteigenden Amplituden aus 
und verlassen das Feld. 


Das Potential dieses allgemeinen Vierpolfeldes lautet: 
cae U(t) ‘ (a, eS Ay * ye aise 3?) . (1) 


(U(t) Wechselspannung). Fiir die Konstanten «,, %, und %, muB wegen 
Agw=0 die Bedingung a, +a, +a, =O erfiillt sein. 

Das elektrische Massenfilter erhalt man hieraus, wenn man «, =0 
setzt, woraus zwangslaufig «, = —«, folgt. Die z-Richtung wird krafte- 
frei durchlaufen, wihrend in den beiden anderen Richtungen Krafte 
wirken, die Teilchen mit richtigem e/m-Verhaltnis stabilisieren, sie also 
massenselektiv an die z-Achse anbinden. Eine genaue Behandlung er- 
folgte in der letzten der vorausgegangenen Arbeiten?, die im folgenden 
mit (I) zitiert wird. 

In der vorliegenden Arbeit wird ein anderer Sonderfall behandelt, 
der sich ergibt, wenn man «,=«, setzt, woraus %,=— 2a, folgt. Das 


* Dissertation Universitit Bonn. 
1 Paut, W., u. M. RaETHER: Z. Physik 140, 262 (1955). 
2 Pau, W., H.P. REINHARD u. U.v. ZAHN: Z. Physik 152, 143 (1958). 
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Feld lautet dann 
@ = UG) see ate (2) 


Es ist rotationssymmstrisch um die z-Achse und stabilisiert in allen drei 
Dimensionen, bindet also geladene Teilchen quasielastisch an den Null- 
punkt an. Wir nennen diese Anordnung , lonenkafig‘‘, weil sie gestattet, 
geladene Teilchen im Prinzip unbeschrankte Zeit in einem begrenzten 
Raumgebiet festzuhalten. Hierbei kann man wie beim Massenfilter 
durch Uberlagerung eines Gleichfeldes das stabile Intervall des e/m- 
Verhaltnisses beliebig klein machen. 

Die Anwesenheit von stabil schwingenden Ionen kann mit Hilfe einer 
Resonanzmethode iiber die Dampfung eines Schwingkreises — ahnlich 
wie bei den Kernresonanzversuchen nach E.W. PuRCELL? — nach- 
gewiesen werden. 

Aufbauend auf den Ergebnissen vorhergehender Versuche*»® mit 
einer Stabilisierung von Ionen in einem hochfrequenten Vierpolfeld nach 
Gl. (2), berichtet die vorliegende Arbeit tiber Versuche mit einer ver- 
besserten Apparatur. Das Ziel war, im Hinblick auf mégliche Anwen- 
dungen die Leistungsgrenzen der Versuchsanordnung in verschiedensten 
Richtungen zu untersuchen. So sind von Interesse das Massenaufl6- 
sungsvermégen, der geringste nachweisbare Partialdruck, die maximale 
Ionendichte und die Lebensdauer der Ionen. 

Die theoretischen Grundlagen stimmen weitgehend mit denen der 
Arbeit (I) tiberein und werden deshalb hier nur knapp behandelt. 

Nach AbschluB der Versuche erfuhren wir, daB eine Gruppe in Los 
Angeles ahnliche Versuche mit geladenen Metallstaub-Teilchen in einem 
Vierpolfeld von 50 Hz durchgefiihrt hat®. 


Theoretische Grundlagen 


Das Vierpolfeld. Das elektrische Potential des dreidimensionalen 
hochfrequenten Vierpolfeldes-lautet ausfiihrlich: 


(vA ye 225) 


op =(U =~ cos a, 0) au (3) 


(U Gleichspannung; V,@) Amplitude und Kreisfrequenz einer HF- 
Spannung; 7) Konstante von der Dimension einer Lange). Die Aqui- 
potentialflachen des Feldes sind Rotationshyperboloide. Es laBt sich 


* PURCELL, E.W., u. H.C. Torrey: Phys. Rev. 69, 37 (1946). 

4 PauL, W., O. OSBERGHAUS u. E. FISCHER: Forschungsber. d. Wirtsch. Mini- 
steriums Nordrh.-Westf. Nr. 415 (vorgetragen von W. PAvut auf der Physiker- 
tagung in Aachen im April 1955). 

° BERKLING, K.: Diplomarbeit Bonn 1956. 

S WUERKER, R.F., H. SHELTON u. R.V. Lanemurr: J. Appl Physs 305342 
(1959). 
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deshalb erzeugen durch drei Elektroden: eine, deren Oberfliche ein ein- 
schaliges Rotationshyperboloid ist, und zwei andere, deren Oberflachen die 
beiden Halften eines zweischa- 
ligen Rotationshyperboloids 
sind (Fig. 1). Die Spannung 
(U — V -cosq@pt) liegt zwischen 
dem einschaligen Rotations- 
hyperboloid einerseits und den 
auBerhalb des Feldes leitend 
verbundenen Teilen des zwei- — (U-V/cos wgt/ 
schaligen Hyperboloids ande- | 
rerseits. 


ZAchse 


id Jektronen 


DieB m Fig. 1. Schematische Elektrodenanordnung des drei- 
1e ewegungsgleichungen. dimensional stabilisierenden Vierpolfeldes 


Die Bewegungsgleichungen 

eines geladenen Teilchens in diesem Feld sind in allen drei Komponenten 
Mathieusche Differentialgleichungen. Wir benutzten sie in der normierten 
Form: dx 


ae + (4 — 29¢-cos26)-x=0. (4) 

Hierin ist o 

= 0 
oy, (5) 
die normierte Zeit. Die Konstanten a und q lauten fiir die x- und y-Kom- 
ponente 4eU é 
 mrzae? (0) 

eee 
Sr 7) 


(e, m Ladung und Masse des Teilchens). Fiir die z-Komponente kommt 
noch der Faktor — 2 hinzu: 
dg =— 24, (8) dz = — 2q. (9) 

Stabilitatsbereiche. Die Losungen der Mathieuschen Differential- 
gleichung haben die wichtige Eigenschaft, daB sie je nach Wahl der 
Konstanten a und q stabil oder instabil sind. Im stabilen Fall bleibt die 
Lésung x (&) fiir alle € kleiner als eine gewisse obere Schranke. Im in- 
stabilen Fall existiert keine solche Schranke. 

Ob die Lésung stabil oder instabil ist, entscheidet allein die Lage des 
,,Arbeitspunktes“ (a,q) in der ,,Stabilitatskarte‘; das ist ein a-q- 
Diagramm, das in stabile und instabile Bereiche eingeteilt ist. Die 
Grenzen der Bereiche liegen tabelliert vor’. 

Die x- und y-Komponente der Bewegung haben die gleichen Kon- 
stanten a und g und sind deshalb immer zusammen stabil oder instabil. 
Die Konstanten a, und g, der z-Komponenten unterscheiden sich 
Computation Laboratory of the NBS: Tables Relating to Mathieu Functions. 
New York: Columbia Univ. Press 1951. 
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dagegen von a und g um den Faktor — 2. Jedoch 14Bt sich die Stabilitats- 
karte der Komponenten z(&) ebenfalls in das a-g-Diagramm der beiden 
anderen Komponenten eintragen. Man muf dazu nur die Bereiche an 
der g-Achse spiegeln und mafstaéblich um den Faktor 2 verkleinern. 
(Die Spiegelung um die a-Achse ist wegen der Symmetrie der Bereiche 
iiberfliissig.) 

Die Fig. 2 zeigt einen Ausschnitt aus der gemeinsamen Stabilitats- 
karte aller drei Komponenten. Liegt der Arbeitspunkt (a, q), der durch 
5 : die Eigenschaften des Teil- 
chens und des Vierpolfeldes 
eindeutig bestimmt ist, in 
einem der dreifach stabilen 
Bereiche, so ist die Bahn- 
kurve des Teilchens in 
allen drei Richtungen be- 
schrankt. 

Praktisch kommt fiir 
Versuche nur der “erste 
groBe Bereich in der Nahe 
des Nullpunktes in Frage. 


Das Frequenzspektrum. 
Da man zum Nachweis der 
schwingenden Ionen eine 
Resonanzmethode benutzt, 
mu8 man das Frequenz- 
spektrum der Lésung x(t), 
bzw. z(t), in Abhangigkeit 


5 von a und g kennen. 
Im ersten stabilen Be- 
Fig. 2. Stabilitatskarte ftir alle drei Komponenten reich kann man die all- 


' : gemeine Lésung als eine 
(uneigentliche) Fourier-Reihe darstellen, die folgende Frequenzen ent- 


halt: w, == (s + B/2) - @, S05 sett, FEM noe 0 (10) 


B ist eine Zahl zwischen 0 und 1, die nur von a und qg abhangt. Die Grund- 
frequenz, die zugleich die gr68Bte Amplitude hat, betragt 


Wg = (B/2) + wo. 
Verbindet man im Stabilitatsbereich alle Punkte mit gleichen f, so erhalt 
man ,,Iso-6-Linien“, d.h. Kurven gleicher Frequenz. Die untere Grenze 
des ersten Stabilitatsbereichs ist identisch mit der Iso-6-Linie B =0 
die obere Grenze mit der Iso-6-Linie B =1. Von K. BERKLING® sind aie 
Iso-6-Linien 0, 0,1 usw. bis 1,0 auf +1076 genau ausgerechnet worden. 
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Fiir viele Uberlegungen kann man die héheren Frequenzen gegentiber 
der Grundfrequenz vernachlassigen. Das ist gleichbedeutend damit, 
daB man die Mathieusche Differentialgleichung durch die gewodhnliche 
Schwingungsgleichung 


pO (11) 
ersetzt. 


Anfangsbedingungen und Maximalamplitude. Soll ein Ion, das einmal 
in dem Feld ist, dieses nicht mehr verlassen, so gentigt es nicht, daB die 
Lésungen in allen drei Komponenten stabil, d.h. beschrankt, sind. Die 
Schranken miissen auch innerhalb der das Feld begrenzenden Elektroden 
hegen. 

Die obere Grenze, d.h. die Maximalamplitude, hangt von den An- 
fangsbedingungen ab, die fiir eine Komponente durch folgende drei 
GroBen gegeben sind; 


nfangsphase Gp amit! OSs 4% Sr 
nfangsort Lea (ey) 


Anfangsgeschwindigkeit xg =x’ (&)). 


fiir die durch das Elektrodensystem gegebene obere 
Schranke die zulassigen Anfangsbedingungen aus, wie in (I) ausfiihr- 
licher behandelt fist, so kommt man zu folgenden Ergebnissen: 

1. Es ist unméglich, ein Ion von auBen in das Feld einlaufen zu 
lassen, — was auch ohne Rechnung verstandlich ist, — das Ion darf 
erst im Raum zwischen den Elektroden aus einem neutralen Molekiil 
gebildet werden. \Das geschieht in unseren Versuchen durch Elektronen- 
stoB. 

2. Als Anfangsgeschwindigkeit eines Ions kann man_seine mittlere 
thermische Geschwi 
fast keine kinetische ie tibertr ird. Diese thermigche Ge- 
schwindigkeit ist aber gegeniiber der ausgerechneten zulassigen 
geschwindigkeit vernachlassigbar klein, so daB man rechnen 
seien die Ionen zu Anfang in Ruhe. 


unter der Kurve zum ganzen Rechteck die ,,Akzeptanz” an, 
Z. Physik. Bd. 156 1b \ 
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Bruchteil der gebildeten Ionen, deren Bahn fiir die betreffende Kom- 
ponente innerhalb des Feldes hegt. 


: WE ra m4 X 
y 2 


os 


50 
Fig. 3. Kurven gleicher Maximalamplitude xy = *@qyen, als Funktion von %, und &, fiir 7, =0 


Uberlagerung eines Resonanzfeldes. Zum Nachweis der schwingenden 
Ionen wird bei unseren Versuchen zwischen Grund- und Gegenelektrode 
ein Resonanzschwingkreis mit der Eigenfrequenz wp,, gelegt, der von 
einem Oszillator mit dieser Eigenfrequenz angeregt wird. Dadurch 
entsteht neben dem Vierpolfeld ein hochfrequentes Zweipolfeld (Fig. 4). 


(U-Vcos yt) 


Fig. 4. Elektrodenanordnung mit Resonanzschwingkreis zum Nachweis der Ionen 


Der Einflu8 dieses Zusatzfeldes, das in erster Naherung als homogen 
angesehen werden kann, ergibt sich aus der veraénderten Bewegungs- 
gleichung fiir die z-Komponente 


d*z 
a2 + (a, —29,-cos 2&) -z=b- cos (aé + 6) (12) 
mit den Abkiirzungen 
sua V2 Ves 
tka os mort, * (13) 
2 WRes 
Ce (14) 


Wo 
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Vpes ist dabei die HF-Amplitude der Gegen- oder der Grundelektrode 
gegentiber Erde, 6 eine Phasenkonstante. 

Die Gl. (12) ist eine inhomogene Mathieusche Differentialgleichung 
mit harmonischem Storglied. Sie ist von G. Korowsk18 mathematisch 
ausfiihrlich behandelt worden. Interessant sind dabei die Resonanz- 
l6sungen, bei denen « mit einer der Frequenzen der ungestérten Lésung 
ubereinstimmt. Fiir unsere Versuche ist nur die Resonanz mit der Grund- 
frequenz bei « =f wichtig. 

In diesem Fall tritt zu der ungestérten Lésung ein Stéranteil, der sich 
ebenfalls als uneigentliche Fourier-Reihe darstellen la8t, die jedoch noch 
mit einem Faktor multipliziert ist, der mit der Zeit linear anwdchst. 
[Vgl. hierzu (I), Gl. (30) und (31)]. Fiir ein Ion, das mit den Anfangs- 
bedingungen z(0) =O und 2’(0) =0 gebildet wurde, besteht die Lésung 
nur aus diesem Stéranteil. Der Einflu8 der verschiedenen Anfangs- 
phasen kann hier vernachlassigt werden. 

Die ,,Einhiillende“ des St6ranteils ist die Gerade 

b 
Zeina (6) = sae S- (15) 


2W 


Wenn # von « nur wenig verschieden ist, also fiir 


a=B+4P mit [Api <1, (16) 

lautet diese Einhiillende 
, 2 226 oe AB ae pb 
“einh (é) W APB sin - 4 S's (1 7) 


[Vgl. (1), Gl. (32).] Das bedeutet eine Schwebung mit der Schwebungs- 
frequenz Af/4a und der Maximalamplitude 2b/W AB. 


Das theoretische Massenauflosungsvermogen der Nachweisanordnung. 
Wenn die Ionen im Resonanzfall ,,aufgeschaukelt“’ werden, entziehen 
sie dem Zweipolfeld Energie. Das bedeutet eine Dampfung des Reso- 
nanzkreises, die experimentell meBbar ist. 

Der Nachweis ist massenselektiv. Von verschiedenen stabil schwin- 
genden Ionen kann immer nur fiir eine bestimmte Masse (bei einfach 
geladenen Ionen) die Resonanzbedingung «=f erfiillt sein, weil die 
Koeffizienten a und g und damit auch f von der Masse abhangen. Bei 
eingestellten Betriebsbedingungen des Vierpolfeldes hat jede Ionen- 
masse ein anderes f. 

Umgekehrt kommen bei Anderung der Betriebsbedingungen — bei 
unseren Versuchen wurde die Gleichspannung U bei festgehaltener HF- 
Amplitude V veraindert — die Koeffizienten ® der einzelnen Massen 
nacheinander in Resonanz. 


8 Korowsk1, G.: Z. angew. Math. Mech. 23, 213 (1943). 
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Das Massenauflésungsvermégen ist dadurch begrenzt, daB Ionen, 
deren B nur wenig von « verschieden ist, Schwebungen ausfiihren und 
dabei zum Teil auf die Elektroden stoBen. Da sie dadurch ihre aus dem 
Zweipolfeld aufgenommene Energie nicht mehr an dieses zuriickgeben 
kénnen, bedeutet das eine Energieabsorption auch in der Nahe der 
Resonanz. Die Dampfung des Resonanzkreises als Funktion von f hat 
also eine Linienbreite, die abgeschatzt werden kann. 

Wir nehmen dazu an, da die Maximalamplituden einer stabil schwin- 
genden Ionensorte gleichmaBig zwischen Null und der gréBtmédglichen 
Amplitude Z,r6.2 = ro[ V2 verteilt sind. Bei Uberlagerung eines Stérfeldes 
mit der exakten Resonanzfrequenz « =f ist die ,, Einhiillende“ des St6ran- 
teils, der sich der ungestérten Lésung tiberlagert, nadherungsweise die Ge- 
rade (15). Aus ihr kann man die Zeit ausrechnen, die das Stérfeld wirken 
mu, bis ein Ion, das im ungestérten Fall nur in der x, y-Ebene schwingen 
wiirde, die Grund- oder Gegenelektrode erreicht hat, und erhalt 

_ 47%,W 
7 |2boa, ~ 


(18) 


In dieser Zeit sind erst recht alle anderen Ionen, die bereits zu Anfang 
eine Bewegungskomponente in z-Richtung hatten, herausgeflogen. 

Wir wollen zunachst davon absehen, daB das ,,Aufschaukeln“ der 
Ionen durch Zusammenst6Be mit Molektilen gestdért sein kann. Das 
bedeutet, t soll kleiner sein als T.,,3, die mittlere Zeit zwischen zwei gas- 
kinetischen Zusammenst68en. 

AB 
oa 


auf, die durch die Einhiillende (17) beschrieben werden. 


In der Nahe einer Resonanz, fiir « =$ + treten Schwebungen 


Wenn die Resonanzverschiebung + 4/2 so bestimmt wird, daB die 
Einhillende (17) den Maximalwert (4/2) - Zgren, hat, so werden die 
Maximalamplituden aller Ionen um den Betrag (1/2) - 2grenz VergroBert 
und die Halfte aller Ionen, namlich die, deren ungestérte Maximal- 
amplitude gréBer als (1/2) + Zgrenz War, fliegt heraus (Fig.5). Da jetzt nur 
noch halb so viel Ilonen aus dem Schwingkreis irreversibel Energie ent- 
nehmen wie im Resonanzfall, ist die Dampfung auch nur noch halb so 
groB. Deshalb ist die GréBe 4 in dem in Fig.5 gezeigten Fall die Halb- 
weitsbreite der Dampfung als Funktion von pf. 


Die so bestimmte Gréd8e lat sich aus Gl. (17) und (18) berechnen 


Ap eiee (19) 
Wenn man die Periode des Resonanzfeldes 


27 = 4a 
Res B Wo 


TRes = 
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einfiihrt, erhalt man aus (19) 


Ap ee 

Bite see areecy? (20) 
Die Beziehung zwischen dem Auflésungsvermégen m/Am und AB kann 
man aus dem Stabilitatsdiagramm ermitteln. In der Nahe der g-Achse 
sowie fiir negative a findet man fiir f =0,6 


Man erhalt schlieBlich fiir das Auflésungsvermégen im unteren Teil 
des Stabilitatsbereichs und fiir 6 =0,6 
m Tt 


=), 84 =. (24) 


Am TRes 


Das Auflésungsvermégen 
ist damit zuriickgefiihrt 
auf die Zahl der Reso- 
nanzfeldperioden, die ein 
Ton erlebt, das in der Nahe 


der x, y-Ebene entstanden 
ist. Eine ahnliche Bezie- Fig. 5. Einhtillende der partikularen Lésung 2, (t) ftir Resonanz 
(=) und in der Nahe einer Resonanz (a=B = 


e 


0 ! 


hung gilt fiir das elektri- 
sche Massenfilter. Dort 
ist das Auflosungsvermégen ungefahr gleich der Zahl der Vierpolfeld- 
perioden, die ein Ion wahrend seiner Laufzeit durch das Massenfilter 
erlebt. 

Bei Verkleinerung der Resonanzfeldamphtude Vp,, wird die Zeit t 
und damit das Auflosungsvermégen gréBer [vgl. Gl. (18); Ves ist in 0 
enthalten (13)]. Die Trennung der verschiedenen Massen wird jedoch 
gestort, wenn wahrend der Zeit t Gaszusammensté6Be stattfinden. Eine 
Grenze ist erreicht, wenn 7 gleich der mittleren StoBzeit T.og ist. 


Diese Grenze kann unter Umstanden noch etwas iiberschritten wer- 
den, da die mittlere Lebensdauer der Ionen in unserem Vierpolfeld, wie 
spater gezeigt wird, ein Mehrfaches der mittleren StoBzeit sein kann. 
Jedoch ist es sicher zwecklos, t gleich der ganzen mittleren Lebensdauer 
zu machen; denn sowohl der Energieverlust als auch die Phasenanderung 
bei jedem StoB sind statistisch und miissen deshalb im Sinne einer Nicht- 
unterscheidbarkeit der Massen wirken. 

Bei Vernachlassigung des Zahlenfaktors 0,84 ist also das maximale 
Auflosungsvermégen 


( m — sob. (22) 
Am /Max TRes 


oder etwas groBer. 
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Einflu8 der Raumladung. Wenn viele Ionen in dem Feld stabil 
schwingen, dann hat die Raumladung dieses Ionenschwarms einen Ein- 
fluB auf das Potential und damit auf die Bewegungsgleichungen. Wir 
kénnen hier eine Abschatzung aus (I) auf unser rotationssymmetrisches 
Vierpolfeld iibertragen. 

Man nimmt dabei vereinfachend an, da8 sich die Raumladung gleich- 
maBig iiber das ganze Feld verteilt. Dann erhalt man als Bewegungs- 
gleichungen immer noch Mathieusche Differentialgleichungen, bei denen 
lediglich die Konstanten a und a, verandert sind. 


OY 


; 


Z - stabil 


ais 


Fig. 6. Verschiebung der Stabilitatsbereiche bei positiver Raumladung 


ah 2 
02 04 08 08 10 


=a 


Der Einflu8 einer homogenen Raumladung @, besteht dabei ange- 
nahertin einer scheinbaren Zusatzgleichspannung AU, die jedoch gegen- 
iiber einer von auBen angelegten Gleichspannung fiir die z-Komponente 
ein anderes Vorzeichen hat, als fiir die beiden anderen Komponenten. 
Das bedeutet nichts anderes, als da8 die Raumladung in allen Rich- 
tungen defokussierend wirkt. Man errechnet 


2 
A (23) 


(¢9 Influenzkonstante). Das Pluszeichen gilt fiir die z-Komponente. 

Fig. 6 zeigt die veranderte Lage der Stabilitatsbereiche im a-g-Dia- 
gramm. Die Ordinante ist darin die Konstante a der unverdnderten 
Mathieuschen Differentialgleichung, die fiir eine gegebene Masse pro- 
portional der von auBen eingestellten Gleichspannung U ist. 


Uberlagerung eines Magnetfeldes. Bei einem Teil der Versuche wurde 
dem elektrischen Feld ein homogenes Magnetfeld von maximal 100 GB 
in Richtung der z-Achse tiberlagert. Es hatte zunachst die Aufgabe, die 
Ionisierungsrate durch Verlangerung der Elektronenbahnen zu erhéhen. 
Bei den Experimenten zeigten sich dann Serien von Resonanzen, die 


Die dreidimensionale Stabilisierung von Ladungstragern sl 


aus den Bewegungsgleichungen der Elektronen in dieser Kombination 
von hochfrequentem elektrischen Vierpolfeld und homogenem Magnet- 
feld erklart werden kénnen. 

Die Bewegungsgleichungen fiir ein Ion oder Elektron lauten in 
diesem Fall statt (4) 


Aa — 29 ‘COS 26) 4 = 2e2y", (24) 
Ve a 29 COS De)! yi == == De ay” (25) 

mit ms 
za M Wo (26) 


B Magnetfeldstarke in z-Richtung). Die z-Bewegung bleibt unver- 
andert. 

Das System (24), (25) kann man lésen, wenn man auf ein Koordi- 
natensystem transformiert, das mit der Frequenzg um die z-Achse 
rotiert. In diesem System ist die Koppelung der x- und y-Komponente 
aufgehoben. Die Rotationsgeschwindigkeit, gemessen in der gewohnlichen 
Zeit ¢ statt in der normierten Zeit € ist eb/2m, die halbe Zyklotron- 
frequenz eines geladenen Teilchens im Magnetfeld B. 


Man erhalt so als Lésung von (24), (25) 
DAC) 24, (6) “COSPS == Vole) sities, (27) 
y(&) =%,(6) -cosgé —%,(€) -sings, (28) 
wobei x, (€) und %,(€) Lésungen der Mathieuschen Differentialgleichung 
x’ + (a +g? —2q-cos2&) -% =0 (29) 


sind. Die Stabilitaétsbereiche der Lésungen (27), (28) sind die gleichen 
wie die von (29). Man erkennt aus 


isk Ay gpl ead ee 
ora mre we (U+ 4m ), (30) 
daB das Magnetfeld wie eine Zusatzgleichspannung 
CUI ; 
cane i 61) 


wirkt. 

Die x-y-Stabilitatsbereiche werden also verschoben, wogegen die 
z-Stabilitatsbereiche unverandert bleiben. 

Nach Gl. (31) errechnet man fiir B =100 GB, 7) =2cm und H,0*- 
Ionen eine scheinbare Zusatzspannung von etwa 53 mV. Sie kann ver- 
-nachlassigt werden. Fiir Elektronen betragt sie jedoch unter den gleichen 
Bedingungen 1,76kV. Naheres iiber die Elektronenresonanzen folgt in 
dem Abschnitt iiber die Versuchsergebnisse. 
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Versuchsanordnung 


Allgemeines. Bein Bau der Apparatur wurde groBer Wert auf die | 


mechanische Genauigkeit des Elektrodensystems gelegt. Als Feldradius 
wurde 7, =2 cm gewahlt und als Vierpolfrequenz 9/27 = 500 kHz. 


Zwischen den Spannungen U und V des Vierpolfeldes, den Koeffi- | 
zienten a, und g, und der Massenzahl M gelten dann nach (6) und (7) | 


die Beziehungen: 


UL SGA ita (32) | 


V =— (10,23 V)-9,-M. (33) 


Es handelt sich nur um einfach geladene Teilchen oder Elektronen. 


Die Parameter sind so gewahlt, daB man mit HF-Amplituden bis | 


4000 V Ionen bis zur Massenzahl M = 100 stabilisieren kann. (q, ist 1m 
ersten Stabilitatsbereich 1 oder etwas kleiner.) 
Elektrodensystem. Die Elektroden, die das Feld nach Fig. 1 erzeugen sollen, 


wurden aus Messing gedreht. Fig. 7 zeigt die Anordnung im Schnitt durch die 
Rotationssymmetrieachse. Die drei Elektroden (Grund-, Ring- und Gegenelektrode) 


Abschlubplatte 


Gegenelektrode —+ 


44 


Erganringe ~~ 


Ringelektrode _—-- 


Erganringe 


Grundelektrode 


Grundplatte 


Fig. 7. Schnitt durch das Elektrodensystem 


werden zusammen mit vier Erganringen zwischen der Grundplatte und der Ab- 
schluBplatte durch Gewindestabe zu einem festen Stapel zusammengepreBt. Die 
Erganringe isolieren die Elektroden gegeneinander und sichern den genauen Ab- 
stand der Elektroden, sowie ihre Zentrierung. 


Der Abstand der Scheitel von Grund- und Gegenelektrode, sowie der Abstand 
dieser Scheitel von der Symmetrieebene der Ringelektrode weichen héchstens 
-+-0,05 mm vom Sollwert ab. 


Im Verlauf der Kriimmung auf Grund- und Gegenelektrode wird der Fehler | 


von 0,1 mm bis zu einem Abstand von 20 mm von den Scheitelpunkten aus — auf. 
der Ringelektrode bis zu 8mm vom engsten Durchmesser aus — nicht tiberschritten, 
Fehler in der Kriimmung beeinflussen das Feld in der Mitte des Systems um so 
weniger, je weiter entfernt von den Scheiteln sie auftreten. 
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Die Elektroden sind zur Vermeidung von Oberflachen-Aufladungen vernickelt 
_und polert. 

Die Grundelektrode hat in der Mitte sieben im Sechseck angeordnete Lécher 
von 1mm Durchmeser und 2,5 mm Abstand von Lochmitte zu Lochmitte, durch 
die die Elektronen in das Feld eingeschossen werden. 

Um eine Verbindung zum iibrigen Vakuumraum herzustellen, sind in die Grund- 
und Gegenelektrode von auGen her in radialer Richtung je acht 4 mm breite ,, Va- 
kuum-Schlitze“ eingefrast worden (in Fig. 7 nicht sichtbar), die nach innen 4 mm 
liber den Rand der Erganringe hinausragen. 

Das Vakuum wird von einer Ol-Diffusionspumpe mit einer Pumpgeschwindig- 
keit von 100 Liter/sec aufrechterhalten. Gemessen wird das Vakuum mit einem 
Jonisationsmanometer, das vorher mit einem McLeod-Manometer geeicht worden ist. 

Das zu untersuchende Gas wird von einem Voratsbehalter aus durch eine 
Kapillare eingelassen. Dabei stellt sich ein gewisser Partialdruck ein, bei dem die 
‘pro Zeiteinheit abgepumpte Gasmenge gleich der eingestromten ist. Durch Ande- 
|rung des Drucks auf der Primarseite der Kapillaren kann der Partialdruck ver- 
andert werden. Fiir Partialdrucke kleiner als 10~® Torr, die direkt nicht mehr ge- 
messen werden kénnen, weil der Gesamtdruck stets gré8er als 10-6 Torr ist, wird 
das Gas durch eine perforierte Nickelfolie, die ein besonders kleines kiinstliches 
‘Leck darstellt, eingelassen und der Druck auf der Primarseite des Gaseinlasses 
mit einem McLeod-Manometer gemessen. Der Partialdruck in der Vakuumkammer 
‘ist dabei proportional dem Primardruck. Der Proportionalitatsfaktor kann bei 
hdheren Drucken bestimmt werden. 


| 


Gesamtanordnung. Ein Blockschaltbild der Gesamtanordnung zeigt 
Fig. 8. Ein quarzgesteuerter HF-Generator fiir 500 kHz, der eine 


| 
| 


oe Helmholtz- 
Spule 
0-1000V ? | 
im 
Gleichsp. NN | ! 
in iN GY } j | 
{ ee lh Kath ade ik | | Symmetrie- 
50 Ye | Achse 
10-500H “e50V | A | 
“ UN | 
| | 
0-50Vss | 
x 
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150kKHz --—J— 150 kHz ERG 
HF-Verst. Fe 10kHz 


Fig. 8. Blockschaltbild der Gesamtanordnung 


|Leistung von etwa 30 W abgeben kann, liefert die stabilisierte HF-Ampli- 
\tude V, die iiber einen Koppelkondensator an die Ringelelektrode ge- 
\fiihrt wird. Der Erdungspunkt des Elektrodensystems ist der Mittel- 
Jabgriff der Schwingspule des Nachweiskreises, der zwischen Grund- und 
|Gegenelektrode liegt. Die beiden Generatoren fiir die Gleichspannung U 
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und die Sagezahnspannung sind in Serie geschaltet. Die addierten Span- | 
nungen werden iiber cine Drossel ebenfalls an die Ringelektrode gefiihrt. | 
Von einem zweiten Ausgang des Sagezahngenerators fiihrt eine Verbin- 
dung an den x-Eingang des Kathodenstrahloszillographen. 

Der Oszillator fiir die Nachweisfrequenz von 150 kHz ist ebenfalls | 
quarzgesteuert. Am Ausgang des 150 kHz-Generators liegt ein Span- | 
nungsteiler, der aus einem Widerstand von 5 MQ und dem halben Wirk- 
widerstand des auf 150 kHz abgestimmten Nachweiskreises besteht. Die | 
Spannung am Nachweiskreis ist damit proportional zu seinem Wirk- | 
widerstand und reziprok-proportional zu seiner Dampfung. Die Span- | 
nung des Nachweiskreises wird nach Verstarkung demodulert und aut J 
den y-Eingang des Kathodenstrahloszillographen gegeben. | 

Als Elektronenquelle dient eine Gliihkathode. Die Beschleunigung | | 
betragt 250 V. 

Bei einem Teil der Versuche wird mit Hilfe einer Helmholtz-Spule ein 
homogenes Magnetfeld von 0 bis 100 GB in Richtung der z-Achse erzeugt. 


Nachweismethode. Das Prinzip, nach dem die Resonanzen sichtbar 
gemacht werden, soll Fig.9 noch einmal erlautern. Sie zeigt den Stabili- 


es 


7 F, S \ 
/ Oszillogramm ‘ 
f fl \ 
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Fig. 9. Schematische Darstellung der Nachweismethode 


tatsbereich irgendeiner Masse im U-V-Diagramm, die Bewegung des 
Arbeitspunktes entsprechend der zusatzlichen Sagezahnspannung und |ff 
das auf dem Leuchtschirm des Kathodenstrahloszillographen erschei- |ff 
nende Bild. Die Abszisse eines Oszillogramms kann also als die Gleich- 
spannung U gelesen werden, soweit sie von der Modulation erreicht wird. |] 
Die Ordinate h(¢)=h(U) ist die Dampfung des Nachweiskreises, die ff 
proportional der Zahl der Ionen ist, die in Resonanz sind. | 
Die Resonanzamplitude betragt gewdhnlich 50 bis 200 V, das ist | 
rund eine Promille der HF-Amplitude V. Beim Durchfahren der Reso- || 
nanzlinie wird die Amplitude am Resonanzkreis infolge der Dampfung ff 
kurzzeitig verringert. Am Ausgang des HF-Verstirkers vor der Demo- ff 
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7,0,-Volt 


200—mVolt 


Fig. 10a u. b. Resonanzsignal a vor Demodulation, b nach Demodulation 
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a Stabilitatsbereiche und 150 kHz-Resonanzlinien fiir die Massen 18 und 28 (Ordinate: Gleich- 
spannung U, Abszisse: HF-Amplitude V); b Oszillogramm bei V 186 \V 
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dulationsstufe (Blockschaltbild Fig. 8) ist diese Amplitudenverkleinerung 
bei starken Signalen direkt zu beobachten. Fig. 10 zeigt ein solches 
Signal vor und hinter der Demodulation. 

Bei Anderung der Spannungen U und V kann man den Verlauf einer 
Resonanzlinie (Iso-f-Linie) tiber den ganzen Stabilitatsbereich hinweg 


vermessen. Die beobachteten Signale legen innerhalb der MeBgenauig- 
keit der HF-Amplitude (-- 5%) auf der theoretisch errechneten Linie. 
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Fig. 12. Spektrum der Kohlenwasserstoff-Gruppe C, aus Propan bei 10~° Torr 


Die Stabilitatsbereiche fiir verschiedene Ionenmassen im U-V-Dia- 
gramm sind einander geometrisch ahnlich. Sie unterscheiden sich nur 
im MaBstab, der proportional der Masse ist. 

Als Beispiel zeigt Fig. 11 die Stabilitatsbereiche fir H,O*- und 
N3-Ionen mit ihren 150 kHz-Resonanzlinien, sowie ein Oszillogramm bei 
V = 180 V, das die Signale beider Massen enthalt. (Die Verzerrung des 
N3-Signals riihrt von einer Ubersteuerung des Nachweisempfangers her.) 
Die Ionen stammen aus dem Restgas. 

Die Resonanzlinien aller Massen fiir eine bestimmte Resonanzfrequenz 
bilden eine Schar von parallelen, schwach gekriimmten, aquidistanten 
Kurven. Der Abstand zweier benachbarter Massen in der Gleichspan- 
nungsskala betragt an der unteren Grenze 3,0 V und an der oberen 
Grenze 4,2 V. 

Als weiteres Beispiel zeigt Fig. 12 einen Teil des Massenspektrums von 
Propan und zwar die Signale der Ionen C;Hg bis C;H; (Masse 38 bis 43). 
Man erkennt das fiir Kohlenwasserstoffspektren typische Uberwiegen 
der Ionen mit ungerader Zahl von Wasserstoffatomen. 
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Versuchsergebnisse 


Auflésungsvermogen. Das beste Massen-Auflésungsvermégen, das 
experimentell erreicht wurde, betrigt 


mAm = 85. 


60 Ce hk oh! ob 


V = ¥82Volt 
V = 494 Volt U=—s53Volt 
V = 504 Volt 


a Ul 


b ! 
Fig. 13. a Oszillogramme der Krypton-Isotope, Partialdruck 3-10~® Torr, Gesamtdruck 4 - 10-® Torr; 
b wahres Spektrum der Krypton-Isotope 


Es konnten zwar die Krypton-Isotope 82, 83, 84 und 86 noch unter- 
schieden werden, jedoch nicht mehr die Xenon-Isotope. Die Fig. 13 
zeigt drei Oszillogramme von Krypton bei verschiedenen HF-Ampli- 
tuden. Sie sind unmittelbar am unteren Rand des Stabilitatsbereichs 


Z. Physik. Bd. 156 2 


18 E. FISCHER: 


aufgenommen. Zum Beispiel ist bei V =482 V Masse 84 noch instabil. 
Nur an dieser Stelle des Stabilitatsbereichs konnten die Kr-Isotope auf- 
gelést werden. Die Resonanzamplitude muBte bis auf 100 mV verklei- 
nert werden, wobei sich am Ausgang des Nachweisempfangers der Rausch- 
pegel schon stark bemerkbar machte. Bei VergréBerung der Resonanz- 
amplitude verschmelzen die Signale zu einem einzigen. 

Das an Krypton beobachtete beste Auflésungsvermégen stimmt gut 
mit der theoretischen Abschatzung iiberein. Da bei Helium, Neon, 
Argon und Stickstoff der Wirkungsquerschnitt fiir elastische Streuung 
(einschlieBlich Streuung mit Umladung) von Ionen an neutralen Atomen, 
bzw. Molekiilen des gleichen Gases im Energiebereich von 50 bis 1000 eV 
bis auf - 20% mit dem gaskinetischen Streuquerschnitt iibereinstimmt®, 
wurde auch fiir Krypton der gaskinetische Streuquerschnitt eingesetzt 
Damit erhalt man bei dem gemessenen Druck eine mittlere StoBzeit 
von 5-10 sec und als giinstigstes Aufl6sungsvermégen nach Gl. (22) 
etwa m/Am=75. 


Bei Versuchen mit Heptan wurden die Massen 41 und 43 (C,H; und 
C,H?) bei verschiedenen Drucken gemessen. Dabei blieben die Signale 
bis 3,6-10-° Torr getrennt. Bei diesem Druck ist das Auflésungsver- 
mdégen also etwa m/Am = 20. 

Eine Steigerung des Auflésungsvermégens ist wahrscheinlich durch 
Verbesserung des Vakuums moglich, weil dadurch die mittlere StoBzeit 
vergroBert wird. Die Verringerung der Ionisierungsrate kann dabei 
entweder durch Erhéhung des Elektronenstroms oder durch Verkleine- 
rung der Modulationsfrequenz ausgeglichen werden, so daB beim Reso- 
nanzdurchgang wieder die gleiche Zahl von Ionen vorhanden sind. 

Bei allen diesen Messungen zur Bestimmung des Auflésungsverm6- 
gens war kein Magnetfeld tiberlagert. 


Lebensdauer der Ionen und Ionendichte. Die mittlere Lebensdauer 
der im Feld stabil schwingenden Ionen kann man nach folgender Methode 
bestimmen: man richtet die Gleichspannung und die Amplitude der 
Sagezahnspannung so ein, da sich der Arbeitspunkt von der Mitte des 
Stabilitatsbereiches aus langsam nach unten bewegt und nach Uber- 
schreiten der Resonanzlinie bis in den instabilen Bereich gelangt. An- 
schlieBend kehrt er schnell an seinen Ausgangspunkt zuriick. In dem 
Oszillogramm ist dann die Strecke vom Beginn der Kurve bis zum Signal 
ein MaB fiir die Zeit, die die lonen haben, sich in dem Feld anzusammeln, 
ehe ihre Resonanz gemessen wird (vgl. Fig. 9). Diese Zeit laBt sich tiber 
die Gleichspannung U verandern. Andererseits ist die Signalhéhe ein 
MaB8 fiir die Zahl der Ionen, die in Resonanz kommen. 


S Worr, Ba; Ann, diy Phys. 23, 285 (ROSS) 8 74, 527 (ORS). 


= 
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Wenn man eine photographische Leuchtschirm-Aufnahme mehrfach 
bei verschiedenen Gleichspannungen belichtet, so erhalt man direkt ein 
Bild der Funktion der Ionenzahl in Abhangigkeit von der Zeit ft. Ein 
Beispiel zeigt Fig. 14. Man erkennt, daB die Ionenzahl zuniichst linear 
ansteigt und dann spater in einen Sattigungswert iibergeht. Da immer 
die gleiche Zahl von Ionen gebildet wird, kann man aus einer solchen 
Kurve die mittlere Lebensdauer tT; der lonen bestimmen. Und zwar leitet 
man leicht ab : 


h 


q| 


0 


(A. Signalhdhe in Sattigung; fy Anfangssteigung der Signalhdhe als 


Funktion der Zeit). Der MaBstab fiir h,., und hy ist beliebig. 


| | | 
p 70 20 msec JO 


Fig. 14. Signalhdhe als Funktion der Zeit. N, -Partialdruck 3-10~° Torr; Gesamtdruck 6 - 107° Torr; 
Tej=0}1 uA: B= 57 GB 


Fir das Beispiel von Fig. 14, das mit Stickstoff bei 6 - 10-° Torr 
gemessen wurde, erhalt man 
Tis 1 MEO - 


1 


Es ist die langste mittlere Lebensdauer, die experimentell nachgewiesen 
werden konnte. 

Die mittlere Lebensdauer der N3-Ionen ist dabei rund 40mal gréBer 
als ihre aus dem Streuquerschnitt berechnete StoBzeit®, die bei 6-10 § Torr 
etwa 0,4 msec betragt. Damit erhalt man fiir die Wahrscheinlichkeit, 
daB ein Ion bei einem StoB auf eine Bahn gerat, die die Feldgrenze tiber- 


schreitet, in diesem Fall also ungefahr 1:40. 


iS) 
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Interessant ist noch die Feststellung, daB ein Ng-Ion in 15 msec 
2250 Schwingungen in der Grundfrequenz ausfthrt und dabei in unserem 
Feld mit einem Durchmesser von 4cm eine Strecke von etwa 300 m 
zuriicklegt. 

3ei dem Beispiel der Fig. 14 betragt der Elektronenstrom 0,1 pA, 
wobei die Ionisierung durch ein Magnetfeld von rund 60 G8 erhdht 
worden ist. VergréBert man den Elektronenstrom, so werden zunachst 
ae T sowohl iho als auch h,, gréBer, 
my ° Pa ea Fig. 15 zeigt den Verlauf der 
; Tonenzahl als Funktion der 
Zeit bei fiinf verschiedenen 
Ionenstrémen. Die zweite 
Kurve von unten ist das 
Beispiel von Fig. 14. 


400 


Von einem gewissen Elek- 
tronenstrom an bleibt jedoch 
die Sattigungssignalhéhe h,, 
konstant. Das bedeutet, bei 
einer bestimmten Ionenzahl 
y= 01 uA ist das Feld voll”. Eme Er- 
eee ee hohung der Ionisierungsrate 


Signalhohe 


100 


_| 4, | Kann diese fonenzahl-mickht 
G07 LA mehr vergroBern, sondern 
verringert nur die mittlere 
Lebensdauer. 


0 10 20 msec 30 
Zeit —- Die Ursache fir die 
Pig: 15; Relative Tone eee a  Merkleinenme: er mmitieten 
Lebensdauer ist héchstwahr- 
scheinich die Verzerrung des Vierpolfeldes durch die Raumladung 
der Ionenwolke. Eine homogene Raumladung kann nach S. 10 nicht 
die Ursache sein. Wenn jedoch die Raumladung von einer homo- 
genen abweicht, dann kann durch sie die Wahrscheinlichkeit verringert 
werden, daB ein Ion bei seinem Entstehen oder nach einem StoB auf 
eine Bahn kommt, die innerhalb der Elektroden verlauft. 
Die Signalhohe gibt nur ein relatives MaB fiir die Ionendichte. Eine 
Méglichkeit, die absolute Ionendichte zu bestimmen, besteht in der 
Messung der scheinbaren Zusatzgleichspannung, wie S. 10 abgeleitet ist. 


Mit 7) =2cm erhalt man aus (23) die zahlenmaBige Beziehung 
AG (iol 109 VY cms) ig. (35) 


(7, lonendichte in cm™*). Mit dem Stabilitatsbereich fiir die z-Kompo- 
nente verschiebt sich auch die 150 kHz-Resonanzlinie um AU, so daB 
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die Gleichspannung, bei der die Resonanz beobachtet wird, um diesen 
Betrag, und zwar zu gréBerem U hin, verschoben ist. 

Diese Verschiebung kann gemessen werden, wenn man einmal bei 
sehr kleinem und einmal bei sehr groBem Elektronenstrom beobachtet. 
Bei Stickstoff und Krypton ergaben sich maximale Resonanzverschie- 
bungen von 3,5 bzw. 7 V. Daraus berechnet man fiir Stickstoff eine 
maximale Ionendichte von 2 - 10® Ionen/cm? und fiir Krypton von 4 - 108 
Tonen/cm?. 

Es wird dabei vorausgesetzt, daB die Resonanzverschiebung die gleiche ist, 
wie die einer idealisierten homogenen Raumladung. Theoretisch ist nicht auszu- 
schleBen, daS auBerdem die Feldverzerrungen eine merkliche Resonanzverschie- 
bung bewirken. Unsere Voraussetzung wird durch Messungen am Vierpol-Isotopen- 
trenner — siehe (I) — bestatigt, bei denen eine Resonanzverschiebung in Abhangig- 
keit von der Stromstarke des Strahls beobachtet wurde, die ungefahr mit der Ver- 
schiebung tibereinstimmt, die man fiir eine homogene Raumladung berechnet. 

Die Messungen an Stickstoff und Krypton zeigen, daB die maximale 
Ionendichte etwa proportional der lonenmasse und damit — bei gleichen 
a- und g-Werten — proportional der HF-Amplitude V ist. Bei der 
Begrenzung der Ionendichte kommt es also nur auf die relativen Raum- 
ladungsverzerrungen an. 

Durch Vergleich der SignalgréBe bei maximaler Ionendichte mit den 
kleinsten Signalen, die beobachtbar waren, erhalt man als Nachweis- 
grenze unserer Versuchsanordnung 


Ni Min © 2-104 Ionen/cm?. (36) 


Geringster nachweisbarer Partialdruck. Fiir mogliche Anwendungen 
unserer Versuchsanordnung ist es wichtig, zu wissen, bis zu welchem 
geringsten Partialdruck man ein bestimmtes Gas noch nachweisen kann. 


Dazu wurden Messungen mit Edelgasen 
gemacht. Da sich zeigte, da die Nachweis- 
grenze unter 10° Torr liegt, wurde die weiter _Partialdruck Signalhdhe 
oben beschriebene GaseinlaB-Anordnung be- 
nutzt und der Druck auf der Primarseite des 


Tabelle 


willkiirliche 
Einheiten 


40n2 Dorm: 


Gaseinlasses mit einem McLeod-Manometer 150 45 
gemessen. 50 ie a 
; i Bed. 1 2 (2 
Die Ergebnisse fiir Krypton bei einem d 7 (3) 
Restgasdruck von 1,2 - 10-6 Torr zeigt neben- 1,8 4 (3) 


stehende Tabelle. 

Die in Klammern gesetzten Signalhéhen sind bei geschlossenem Gas- 
einlaB gemessen. Sie gehéren zu der Kohlenwasserstoffgruppe Cg, die 
leider die gleiche Masse wie Krypton hat. Der kleinste nachgewiesene 
Partialdruck betragt 1,8-10°8 Torr. Dabei betragt der Kryptonanteil 
1,5% vom Restgasdruck. 

Z. Physik. Bd. 156 2a 
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Weiterhin zeigte sich, daB der kleinste nachweisbare Partialdruck 
grob proportional dem Restgasdruck ist. Das kann man so verstehen: 
Bei kleinerem Partialdruck verringert sich die Ionisierungsrate. Wenn 
jedoch ebenso der Gesamtdruck verringert ist, so wird die mittlere Le- 
bensdauer der Ionen gréBer, so daB die Gleichgewichts-Ionendichte, die 
das Produkt von Ionisierungsrate und mittlerer Lebensdauer ist, unver- 
andert bleibt. Voraussetzung ist dabeinur, daB die Modulationsfrequenz 
stets so klein ist, daB das Gleichgewicht erreicht wird. 

Fiir die Nachweismethode gibt es also keine prinzipielle untere 
Partialdruckgrenze. 


Raumladungseinfliisse, Raumladungsschwingungen. Bei den Ver- 
suchen traten verschiedene Arten von Stérungen auf, die meistens auf 
den EinfluB von Raumladung zuriickgefiihrt werden kénnen. 

LaBt man bei der Beobachtung eines Resonanzsignals zusatzlich ein 
fremdes Gas ein, so beobachtet man, falls der Arbeitspunkt im Stabili- 
tatsbereich dieses Gases liegt, erstens eine Resonanzverschiebung, die sich 
durch die zusatzliche Raumladung erklaren laBt, zweitens aber auch eine 
Resonanzverkleinerung, wobei das Signal gleichzeitig breiter wird. Es 
kann sich hierbei nicht um den EinfluB der neutralen Molekiile auf die 
mittlere Lebensdauer handeln, denn auBerhalb des Stabilitatsbereichs des 
Fremdgases stellt man héchstens eine ganz geringfiigige Resonanzver- 
kleinerung fest. Diese Stérung laBt sich vermeiden, wenn man den 
Arbeitspunkt an den oberen oder unteren Rand des Stabilitatsbereichs 
der nachzuweisenden Ionen legt, wo alle fremden Ionen instabil sind. 


Eine andere Erscheinung, die mit der Raumladung der Jonen zu- 
sammenhangen muB, ist folgende: Bringt man den Arbeitspunkt in die 
Nahe der Resonanzlinie einer haufigen Ionensorte, so beobachtet man 
auch ohne iiberlagerte Sagezahnspannung oder eine andere Modulations- 
art am Ausgang des Nachweisempfangers starke Kippschwingungen mit 
Frequenzen von 50 bis 1000 Hz und verschiedener Form je nach Einstel- 
lung. Diese Kippschwingungen werden eindeutig von einer bestimmten 
Ionensorte erzeugt, denn man beobachtet sie nur in der unmittelbaren 
Nahe der Resonanzlinie der entsprechenden Masse (+1,5 V in der Gleich- 
spannungsskala) und verschwinden, wenn man den GaseinlaB sperrt. 


Wie diese Schwingungen zustande kommen, konute nicht ganz geklart 
werden. Iimmerhin laBt sich tiber ihre Entstehung folgendes sagen: Bei 
Stabilitat sammeln sich die Ionen im Feld an. Ihre Raumladung wirkt 
dabei wie eine zusatzliche Gleichspannung, die den effektiven Arbeits- 
punkt verschiebt. Lag der Arbeitspunkt ohne Raumladung nur wenig 
unterhalb der Resonanzlinie, so kommt es bei einer bestimmten Raum- 
ladung zu Resonanz, bei der die Ionen herausfliegen. Dabei verschwindet 
die Raumladung und der Arbeitspunkt kehrt an die alte Stelle zuriick. 
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Jetzt sammeln sich die Ionen von neuem an usw. Es findet ein periodi- 
scher Auf- und Abbau der Raumladung statt, dem entsprechend der 
Arbeitspunkt hin und her pendelt. 

Dabei bleibt offen, was die Instabilitat des Arbeitspunktes bewirkt, 
d.h., warum er nicht in einem solchen Abstand von der Resonanzlinie 
in Ruhe bleibt, bei dem gerade soviel Ionen durch Schwebungen im 
Resonanzfeld und durch StéBe verloren gehen, wie entstehen. 

Bei den Resonanzmessungen mit Hilfe der von auBen angelegten 
Resonanzspannung stért die eben beschriebene Erscheinung nur, wenn 
die Resonanzlinie mit zu geringer Geschwindigkeit (Volt/sec) durch- 
fahren wird. 

Elektronenresonanzen. Bei Messungen mit iiberlagertem Magnetfeld 
beobachtet man bei gentigend groBem Elektronenstrom (J,; > 10 pA) 
dichte Serien von Signalen mit einem Gleichspannungsabstand von 0,4 bis 
0,8 V. Bei VergréBerung der HF-Amplitude verschieben sich diese 
Signale umgekehrt wie Ionenresonanzen zu kleinerer Gleichspannung 
hin. Sie verschwinden unterhalb der Geraden U=—YV. Diese Signale 
lassen sich eindeutig als Elektronenresonanzen deuten. 

Rechnet man fiir die vom Magnetfeld unbeeinfluBte z-Komponente 
der Bewegung eines Elektrons die Stabilitaétsbereiche im U-V-Dia- 
gramm aus, so erhalt man die Stabilitatskarte von Fig. 16. Dadurch, 
daB in den Koeffizienten a, und g, die Masse im Zahler steht, sind diese 
Koeffizienten fiir Elektronen etwa 10°mal gr6Ber als fiir mittelschwere 
Tonen. Der Arbeitspunkt liegt dann in einem Gebiet, in dem stabile und 
instabile Bereiche dicht aufeinander folgen. Man kann drei Sektoren 
unterscheiden: Im ersten Sektor, oberhalb der Geraden U = V, herrscht 
im wesentlichen Stabilitat bis auf sehr schmale instabile Streifen, im 
zweiten Sektor zwischen U =V und U =— J, herrscht Instabilitat bis 
auf sehr schmale stabile Streifen. Die durchgezogenen Linien in Fig. 16 
sind der erste, elfte, einundzwanzigste usw. Stabilitatsbereich. Die da- 
zwischenliegenden sind nur an zwei Stellen eingezeichnet. Im dritten 
Sektor, unterhalb U = — V, herrscht allein Instabilitat. Zum Vergleich 
ist in Fig.16 noch der Bereich fiir dreidimensionale Stabilitat von H,O*- 
Ionen eingetragen. 

Fig. 17 zeigt 12 Oszillogramme, die so zusammengeklebt sind, daB 
ein liickenloses ,,Dampfungsrelief‘‘ entsteht, wobei die Dampfung ein 
direktes MaB fiir die Ladungsdichte im Kafig ist. Fig. 17 entspricht 
einem senkrechten Querschnitt durch die Kurvenschar von Fig.16 be 
V=116V. Bei zunehmender Gleichspannung erscheint das erste 
Signal bei U=—V. Von U=—V bis U=V liegen Elektronenreso- 
nanzen mit wechselnder Struktur. Dabei steigt die mittlere Dampfung 
allmahlich an. Oberhalb von U=V bleibt die Dampfung konstant. 
Dort sind keine Elektronenresonanzen mehr zu erkennen. 
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Deutet man das erste Maximum der Dampfung als den ersten Elek- 
tronenstabilitatsbereich, so muB seine Vermessung in Abhangigkeit von 
U und V die Gerade U =— V ergeben, entsprechend Fig. 16. Man erhalt 
tatsichlich eine gute Gerade, die durch den Nullpunkt geht. Die Stei- 
gung weicht weniger als 5% von —1 ab, was der Ungenauigkeit in der 
Messung der HF-Amplitude V entspricht. Umgekehrt kann mit Hilfe 
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Fig. 16, Stabilitatskarte fiir Elektronen. Die Zahlen am rechten Rand kennzeichnen die Ordnungszahl der 
Elektronenstabilitatsbereiche 


dieser Geraden die HF’-Amplitude genauer gemessen werden als mit irgend- 
einer anderen Methode, namlich mit den gleichen Genauigkeiten wie die 
Gleichspannung. 

Man wiirde erwarten, daB die Elektronenresonanzen, wenn man iiber- 
haupt welche beobachtet, im Bereich weniger Stabilitatsbereiche gleiche 
Abstande haben und gleich groB sind. Das ist jedoch nur an wenigen 
Stellen der Fall, so z.B. in der Gegend des 90. Stabilitatsbereichs. Im 
allgemeinen wechselt die Dampfung periodisch in der Art, daB sich eine 
Wiederholungsperiode iiber zwei Stabilitatsbereiche erstreckt. Wenn 
man das beriicksichtigt und jedes relative Dampfungsmaximum einem 
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Stabilitatsbereich zuordnet, so ist trotzdem eine eindeutige Indizierung 
der ,,Ordnungen‘“ der Elektronenresonanzen moglich. Zwischen der 
34. und 41. Ordnung muB man dabei z.B. jedes der breiten Maxima als 
zwei dicht nebeneinanderliegende Ordnungen deuten. Das Bild hat im 
ganzen groBe Ahnlichkeit mit einer Schwebung. 


Bei Veranderung der Magnetfeldstirke verschieben sich die , ochwe- 
bungsknoten“, und ihre Abstande dndern sich. Das zeigt, daB an der 
Form der Dampfungskurve die x-y-Bewegung mitbeteiligt ist, denn 
nur auf diese Bewegung hat das Magnetfeld einen EinfluB. 
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Fig. 17. Oszillogramme mit Elektronenresonanzen 


Bei kleiner Magnetfeldstarke brechen die Ordnungen oberhalb der 
Geraden U=—V-+U, ab, wobei U, die scheinbare Zusatzgleichspan- 
nung nach Gl. (31) ist; die Dampfung geht auf die Nullinie zuriick. 
Dort wird namlich die x-y-Bewegung tberwiegend instabil und nur 
noch in fast singularen Punkten herrscht Stabilitat fiir alle drei Kcmpo- 
nenten. Die ,,magnetische Zusatzspannung’ U, ist auf diese Weise 
angenahert meBbar. Die quadratische Abhangigkeit von der Magnet- 
feldstarke wird gut bestatigt. 

Die Stabilitatsbereiche fiir Elektronen sind (auBer im oberen Sektor) 
infinitesimal schmal, so daB man besser von Stabilitats-,,Linien™ spra- 
che. Berechnet man mit Hilfe einer Naherungsformel!® die Breite z. B. 
des 60. Stabilitatsbereiches an seinem Schnittpunkt mit der V-Achse, 
so findet man, daB er etwa 84 (!) Zehnerpotenzen schmaler ist als die 
instabilen Bereiche an dieser Stelle. 


10 MEIXNER, J., u. F. W. SCHAFKE: Mathieusche Funktionen und Spharoid- 
funktionen. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer 1954. 


20 E. Friscuer: Die dreidimensionale Stabilisierung von Ladungstragern 


Von Stabilitat in dem Sinne wie bei Ionen kann also tiberhaupt keine | 
Rede sein. Die Stabilitatslinien konnen sich héchstens dadurch bemerk- 
bar machen, daB in ihrer Nahe die mittlere Lebensdauer der im Feld | 


durch EiektronenstoB aus Molekiilen freiwerdenden Elektronen gréBer 


wird als weiter entfernt von den Stabilitatslinien. Beim Durchfahren | 


einer Stabilitatslinie 4ndert sich dann die mittlere Zahl der Elektronen 
im Feld in dem Rhythmus, in dem die Stabilitatslinien gekreuzt werden. 
Da diese periodische Anderung der Elektronenzahl ein Signal gibt, 


liegt daran, daB der Nachweis-Schwingkreis nicht nur dann bedémpft | 


wird, wenn geladene Teilchen mit der Resonanzfrequenz von 150 kHz 
schwingen, sondern auch — wenn auch nur schwach — durch die bloBe 
Anwesenheit von Elektronen, gleichgiiltig, wie sie sich bewegen. Man 


kann sich unmittelbar davon tiberzeugen, daB bei einer Erhéhung des | 
Elektronenstroms die Resonanzfeldamplitude kleiner wird. DaB es sich | 


um keine echte 150 kHz-Resonanz handelt, erkennt man auch daran, 
daB im ersten Sektor der Stabilitatskarte fiir Elektronen keine Reso- 
nanzen mehr auftreten, obwohl dort noch zahlreiche 150 kHz-Resonanz- 
linien legen. 


Wenn der Arbeitspunkt weit im ersten Sektor liegt, beobachtet man jj 


bei groBem Elektronenstrom (J; > 500 zA) am Ausgang des Nachweis- 
empfangers ein sehr starkes Rauschen mit einer Amplitude von einigen 
Volt. Dieses Rauschen riihrt sehr wahrscheinlich von einer Gasent- 
ladung her. Das ist nicht ttberraschend, denn bei positiver Gleichspan- 
nung ohne HF’-Amplitude ist unser Feld identisch mit dem eines Penning- 
VakuummeBgerats. Die Gasentladung ist unselbstandig, denn bei Ab- 
schalten des Elektronenstroms verschwindet sie wieder. 


Ich danke Herrn Professor W. Paut und Herrn Dr. O. OsBERGHAUS fiir die 
Anregung zu dieser Arbeit und ihre Férderung durch viele Diskussionen. 
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Aus dem Physikalischen Institut der Justus-Liebig-Universitat GieBen 


Ein Mefiverfahren zur Untersuchung 
von Fluoreszenzabklingvorgiangen * 
Von 
HELMUT ScHUTz 
Mit 10 Figuren im Text 


(Eingegangen am 19. Mai 1959) 


Ein Verfahren wird beschrieben, das gestattet, den zeitlichen Verlauf der Fluores- 
zenzintensitat bei einer Abklingzeit im Bereich von 1077 bis 10~® sec bei Anregung 
mit Kathodenstrahlen zu messen. Der zeitliche Intensitatsverlauf wird in Analogie 
zu stroboskopischen Methoden punktweise abgetastet. Die Zeitauflésung betragt 
0,4nsec. Das An- und Abklingen von Anthrazen, Naphthalin und drei festen 
Polyacenlésungen, die eine Fremdkomponente in verschiedenen Konzentrationen 
enthalten, wird angegeben. 


Die meisten bisherigen Methoden zur Bestimmung von Fluoreszenz- 
abklingdauern in der GréSenordnung 10-8 bis 10° sec geben keine 
Antwort auf die Frage, ob der Abklingverlauf exponentiell ist oder nicht. 
An mehreren Stellen der neueren Literatur findet man Hinweise darauf, 
da8B in manchen Fallen auch bei organischen Kristallen ein nicht einfach 
exponentielles Abklingen vorliegt. So geht aus Messungen von HANLE 
und JANSEN! hervor, daB bei dem Mischsystem Naphthalin-Anthrazen 
die Fluoreszenz nach einem komplizierteren AbklingprozeB erfolgt. 
MEYER und Mater? stellten bei organischen Szintillatoren eine Kom- 
ponente der Fluoreszenz fest, die lange nachleuchtet (t@1 usec). 
BLAKE®, SPONER* u. Mitarb. konnten bei tiefen Temperaturen (4° K) 
zeigen, daB die langdauernde Lumineszenz bei Phenanthren und Naph- 
thalin nicht mehr exponentiell abklingt. 

Die hier beschriebene Apparatur stellt eine Weiterentwicklung der 
MeBanordnung von GLASER® dar, der eine Reihe von Abklingkurven 
mit einer Bandbreite von 100 MHz aufgenommen hat. Die MeBmethode 
geht auf das Bequerelsche Phosphoroskop zuriick. Ein Leuchtstoff wird 
periodisch mit Impulsen, deren Dauer klein gegen die Abklingzeit ist, 
angeregt. Innerhalb der Periode wird in einem Zeitintervall, das eben- 
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Dieses Zeitintervall kann innerhalb der Periode verschoben und dadurch | 
die Abklingkurve punktweise abgetastet werden. Die MeBrohre in der | 
hier beschriebenen Anordnung, mit der das Abtasten vorgenommen wird, | 
entspricht in ihrem prinzipiellen Aufbau der Fernsehaufnahmeréhre von 
FaRNSwortH®. Mit ahnlichen Anordnungen erreichen ZAVOISKY u. Mit- 
arb.?:§ bei Funkenentladungen ein zeitliches Auflésungsvermogen von | 
310712 sec. DREESKAMP und Burton® untersuchten auf ahnlichem | 
Wege die Lumineszenz bei Rontgenstrahlanregung. | 


Me&8&methode 


In schematischer Darstellung zeigt die Fig. 1 die Wirkungsweise der 
Apparatur. Man erhalt die Anregungsimpulse, indem man einen Elek- | 
tronenstrahl periodisch mit 1.MHz iiber eine Blende fithrt. Um An- | 
regungsimpulse kurzer Dauer (1,2 nsec) und damit hoher Flankensteil- 
heit zu erreichen, wird der Elektronenstrahl in einer zweiten dazu senk- 
rechten Richtung mit 11 MHz abgelenkt. Die Grundfrequenz von 1 MHz 
bestimmt den Impulsabstand. Nach Durchtritt durch die Blende werden — 
die Elektronen auf 60 kV nachbeschleunigt, auf ein Lenard-Fenster 
fokussiert und treffen dann in Luft auf das Praparat. 


Das emittierte Licht der bestrahlten Substanz fallt auf die Photo- 
kathode der MeBrohre. Nur ein kleiner, durch eine Blende ausgesparter 
Teil der Photokathode wird vom Licht getroffen. Dieses Areal wird 
elektronenoptisch im Verhaltnis 1:1 auf eine Ebene abgebildet, in der 
sich ebenfalls eine Lochblende befindet. Zwei Ablenkplattenpaare lenken 
diesen Elektronenstrahl in der gleichen Weise und mit denselben Fre- 
quenzen von 1 und 11 MHz wie im Anregungsrohr in zwei zueinander 
senkrechten Richtungen ab und fiihren ihn tiber die Lochblende weg. 
Dadurch wirkt die Aufnahmerdhre wie ein sich periodisch 6ffnender 
VerschluB. Nur diejenigen Elektronen, die innerhalb eines bestimmten 
Zeitintervalls wahrend einer Periode an der Photokathode ausgelést 
werden, kénnen die Blende passieren. Die Ablenkplatten im Anregungs- 
rohr und im MeBrohr werden vom gleichen Sender gespeist. Durch eine 
Verzogerungsleitung kann die Phasenlage am MeBrohr und damit das 
Zeitintervall des Elektronendurchtritts durch die Blende relativ zum 
Anregungsintervall verschoben werden. Man kann dadurch die Abkling- 
kurve punktweise abtasten. 


* Farnsworth, P.T.: Television by Electron Image Scanning. J. Franklin 
Inst. 218, 411—414 (1934). 
* Zavoisky, E. K., u. S.D. FANTCHENKO: Docl. Acad. Sci. USSR, 100, 661 
1955). 
8 Zavoisky, E. K., G.E. SmMorxin, A. G. PLraxkHov u. M.M. Butstov: Docl. 
Acad. Sci. USSR. 100, 241 (1955). 
9 DREESKAMP, H., u. M. Burton: Phys. Rev. Letters 2, 45 (1959). 
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Die Zeitauflésung in der MeBrodhre ist gegeben durch die Breite des 
Photoelektronenstrahls an der Blende, die Dimension dieser Blende, die 
Ablenkempfindlichkeit der Platten und die Ablenkfrequenzen und HF- 
Spannungen an den Plattenpaaren. Aus 
diesen Gr6Ben errechnet sich eine Zeitauf- 
lésung von 0,38 nsec. Eine Grenze ist dem 
Zeitauflésungsvermégen durch die 
Laufzeitdifferenzen der Photoelektronen 
zwischen Photokathode und Blende gesetzt. 
Man kann abschatzen, daB die mittlere Lauf- 
zeitstreuung der Photoelektronen bei Ein- 
strahlung mit Licht der Wellenlange 2= 
390 mu. kleiner ist als 0,35 nsec. 


Lay 


ferner 


Eine obere Grenze fiir die Zeitauflésung 
der Gesamtapparatur liefern die kiirzesten 
gemessenen Anstiegzeiten (10 bis 90% der 
Maximalamplitude). Bei der Anthrazen- 
fluoreszenz im Leuchtstoffmischsystem An- 
thrazen-Tetrazen betragt die Anstiegszeit 
1,5 nsec. In diese Anstiegszeit geht die Dauer- 
des Anregungsimpulses (1,2 nsec), die Zeit- 


aufl6sung der Apparatur und, wie sich aus 13 
den unten diskutierten Messungen ergibt, i 

die Anstiegszeit der Lumineszenz selbst ein. x. 

Die Zeitaufl6sung ist daher sicher kleiner oe 


als 1,5 nsec. 


5H 6 


Die MeBgenauigkeit wird begrenzt durch 


die statistischen Schwankungen der Photo- 
elektronenzahl und durch die Einstellgenauig- 
keit und nicht lneare Phasenschiebung der 
Verzogerungsleitung. Die MeBdauer fiir einen 
Einzelpunkt der Abklingkurve wurde stets 


Fig. 1. Blockschaltbild der MeBan- 
ordnung. 7 Oxydkathode, 2 1 MHz- 
Oszillator, 3 Frequenzvervielfacher 
(11 MHz), #4 Lochblende, 45 Prapa- 
rat, 6 Lochblende, 7 Photokathode, 


8 Elektrode, 4 Anode, 10 Phasen- 
schieber, /7 Verstarker (1 MHz), 
12 Frequenzvervielfacher (11 MHz), 
13 Lochblende, 14 SEV, 15 Dis- 
kriminator, 16 Zahlgerat 


so gewahlt, daB mindestens 1000 Impulse 
registriert wurden. Dadurch war der statisti- 
eche Fehler (AN/N = 1/\/N) kleiner als 3%. 


MeSanordnung 


Im Hochspannungsrohr befindet sich ein gegen Streufelder mit Mu-Metall 
abgeschirmtes System einer kommerziellen Kathodenstrahlréhre (Telefunken). 
Durch eine Rohrlinse werden die Elektronen auf 60 kV beschleunigt und auf das 
Lenard-Fenster fokussiert. Die Spitze des Impulsstroms betragt im Hochspan- 
nungsrohr 1 bis 10uA, am Praparat aber durch Streuung und Absorption im 
Lenard-Fenster und in Luft nur noch 10? bis 10° A. Ein quarzstabilisierter 
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Oszillator erzeugt die eine Ablenkspannung (f= 1 MHz) und ein Frequenzverviel- 
facher die zweite (f=11 MHz). Uber einen hochspannungsfesten Kondensator 
wird eine Synchronisierungsspannung der 1 MHz-Komponente zur Verzogerungs- 
leitung (Phasenschieber) weitergegeben. 

Die Helidel-Verzégerungsleitung (Beckmann Instruments GmbH., Modell 
28201-1.0) kann Signale mit einer Bandbreite von 4,5 MHz bis zu 10-® sec ver- 
schieben. Die kiirzeste reproduzierbare Verzogerungszeit ist im wesentlichen durch 
die Genauigkeit der Winkeleinstellung gegeben und betragt 0,1 nsec. Aus dem 
Stehwellenverhaltnis der Leitung kann die Fehlanpassung der Verz6gerungsleitung 
berechnet und hieraus die Linearitaét angegeben werden. Sie ist besser als 1%. 

Nach Austritt aus der Verzégerungsleitung wird das Vergleichssignal (1 MHz) 
wieder verstarkt, die Frequenz vervielfacht und die Photoelektronen in der An- 
zeigerohre in zwei aufeinander senkrechten Richtungen abgelenkt (f= 1 und 11MHz). 
Die Ablenkspannungen betragen 100 Vers, die Beschleunigungsspannung zwischen 
Photokathode und Blende 280 V. 

Die Photoschicht besteht aus einer Cs-Sb-Legierung mit einem selektiven 
Maximum bei 2=450 my und einer langwelligen Grenzempfindlichkeit bei 
A= 680 my. Im UV-Bereich wird die Empfindlichkeit der Schicht durch die Durch- 
lassigkeit des verwendeten Glases begrenzt. Bei 310 my. werden bereits mehr als 
90% absorbiert. Die beleuchtete Photoschicht hat eine Flache von 5 mm?. Die 
Photoelektronen werden in einem 17stufigen Elektronenvervielfacher der ETH 
Ziirich verstarkt. Die Spannungsimpulse, die am Arbeitswiderstand des Verviel- 
fachers entstehen, werden, falls sie eine vorgegebene Mindesthdhe erreichen, ge- 
zahlt. Pro Sekunde werden ungefahr 1000 Elektronen registriert. Dies bedeutet 
bei der hier benutzten Impulsfolgefrequenz von 1 MHz, dafB im Mittel bei 1000 An- 
regungsimpulsen nur ein Photoelektron die Blende durchsetzt. 

Es kénnen Abklingzeiten zwischen 2 und 200 nsec gemessen werden. 


MeBergebnisse 


Messungen wurden an reinem Anthrazen, reinem Naphthalin und 
an den Leuchtstoffmischsystemen Chrysen-Tetrazen, Anthrazen-Tetra- 
zen und Naphthalin-Anthrazen durchgefiihrt. 

Die als Grundmaterial benutzten Substanzen wurden sorgfaltig 
gereinigt, Anthrazen und Chrysen chromatographisch iiber Al,O,, 
Naphthalin durch mehrmaliges Zonenschmelzen. Der molare Anteil 
langerwellig fluoreszierender Verunreinigungen lag mit Sicherheit unter 
10085 Die Substanzen wurden in geeigneter Zusammensetzung im 
Reagensglas im Olbad zusammengeschmolzen und iiber eine kalte Glas- 
platte ausgegossen. Die erstarrten Substanzen wurden zu Pulver zer- 
rieben und zur Messung auf eine Glasplatte in ungefahr 1 mm Schicht- 
dicke aufgebracht. 


a) Reine Substanzen. Die Fig. 2 zeigt die Ergebnisse von zwei 
Anthrazenkristallen verschiedener Dicke (1 und 3 mm). Innerhalb der 
MeBgenauigkeit ist der Intensitatsabfall exponentiell. Die Abklingdauer 


hangt in Ubereinstimmung mit den Angaben anderer Autoren!: 5.10 
von der Dicke ab. 


10 Brrxs, J.B., u. W.A. Litrte: Proc. Phys. Soc. Lond. A 66, 921 (1953). 
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An kristallinen Pulvern von Anthrazen und von Naphthalin wurde 
auch der Fluoreszenzanstieg mitbeobachtet. Der gesamte Fluoreszenz- 
verlauf laBt sich bei den reinen Substanzen mit sehr guter Annaherung 
durch die Differenz zweier Exponentialfunktionen darstellen, also in der 
Form ; ; 


J) =Ale ta — 67 Tan), 


wobeid eine Konstante, t4, und T,,, die 
Abkling- bzw. die Anklingkonstante ist. 


Ein solcher Verlauf ist dann zu erwarten, 


wenn das Anregungsniveau ftir die Fluores- 
zenzemission nicht direkt durch die Primar- 
strahlung aufgefillt wird, sondern  iiber 
andere angeregte Zustande innerhalb oder 
auBerhalb des Molekils. Bezeichnet man mit 
n, die Besetzungsdichte des primar ange- 
regten Niveaus, mit 1, die Besetzungsdichte 
des Fluoreszenzniveaus, so gelten die Diffe- 


rentialgleichungen: 


ie (a + BP) nq 8 

any : e 
——_ = px, — yn, & 

dt Oo 20 40 G0 msec 700 


¢t-—> 
dabei sind ~ und f die Ubergangswahr- ae oes ’ . 
re. } Sabee. 2 : Fig. 2. Der zeitliche Verlauf der Fluoreszenz 
scheinlichkeiten vom primar _ angeregten von Anthrazenkristallen. Kurve 7: 1mm 
Niveau in den Grundzustand, bzw. in das dick, t, = 27,4 nsec; Kurve 2: 3mm dick, 
Fluoreszenzniveau, und y ist die Ubergangs- Cael 
wahrscheinlichkeit vom Fluoreszenzniveau 
in den Grundzustand. Mit den Anfangsbedingungen 7,(0) = Ny, ”,(0) =0 fiihrt 


das auf die Lésung 


np = —— -N 
: ao+B—y 


Die Fig. 3 und 4 geben In (Z) als Funktion von ¢ fiir die beiden Sub- 
stanzen wieder. Die dazu gehérenden Anklinggeraden sind gestrichelt 
eingezeichnet; die Ankling- und Abklingkonstanten sind den Diagram- 
men zu entnehmen. Bemerkenswert ist, da der Fluoreszenzanstieg 
langer ist als die gesamte Dauer des Anregungsimpulses, und dab das 
Fluoreszenzmaximum von Substanz zu Substanz variert. (Beim An- 
thrazen wurde mit Riicksicht auf spatere Messungen die Fluoreszenz 
durch das Schottfilter BG1 aufgenommen.) 

Bei langdauerndem ElektronenbeschuB werden die Praparate Zer- 
stért. Bei dem hier benutzten Impulsbetrieb ist der mittlere Elektronen- 
strom und damit die Zerstérung der Praparate sehr gering. Die Fluo- 
reszenzintensitat und die Abklingzeit andern sich dadurch nur wenig. 
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Fig. 3. Abklingfunktion von Anthrazenpulver 
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Vig. 4. Abklingfunktion von Naphthalinpulver 


Die Intensitat der An- 
thrazenfluoreszenz nimmt 
bei einer BeschuBdauer 
von 30 min um etwa 
DE omabs 


b) Feste Lésungen. 
Im Zusammenhang mit 
Fragen der Energieiiber- 
tragung wurden einige 
Polyacene mit langerwellig 
fluoreszierenden Polyacen- 
molekiilen als Verunreini- 
gung untersucht. 


Chrysen, mit Tetracen 
als Fremdmolekiil, zeigt 
zwei Emissionsbanden- 
systeme, die blauviolette 
Chrysenemission und die 
gelbgriine Tetracenemis- 
sion. Die beiden Emis- 
sionsgebiete lassen sich 
durch die  Schottfilter 
GG14 und BG1 weit- 
gehend — wenn auch 
nicht vollstandig — von- 
einander trennen. 


Der zeitliche Verlauf 
der Tetrazenemission fiir 
ZWwel charakteristische 
Konzentrationen ist in 
den Fig.5a und b wieder- 
gegeben. Die Anderung 
der An- und Abklingzeit 
und die Verschiebung des 

Fluoreszenzmaximums 
mit der Konzentration 
sind deutlich zu sehen. 
Eine Gesamtiibersicht 
tiber die Anderungen der 


Fig. 5. a Abklingverlauf von Tetrazen 
in Chrysen (Molverhaltnis T:C = 
3:10-*) ; b Abklingverlauf von Tetrazen 
in Chrysen (Molverhaltnis T:C =10~°) 
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Abklingzeit und (soweit gemessen) der Anklingzeit in Abhangigkeit von J 
der Tetrazenkonzentration gibt Tabelle 1 wieder. Sie zeigt, daB alle An- jf 
und Abklingzeiten systematisch mit der Tetrazenkonzentration ab- | 
nehmen. Lediglich der Wert der Tetrazenanklingdauer bei 3 x 10°° 
fallt heraus. Dies ist auf eine trotz J 

Tabelle4 des Filters GG 14 auftretende J 
Uberlagerung der sehr schwachen | 


ee |) bee Cane Tetrazenemission durch die lang- | 
Mol- | Sn : A 
ns I Mees ae welligen Chrysenauslaufer zu ver- 
Tp (nsec) TAn (nsec) | TAD (nsec) Bichon 
; | i S f at 
3+ 1072 a | 4,7 15,8 Beim System Anthrazen mat 
102 | _ ae 2407 Tetrazen als Fremdmolekiil liegen | 
2 Wipe ae | : “o : : Are i | 
ore’ pees paid die Verhdltnisse insofern ungiin- | 
10° — 2,6 22,2 ; cate 
Z-407% | 10,4 3.5 22,6 stiger, als die Uberdeckung des 
10-4 | 44,8 3,9 25,1 langerwelligen Auslaufers der 
soon | | ii 2) eee 5 
Z eee Pe isi | 5s Anthrazenemission mit den Te- 
10 20,8) i 19.4) Ih 36 e's - 
Bim Ome 22,6 (6,5) | 39 trazenemissionsbanden noch star- 
10° | 22,2 ee le i ker ist. Die Ergebnisse fiir dieses 


System sind der Tabelle2 zu ent- 
nehmen. Durch die starkere Uberdeckung ergibt sich eine Abnahme 
von Ty, (Tetrazen) schon bei hdéheren Konzentrationen. Die Ankling- 
zeit der Tetrazenemission wurde bisher noch nicht genau gemessen; 

sie liegt in der GréBenordnung ty, = 


Tabelle 2 2,5 nsec. 

a | Anthrazen-| Tetrazen- Ein besonderes Verhalten beobachtet 
(Mol- Ber | ce ©» man bei dem System Naphthalin mit 
verhalinis) | 4» (nsec) | t4s (nsec)  Anthrazen. Die Anthrazenfluoreszenz 
~ | wurde durch das Filter WG1 von der 

nes | = | 5 Naphthalinfluoreszenz getrennt. Der Ab- 
10-4 Ae aul seer klingverlauf 1éBt sich als Superposition 
107° 10,4 | 252 zweier Exponentialfunktionen mit den Ab- 
es He | ae klingzeiten tT, und t, auffassen, wie die 
Anthrazen | 14,6 | 18,9 Fig. 6 bis 10 zeigen. Zu Beginn des Ab- 


klingens gibt die Uberlagerung dieser 
beiden Exponentialfunktionen annéhernd wieder eine Exponential- 
funktion mit der Abklingzeit t). Der Knick in der logarithmischen 
Abklingkurve verschiebt sich mit zunehmender Konzentration. Die 
Abklingzeit der langsameren Komponente ist innerhalb der MeBgenauig- 
keit konzentrationsunabhangig bis zu 10~4 herunter. Ob gleiches fiir 
die weniger genau meBbare kurzlebige Komponente gilt, muB weiteren 
Untersuchungen vorbehalten bleiben. Bei der Konzentration von 1075 
molar ist nur noch eine Komponente feststellbar. Die Naphthalinfluo- 
reszenz konnte bei diesem System wegen ihrer geringen Intensitat nicht | 
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ee ] aT = 


| J 
20 40 60 GO nsec 120 


. Abklingverlauf von Anthrazen in Naphthalin 
=—10). 7) = 25,6usec; 7, = 14,5 nsec; t, = 40 nsec 


. Abklingverlauf von Anthrazen in Naphthalin 
E10; *). t= t7,8 nsec; 7% = 9,1 nsec; tT, = 39,5 nsec 


. Abklingverlauf von Anthrazen in Naphthalin 
fei °), 7 = 18,7 nsec; t,=9;1 nsec; t, = 40 nsec 


Abklingverlauf von Anthrazen in Naphthalin 
(A:N =1074). 1, = 18,4 nsec; tT. = 39,6 nsec 
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gemessen werden. Die Emissionsspektren des hier untersuchten Systems} 
sind in einer Arbeit von SCHMILLEN™ wiedergegeben. 


0 20 40 60 80 700 720 140 10 mTnsec 200 


Fig. 10. Abklingverlauf yon Anthrazen in Naphthalin (4: N = 107°) 


Diskussion 


Die Praparate — und zwar auch die reinen Substanzen — zeigenif 
ein Anklingen der Lumineszenz, das von Praparat zu Praparat ver-iff 
schieden ist und nicht durch einen Apparateeffekt erklart werden kann.|§ 
Die Tatsache, daB bei reinen Substanzen die Dauer des Fluoreszenz- 
anstiegs die Impulsdauer iibertrifft, sowie die gute Ubereinstimmung mit 
einer Darstellung durch die Differenz zweier e-Funktionen, deuten darauf 
hin, daB die Fluoreszenzanregung durch Elektronenstrahlen iiber einen 
mehrstufigen AnregungsprozeB verlauft. Eine derartige Vorstellung 
wird schon in Arbeiten von Birxs!-18 diskutiert, jedoch stimmen die 
dort angegebenen Ubergangszeiten von hdher angeregten Zustanden in 
das Fluoreszenzniveau (10 sec) schlecht mit unseren Messungen «ber- 
ein. Diese sehr interessante Frage erfordert allerdings weitere Messungen. 

Fir die Frage der Energieiibertragung beim Zusatz von fluoreszie- 
renden Fremdmolekiilen in das Grundgitter ist der Anstieg und der 
Abfall der Fremdmolekiilfluoreszenz sehr wichtig. Die Messungen 
zeigen, daB bei dem System Chrysen-Tetrazen die Abklingzeit der 
Tetrazenemission ebenso wie die Anklingzeit mit wachsender Tetrazen-. 
konzentration abnimmt. Die Veranderung der Tetrazenfluoreszenz- | 


11 SCHMILLEN, A.: Z. Physik 150, 123 (1958). 
12 BIRKS, J.B.: Phys. Rev. 95, 277 (1954). 
18 Birks, J.B.: Scintillation counters. London: Pergamon Press 1953. 
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abklingdauer mit der Konzentration ist nicht ohne weiteres verstind- 
lich. Denn die Abklingzeitmessungen bei direkter Anregung der Tetrazen- 
molekiile in dem gleichen System mit der Wellenlinge 4360 A! ergeben 
eine praktisch konzentrationsunabhangige Abklingzeit. Wahrend bei 
Anregung iiber das Grundgitter eine Zunahme der Tetrazenabkling- 
dauer mit abnehmender Konzentration festgestellt und als Verlangerung 
durch den EnergieiibertragungsprozeB gedeutet wurde. Die hier beob- 
achtete Konzentrationsabhangigkeit des Tetrazenabklingens steht mit 
dieser Deutung in Widerspruch. Man hatte vielmehr lediglich eine Ver- 
langerung der Anklingzeit erwartet. In Ubereinstimmung mit Messungen 
von SCHMILLEN"™ steht die hyperbolische Abnahme der Chrysenabkling- 
zeit mit der Tetrazenkonzentration. Auch die aus dem Verlauf zu berech- 
nende Halbwertskonzentration stimmt mit der bei UV gemessenen 
uberein. 

In dem ahnlichen Mischsystem Tetrazen in Anthrazen liegt dieselbe 
Schwierigkeit vor, wenn auch durch die Uberdeckung der Emissions- 
banden die Aussagen weniger zuverlassig werden. 

Der Knick in der Abklingkurve des Mischsystems Anthrazen in 
Naphthalin beruht wahrscheinlich darauf, daB das Anthrazen nur bis 
zu einer relativ kleinen Konzentration in der GroBenordnung von 10 bis 
10° molar in das kristalline Naphthalin eingebaut wird und der Rest 
als reine Komponente ausfallt. Dafiir sprechen Messungen von WRIGHT, 
der festgestellt hat, daB Naphthalinkristalle, die langsam aus der Schmel- 
ze gezogen werden, nicht mehr als 0,001% Anthrazen einbauen. Auch 
in der Arbeit von SCHMILLEN! wird auf Grund der aufgenommenen 
Spektren bereits die gleiche Vermutung geduBert. Die beiden Zeit- 
konstanten sind unter dieser Annahme zu deuten als Abklingdauer des 
ausgefallenen Anthrazens (t,=9,1 nsec) und als Abklingdauer des im 
Naphthalin eingebauten Anthrazens (t, = 40 nsec). Die Zunahme von 7 
mit steigender Anthrazenkonzentration beruht méglicherweise auf der 
GroBe der Anthrazenkristalle, wie sie von anderen Autoren!®:16 an reinem 
Anthrazen festgestellt wurden. Bei einem Molverhaltnis A:N =10° 
kann man den Abklingverlauf des Anthrazens wieder durch eine Ex- 
ponentialfunktion darstellen und die Abklingzeit wird langer (t4,= 
57 nsec). Das Anthrazen erhalt hier nur noch iiber das Naphthalin seine 
Anregungsenergie. 


Diese Arbeit wurde im Physikalischen Institut der Universitat GieBen durch- 
gefiihrt. Meinen verehrten Lehrern, Herrn Professor Dr. W. HaNLeE und Herrn 
Professor Dr. A. SCHMILLEN, bin ich fiir ihr dauerndes Interesse und stete Férderung 
sehr dankbar. Die Durchfiihrung dieser Arbeit wurde durch finanzielle Unter- 
stiitzung der Deutschen Forschungsgemeinschaft ermdglicht. 

14 Wricut, G.T.: Proc. Phys. Soc. Lond. 66, (9), 777 (1953). 
15 ScHARMANN, A.: Z. Naturforsch. 11a, 398 (1956). 
16 Ddoii, G.: Diplomarbeit, GieBen 1956. 
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Bestimmung schwacher Absorptionen 
in diinnen dielektrischen Schichten 
Von 
G. KopPELMANN und K. KREBS 
Mit 13 Figuren im Text 


(Eingegangen am 23. Mai 1959) 


By a method specially developped for high accuracy, the weak absorption of thin) 
dielectric films was measured and coefficients of absorption were evaluated. Results 
are stated for such substances as cryolithe, MgF,, NaF, paraffin, ZnS and Sb,O,, 
which are used for the production of dielectric reflecting films. 


1. Einleitung: Prinzip der Methode 


Fiir die Herstellung dielektrischer Verspiegelungen — insbesonderejff 
fiir die Zwecke des Fabry-Pérot-Interferometers — ist die Verwendung 
méglichst absorptionsarmer Substanzen von ganz besonderer Bedeutung. |ff 
Denn die durch eine absorbierende Substanz verursachte Absorption A |f 
der Verspiegelung bestimmt bekanntlich wesentlich die Lichtstarke desiff 
Fabry-Pérot-Interferometers, die mit (T/(T+.A))? geht (7 = Durch-}# 
lassigkeit); sie kann also gerade bei hochreflektierenden Anordnungeni 
(kleinem 7) durch eine auch nur geringe Absorption bedeutend herab-|f 
gedriickt werden. Fiir die Berechnung und Herstellung dielektrischer|f 
Verspiegelungen ist es daher wichtig, schon kleine Absorptionen in den 
einzelnen dazu verwendeten Substanzen nachweisen und messen zu 
k6onnen. 

Die tibliche MeBmethode fiir die Absorption, nach der das Reflexions-/f 
vermégen R, und die Durchlassigkeit 7, einer Einzelschicht gemessen 
und nach A,=1—R,— YT, dann die Absorption berechnet wird, ist 
nicht sehr genau, da die interessierende GréBe A, als kleine Differenz| 
relativ groBer MeBwerte erscheint. Die MeBgenauigkeit laBt sich auch 
nicht immer durch Verwendung dickerer Schichten — mit Umrechnung) 
des Ergebnisses auf diinnere Schichten — steigern; denn haufig lassen) 
sich die dicken Schichten nach der gleichen Methode gar nicht erzeugen. 
So zerreiBen z.B. Aufdampfschichten oft und blattern ab, wenn sie eine, 
bestimmte Dicke tiberschreiten. Ferner ergeben sich oft an dicken 
Schichten andere Absorptionskonstanten als an diinnen, wie die spatere 
Diskussion der Ergebnisse zeigt. Darum ist es sinnvoll, Absorptions- 
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konstanten direkt an Schichtdicken derjenigen GréBenordnung zu be- 
stimmen, fiir die sie gelten sollen. 

Im folgenden wird nun eine neue Methode der Absorptionsbestim- 
mung beschrieben. Das Prinzip ist folgendes: Eine Glas- oder Quarz- 
glasplatte Ty ist auf einer Seite teilweise mit der zu untersuchenden 
Schicht S bedeckt und auf der Riickseite mit einer méglichst hoch 
reflektierenden Spiegelschicht Sp (Ag oder Al) tiberzogen (Fig. 1). Es 
wird nun das Reflexionsvermégen 9, des gesamten Systems bei senk- 
rechtem Einfall an einer beschichteten sowie an einer unbeschichteten 
Stelle (09) gemessen. Aus der Differenz (o)—,), die durch einfaches 
Parallelverschieben des Tragers im Strahlengang unmittelbar abgelesen 
werden kann, laBt sich dann die Absorption A, der Schicht bestimmen. 
Da der gréBte Teil des an der beschichteten Stelle reflektierten Licht- 
biindels die absorbierende Schicht zweimal durchlaufen hat, ist in erster, 
oft ausreichender Naherung 24,~(0)—0,). Die anderen optischen 
Daten der Tragerplatte und des 
Spiegels sind von geringerem 
EinfluB. 

Zwar erscheint auch hier die 
Absorption A , als Differenz zweier 
relativ groBer Werte 00 und Os: Fig. 1. Zur Berechnung der Reflexionen 
Da jedoch diese kleinen Inten- 
sitatsdifferenzen meBtechnisch sehr genau bestimmbar sind, laBt sich 
eine hdhere Genauigkeit der Absorptionsmessung erreichen, als sie 
bei bisherigen Methoden méglich war. 


it 


2. Die Ermittlung der Absorptionskoeffizienten 


Zur Ableitung des exakten Zusammenhanges zwischen A, und 
(0) — @;) kénnen wir von Interferenzwirkungen zwischen Vorder- und 
Riickseite des Tragers absehen. Es wird namlich mit Licht aus einem 
Monochromator gemessen, das immer einen gewissen Spektralbereich A 4 
umfaBt. Da die Tragerdicke d; stets so groB ist, daB 4A- dy > /?/2 ist, 
k6nnen sich keine Interferenzen ausbilden, und man hat — ohne Riick- 
sicht auf Phasenbeziehungen — nur mit Intensitaten zu rechnen. 


Es werden folgende Bezeichnungen benutzt: 


Ry, Ip = Reflexionsvermégen bzw. Durchlassigkeit einer einfachen 
Grenzflache Trager/Luft. 
= Reflexionsvermégen der hochreflektierenden Spiegel- 
schicht. 
B(a1) = Durchlissigkeit der Tragerplatte von Vorder- bis Riick- 
Seite, 


R 


m 
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Ss 


R,, T., A, = Reflexionsvermégen, Durchlassigkeit und Absorption der ff 


zu untersuchenden Schicht auf dem Trager ™*. 


09 — Retlexionsvermégen des gesamten Systems, bestehend aus |f 


Tragerplatte, unbeschichteter Vorder- und verspiegelter | 
Riickseite. 
0. — desgl., mit beschichteter Vorderseite. 


Definitionsgema8 muB ferner gelten: 


Keele Rie dot AG 4p (4) | 


Die Summation der ein- und mehrfach reflektiertenTeilstrahlen er- 
gibt — wie an Hand der Fig.1 leicht einzusehen — fiir die unbeschichtete ff 


Stelle: 
09 =Ry + Tp Rep Ty = Lp ter Bee ie) fe 
+TBRnB(RoB RnB)? To +) (2) 
== ate, 2 1 
= Ky Io Bey? = (1 == — Ry, BR, ) 


und ganz entsprechend an der beschichteten Stelle 


2 1 

=—Ky-p ie KP (1 — Ry», B2Rs) : (3) 
Da moglichst hoch reflektierende Spiegel und méglichst durchlassiges 
Tragermaterial benutzt werden sollen, kann sowohl R,, wie f als nahe bei 
1 liegend vorausgesetzt werden. Das Produkt R,, 8? mége deshalb zu 
(1 —e) zusammengefaBt werden. Damit, und mit Benutzung von (1) 
ergibt sich dann: 


d 


Go =Ry + T(t — 8) ——., (4) 
| OF 
ae e] 
0,=R, +7, (1-2) —__—_, —.. (5) 
tata 


Um nun zu einer tibersichtlichen Auswertung fiir A, zu kommen, 
werden zweckmaBig die Nennerausdriicke in (4) und (5) entwickelt. 


ve 
* Streng genommen miifSte sks We es Tce i ue gemessen bei Licht- 
einfall von der Luftseite her, von ap a Zs bei Lichteinfall von der Tragerseite 


her, unterscheiden, wobei immer gilt T, nae Wir betrachten hier jedoch nur sehr 
schwach absorbierende Schichten (k< 107 *), fiir die der Unterschied vernachlassig- 
bar wird, wie die exakte Theorie!>? zeigt. 

* Mayer, H.: Physik diinner Schichten, Teil 1. Stuttgart 1950. 

2 KOPPELMANN, G.: Diss. Techn. Univ. Berlin 1959. 


| 
i | 
| 
| 
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Unsere Betrachtungen sollen nur fiir schwachabsorbierende Schichten 
gelten, denn nur solche wird man in der Praxis fiir teildurchlassige Inter- 
ferometerspiegel verwenden; die Entwicklung erfolgt deshalb unter den 
Voraussetzungen, daB A,/7;<1, und wie oben schon begriindet, ¢<1. 
Da jedoch im UV sowohl R,, wie auch 6 schon merklich unter 1 liegen 
k6nnen, soll fiir alle Falle ¢ bis zur zweiten Ordnung entwickelt werden: 
Glieder mit A} und héheren Potenzen und solche, die von héherer Ord- 
nung als ¢<? und «-A, klein sind, werden also vernachlassigt. Mit Be- 
nutzung von (1) entsteht dann aus (4) und (5): 


eo =(1—e) fer Zo, (6) 


i=} 


@ = (1s) ttt —2.4,/4—e(1 + 4]. (7) 


Indem schlieBlich noch (wegen A,<1) T,~(1—R,) gesetzt wird, 
sowie 7,=(1—R,), ergibt sich fiir die Differenz (0) —o,): 


oar : R Ihe 
(20 = 05) = 24, 1 7 e(; || re (1 — Ry (1 - = 8) 


und fiir die interessierende Schichtabsorption A,: 


A, =| (eo @s) a( Scie =} qa ae 


Speziell fiir reflexvermindernde Schichten, bei denen &, nur zwischen 1 
und ~4% liegen kann, ]aBt sich dies, unter Vernachlassigung des ¢?- 
Gliedes, vereinfachen zu: 


TLRS (9 — Qs) : (Qa) 

Aus der Absorption A, laBt sich nun bei Kenntnis der Schichtdicke d 
leicht der Absorptionskoeffizient « oder der Absorptionsindex k =« - 4/4 
berechnen*. Es gilt fiir hinreichend kleine Werte ad ”): 


S =sc¢l (10) 


so daB mit 7,~(1—R,) fiir unsere Zwecke gentigend genau 


A, 1 Pad GAgee ge Sh 14 
Oe rea a bzw. rea en (11) 


gesetzt werden kann. 


* k bestimmt zusammen mit » den komplexen Brechungsindex n= (2 —7tk). 
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3. Apparatur und MeBvorgang 


Die zur Auswertung der Formel (9) n6tigen Reflexionsmessungen f 
erfolgten alle mit folgender Anordnung (Fig. 2): Der Austrittsspalt S\ff 
eines Spiegeldoppelmonochromators (Leiss) mit Quarzprismen wurde 
mit einem Hohlspiegel H, auf die zu untersuchende Schicht P etwa in| 
der GréBe 2 x 0,5 mm? abgebildet, und das reflektierte Licht mit einem) 
zweiten Hohlspiegel H, auf eine Mattscheibe mit dahinter befindlichem | 
Multiplier M (Typ RCA 1 P28) gesammelt. Die leichte Abweichung J 
von der — an sich vorausgesetzten — senkrechten Inzidenz hat in) 
unserem Falle keine Bedeutung. Als gut konstante Lichtquelle wurde ff 
entweder eine batteriegespeiste Gliithlampe oder fiir das UV eine Zeiss- | 
Wasserstofflampe H 30 be- 
nutzt. Der Photostrom wurde | 
mit einem Multiflexgalvano- | 
meter angezeigt. 

Der teilweise bedampfte 
Schichttrager konnte mit 
Hilfe eines Mikroskop-Kreuz- 
tisches parallel verschoben 
werden. Wurde die Grenze 
zwischen Schicht und schicht- 

Fig. 2. MeBanordnung, schematisch freier Oberflache tiberstri- 

chen, so ergab sich ein 

kleiner Sprung in der reflektierten Intensitat, wenn eine Absorp- 

tion in der Schicht vorhanden war. Dieser Sprung (J)—J,) leB sich 

auch bei sehr schwachen Absorptionen noch gut messen. Fiir die Re- 

flexionsverm6gen 09, 9, und die gemessenen Intensitaten J,, 7, mu8 nun 
gelten: 


Bere Bs (28 Mo is 5 
20 iat we (1 2) 


Das Reflexionsvermégen @, des unbeschichteten Tragers (einschlieBlich 
der Reflexion des Riickspiegels und einer eventuellen Absorption der 
Tragers) wurde durch Vergleich mit einem Al-Spiegel festgestellt, dessen 
absolutes Reflexionsvermégen R(A) in einer anderen Anordnung geeicht 
worden war. 

Zur Auswertung miissen ferner die GréRen R,, R, und ¢ bekannt sein, wobei 
jedoch ihre Genauigkeit, wie an (9) zu erkennen, nicht gro® zu sein braucht. 

R, ist in bekannter Weise unmittelbar aus dem Brechungsindex mrp des Tragers 
zu berechnen*, der bei den tiblicherweise benutzten Glas- oder Quarzglassorten 


als bekannt vorausgesetzt werden darf. ¢ kann aus der Messung von @, allein nach 
Gl (6) berechnet werden. 
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Zur Ermittlung von R, (wenn es nicht, wie bei reflexvermindernden Schichten, 
uberhaupt nach (9a) vernachlassigt werden kann) bedarf es einer besonderen Messung. 
Hierfiir wird iiber einen Teil des schichtbedeckten Tragers der Riickseitenspiegel 
weggelassen und das Reflexionsvermégen Q, und @, je einer beschichteten und un- 
beschichteten Stelle ohne Riickseitenspiegel gemessen. 0, und 0) sind dann durch 
die (exakt geltenden) Gln. (2) und (3) gegeben, wenn darin R,, durch fy ersetzt 
wird. Wird der Nenner hierin — wegen der geringeren Genauigkeitsanspriiche — ~1 
gesetzt, so erhalt man 


(Os — Qo) = Rs — Ry + Ry B? (1? — Te)  R; — Ro (13) 

Ry Ry + (Qs — @)- (14) 
Als ein Beispiel seien die vom Trager und dem Riickseitenspiegel abhangigen GréBen 
fiir eine Al-Verspiegelung auf 1mm dicken Herasil-Plattchen fiir 2 = 300 my. an- 
gegeben: m7p= 1,487, Ry = 3,8%, €=0,14. Fiir Ag-Spiegel im Sichtbaren sind die 
Werte ¢ noch kleiner. 


und daraus 


4. Zur Messung der Lichtstreuung 

In dielektrischen Schichten tritt haufig eine Lichtstreuung auf, die 
die echte Absorption weit tibertreffen kann. Durch unsere MeBanord- 
nung werden sdmtliche Lichtverluste gemessen, also eine Gesamt- 
absorption ermittelt, die sich additiv aus einer echten (sog. konsump- 
tiven) Absorption und einer Lichtstreuung (konservative Absorption) 
zusammensetzen kann. Um nun die Lichtstreuung auch getrennt von 
der Absorption erfassen zu kénnen, wird die MeBanordnung Fig. 2 etwas 
abgeandert: Die Ebene der spiegelnden, zum Teil jedoch auch etwas 
lichtstreuenden Schicht P wird so gedreht, dafB das von H, her einfallende 
Lichtbiindel in sich zuriickreflektiert wird. In den Hohlspiegel H, und 
damit in den Multiplier W/ gelangt dann nur das in den entsprechenden 
Raumwinkel von der Probe zuriickgestreute Licht. Zum Vergleich wird 
nun die zu untersuchende Schicht gegen eine fast vollkommen diffus 
reflektierende MgO-Schicht ausgetauscht, die fiir Lichtstreuungsmessun- 
gen auch im UV haufig als Vergleichsnormal benutzt wird. Das Ver- 
haltnis der beiden Lichtintensitaten liefert dann ein MaB fiir die Licht- 
streuung in der Schichtprobe, das allerdings wegen der unbekannten 
Richtungsabhangigkeit nicht quantitativ die Gesamtstreuung darstellt. 


5. Herstellung der Schichten und Bestimmung ihrer Dicke 


Als Schichttrager wurden beiderseits polierte, 1mm dicke Objekt- 
trager aus Quarzglas (Herasil 1) benutzt, auf deren eine Seite eine 
praktisch lichtundurchlassige Al-Schicht im Vakuum aufgedampft wurde. 
Zur Erlangung hinreichend gleichmaBiger Metallspiegel erwies sich eine 
duBerst griindliche Reinigung der Trageroberflache als notig. Es wurde 
deshalb das von HoLtLtanp? angegebene Verfahren der Dampfentfettung 
(Reinigung durch Dampf siedenden Isopropylalkohols) angewandt, das 
zu sehr gleichmaBigen Al-Spiegeln fiihrte. 


3 HOLLAND, L.: Vacuum Deposition of Thin Films. London 1956. 
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Bei einem derart vorbereiteten Trager wurde nun die andere Seite 


etwa 10mm breit abgedeckt und mit der zu untersuchenden dielektri- | 
schen Schicht bedampft. Durch Reflexionsmessungen an einem gleich- fj 


zeitig bedampften Testglas ohne Riickseitenspiegel wurde wahrend der 


Aufdampfung die Schichtdicke kontrolliert ; die Aufdampfgeschwindig- | | 
keit konnte somit durch entsprechende Heizung der Verdampfungs- | 
tiegel ziemlich konstant gehalten werden. Die Tiegel, aus Wolfram- oder | 


auch Platinblech, wurden direkt geheizt ; die Schichttrager befanden sich 
24cm dariiber. Vor der Aufdampfung wurden die Tiegel mit Substanz 
im Vakuum griindlich ausgeheizt, wobei mit einer Blende der Tiegel und 
mit einer zweiten der Trager abgedeckt war. Der Restgasdruck wahrend 
der Aufdampfung wurde mit einem Jonisationsmanometer gemessen. 
Zur Untersuchung gelangten Substanzen gréBtmdglichen Reinheits- 
grades (iiber Verunreinigungen s. unten). 

Die zur Berechnung der Absorptionskonstanten « oder k ndtige 
Schichtdicke d wurde nach dem Tolansky-Verfahren bestimmt*; und 
zwar an einer Schicht, die gleichzeitig und gleichartig mit der zu unter- 
suchenden auf eine Glasplatte aufgedampft wurde. 

Der teilweise mit der dielektrischen Schicht bedeckte Glastrager wird mit 
einer metallischen Spiegelschicht zusatzlich bedampft. In dem Luftkeil zwischen 
dem so praparierten Trager und einem ebenen, teildurchlassigen Vergleichsspiegel 
werden Interferenzen gleicher Dicke erzeugt, und aus der Streifenverschiebung an 
der Grenze zwischen beschichtetem und schichtfreiem Trager wird auf die Dicke der 
zu untersuchenden Schicht geschlossen. Bei hohem Keflexionsvermégen der 


Spiegel wird eine groBe Scharfe der Mehrstrahlinterferenzen und damit eine hohe 
Genauigkeit der Dickenbestimmung erreicht. 


6. Ergebnisse der Absorptionsmessungen 


Die zu erwartende hohe Genauigkeit des neuen Verfahrens der 
Absorptionsbestimmung bestatigte sich auch experimentell, wie man 
z.B. aus der geringen Streuung der MeBpunkte in Fig. 3 erkennt. Unter 
giinstigen Bedingungen laBt sich eine Genauigkeit von +0,1% bis 
+ 0,05 % fiir A, erreichen. Fiir gréBere Absorptionen (z.B. A, =2% und 
groBer) ist allerdings haufig die Absorption innerhalb der Schicht von 
Ort zu Ort etwas verschieden, so daB hier die hohe MeBgenauigkeit gar 
nicht mehr ausgenutzt werden kann. 

Wir wollen nun die Ergebnisse unserer Absorptionsmessungen an 
dielektrischen Aufdampfschichten aus verschiedenen Substanzen unter 
folgenden Gesichtspunkten zusammenfassend darstellen *: 

1. Aufdampfbedingungen: Aufdampfgeschwindigkeit, Restgasdruck, 
Reinheit der Ausgangssubstanz, Tiegelmaterial. 


2. Grobe und Wellenlangenabhangigkeit der gemessenen Absorption. 


x Ausfiihrlichere Darstellung siehe 2. 
* ToLansky, S.: Multiple-Beam Interferometry. Oxford 1948. 
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3. Die Schichtdickenabhangigkeit der Absorption. Hierbei wollen 
wir das Verhalten, das einer echten Absorption entspricht (d.h. Absorp- 
tionskoeffizient « unabhangig von d), als , normal‘ bezeichnen. 


4. Die Reproduzierbarkeit der Absorption bei gleich dicken Schich- 
ten, die unter so weit wie méglich gleichen Bedingungen hergestellt 
wurden. 


5. Der EinfluB von Aufdampfgeschwindigkeit und Restgasdruck auf 
die Absorption der Schichten. 


6. Der EinfluB der Alterung auf die Absorption. 
7. Die Lichtstreuung. 
8. Uber die Ursache der gemessencn Absorption. 


9. Bemerkungen. 
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Fig. 3au. b. Absorption A, und Absorptionskoeffizient % in Kry slith-Aufdampfschichten verschiedener Dicke @ 
Ais Funktion der Wellenlinge 4 bzw. der Wellenzahl » = 1/A. (Schichten Nr. 1, 2, 3 aus W-Tiegel, Nr. 4, 5 aus 
Pt-Tiegel aufgedampft) 
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Kyryolith-Schichten 
1. Ausgangssubstanz: ,,Kryolith fiir optische Zwecke” Na,AlF,; Verunreini- 
gungen nach Angabe des Herstellers (Riedel-de Haén) hochstens: Schwermetalle | 


(Pb) 0,002%, Fe 0,001%, Cu 0,0005%, Mn 0,0005%. Aufdampfgeschwindigkeit ff 


Vy 


500 + 70¢ A/min. Restgasdruck wahrend der Aufdampfung 2 ~ 5° On? Wore 
Verdampfung aus Wolfram-Tiegeln. 


2. Wellenlangenabhangigkeit des Absorptionsvermégens (Fig. 3a): Im sicht- i | 


baren Spektralbereich ist nur eine sehr geringe Absorption vorhanden, die im wesent- 


lichen unterhalb der MeBgenauigkeit von 0,1% liegt; im UV zunachst langsamer und ff 


fiir 2< 300 my, starker Anstieg. In samtlichen an Kryolithschichten gemessenen 
Absorptionskurven (auch bei den hier nicht angefiihrten) ergibt sich etwa bei 
A= 270 my. ein deutlicher Absatz, der als Uberlagerung einer gleichmaBig anstei- 
genden mit einer selektiven Absorption gedeutet werden kann. 


% A 
a= A 
¢ nach tag 4 / 7 
Q 
a a » YMonoten jt a 
As 2 » 7» » ; B® es 
yi ne lod 
Ye 
Kon 
ya ee & a 
lo ‘a 
0 [EV a eigenen l ! ! | ! 
600 500 40 30 ZH0 MAL 


A 
Fig. 4. Der Einflu®8 der Alterung auf die Absorption von Kryolith-Schichten (Schicht Nr. 2; d=0,616 yw) 


.3 Berechnet man mit Hilfe der Schichtdicke d nach (11) fir jeden MeBpunkt 
den Absorptionskoeffizienten «, so erhalt man naherungsweise eine gemeinsame 
Kurve (Fig. 3b). Die Schichtdickenabhangigkeit der Absorption ist also ,,nor- 
mal‘. 

4. Wie die Untersuchung weiterer Kryolithschichten zeigte, ist die Reproduzier- 
barkeit der Absorptionskurven relativ gut. 


5. Der Restgasdruck hat keinen wesentlichen EinfluB; eine Steigerung der 
Aufdampfgeschwindigkeit um den Faktor 10 fiihrte zu einer héheren Absorption 
(Faktor 1,5 bis 2). 


6. Ein Beispiel fiir den Anstieg der Absorption infolge Alterung zeigt Fig. 4. 
Der Unterschied der Absorption 1 Std und 1 Tag nach der Aufdampfung betragt 
im allgemeinen 10 = 30%. Innerhalb des ersten Monats steigt dann die Absorption 
weiter um etwa 30 + 50% an, wahrend dann die weitere Steigerung in den darauf- 
folgenden Monaten nur noch gering ist (etwa 10%). 


7. Eine Lichtstreuung ist bis auf Ausnahmefalle in den Kryolithschichten nicht 
nachweisbar. 


§. Die Ursache der gemessenen Absorption diirfte im wesentlichen in einer echten 
Absorption liegen, die durch Verunreinigungen der Kryolithschicht bedingt ist, 
und zwar durch ebenfalls verdampfte Reaktionsprodukte des Kryolithes mit dem 
Wolfram-Tiegel. 
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Zu diesem Schlu8 gelangten wir auf Grund der Absorptionsmessungen an 
Schichten, bei denen das Kryolith nicht aus Wolfram-, sondern aus Platin-Tiegeln, 
sonst aber unter soweit wie méglich gleichen Bedingungen wie oben verdampft 
wurde (Fig. 3b). Die Absorption ist in diesem Fall au@erordentlich gering und um 
etwa einen Faktor 20 kleiner als bei den aus W-Tiegeln aufgedampften Schichten. 
Der groBe EinfluB des Tiegelmaterials mu auf der Verdampfung von Reaktions- 
produkten zwischen Kryolith und Wolfram beruhen, denn eine Verdampfung des 
Tiegelmaterials selbst lieB sich bei den hier benutzten Tiegeltemperaturen durch 
Absorptionsmessungen nicht nachweisen. 

In Ubereinstimmung hiermit steht die Beobachtung, da Kryolith — wie viele 
Alkali- und Erdalkali-Fluoride — die Tiegel aus W-Blech chemisch angreift und 
dadurch der nach einer Aufdampfung zuriickgebliebene Rest des Verdampfungs- 
gutes sich mehr oder weniger stark grau farbt. Im Pt-Tiegel bleibt dagegen nur 
ein rein weiBer, unverdampfbarer Rest zuriick. 


Magnesiumfluorid-Schichten 


1. Ausgangssubstanz: ,,MgF, fiir optische Zwecke‘’ (von Riedel-de Haén). 
Verunreinigungen héchstens: Schwermetalle (Pb) 0,002%, Fe 0,001%, Cu 0,0005%, 
Mn 0,0005%. Aufdampfgeschwindigkeit 700 -> 1000 A/min; Restgasdruck 3 + 5 - 
10-° Torr; Wolfram-Tiegel. 

2. Die Absorption der MgF,-Schichten ist etwas kleiner als die der aus W-Tie- 
geln aufgedampften Kryolithschichten und steigt auch nicht so steil nach dem 
Kurzwelligen hin an (Fig. 5). 
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Fig. 5. Der Absorptionskoeffizient « fiir MgF,-Schichten verschiedener Dicke @ 


3. Die Schichtdickenabhangigkeit ist nur in ganz grober Naherung ,,normal". 

4. Sehr schlechte Reproduzierbarkeit der Absorptionskurven. 

5. Es wurde sowohl bei einer sehr langsam als auch bei einer sehr schnell aut- 
gedampften Schicht eine deutlich héhere Absorption gefunden. 

6. Die Alterung bedingt nur eine geringe Zunahme der Absorption (fiir dickere 
Schichten kaum nachweisbar; fiir die diinne Schicht Nr. 3 Zunahme um 10 + 30% 
gegeniiber der Messung 2 Std nach der Aufdampfung). 

7. Keine Lichtstreuung nachweisbar. 

8. Die Ursache der Absorption in den MgF,-Schichten dirfte — ahnlich wie 
bei den oben erwahnten Kryolithschichten — in Verunreinigungen liegen, die aus 
einer Reaktion des Magnesiumfluorides mit dem Wolfram des Tiegels stammen. 

Wegen der hohen Verdampfungstemperatur des MgF, konnen hier keine Pt- 
Tiegel verwendet werden. Durch folgenden Versuch wird jedoch die obige Annahme 
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| 
bestaitigt: Es wurde der W-Tiegel mit einer groBeren MgF’,-Menge beladen, dann, | 
nacheinander drei Schichten (Nr. 4; 5; 6) unter méglichst gleichen Bedingungen 
aufgedampft und die Absorption gemessen (Fig. 6). Die zuerst aufgedampite 
Schicht zeigt eine geringe Absorption, die zweite schon eine deutlich hdhere und| 
schlieBlich die zuletzt aufgedampfte eine starke Absorption. Die Reaktionspro-| 
dukte zwischen W und MgF,, die vermutlich die Absorption bedingen, sind ent-@ 
weder schwerer fliichtig als MgF, oder bilden sich erst besonders stark, wenn der § 


Tiegel héher geheizt wird, wie bei den letzten Aufdampfungen dieser Versuchsreihe®. | 
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Fig. 6. Die Absorption in nacheinander aufgedampften MgF,-Schichten, (Dicke der Schicht Nr. 4: 0,209 uy; 
Nr. 5: 0,224 p; Nr. 6: 0,230 tx) 


Natriumfluorid-Schichten 


1. Ausgangssubstanz: Natriumfluorid p.a. (von Riedel- de Haén); Verunreini- 
gungen héchstens: Schwermetalle (Pb) 0,001%, Fe 0,001%. Aufdampfgeschwin- 
digkeit 250 + 350 A/min; Restgasdruck 2+6-10-° Torr; Pt-Tiegel. 

2. Die Nak-Schichten zeigen eine relativ hohe Absorption, die bis in das sicht- 
bare Gebiet hineinreicht und im UV ansteigt (Fig. 7). 


3. Die Schichtdickenabhangigkeit ist v6llig abnorm: Wie Fig. 7 zeigt, besitzen 
die dickeren Schichten um ein Vielfaches gréBere Absorptionskonstanten als die 
diinnen. 


4. Messungen an weiteren NaF-Schichten zeigten eine recht gute Reproduzier- 
barkeit der Absorptionskurven. 


5. Eine héhere Aufdampfgeschwindigkeit ergab keinen wesentlichen Einflu8 
auf die Absorption. 


6. Durch Alterung ergab sich eine deutliche Zunahme der Absorption (etwa 
30%), wobei der iiberwiegende Anteil innerhalb des ersten Tages erfolgte. — Diin- 
nere Schichten zeigten einen geringeren Alterungseinfluf. 


* Auf Grund dieser Vorstellung 1laBt sich auch die schlechte Reproduzierbarkeit 
in Fig. 5 deuten: Zur Aufdampfung der Schicht Nr. 3 wurde frische Substanz in 
den W-Tiegel gefiillt und daher eine geringe Absorption erhalten. Fiir Schicht Nr.2 
wurde dagegen die alte Substanz weitgehend verdampft (hohe Absorption). Fiir 
Schicht Nr. 1 wurde zwar neue Substanz verwendet, diese jedoch wegen der Dicke 


der Schicht weitgehend verdampft und daher ebenfalls eine ziemlich hohe Absorp- 
tion erhalten. 
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We Die Lichtstreuung ist zum Teil sehr erheblich und auch visuell zu erkennen. 
Sie entspricht in ihrer Wellenlangen- und Schichtdickenabhangigkeit weitgehend 
der gemessenen Gesamtabsorption. 


8. Die Absorption in den NaF-Schichten diirfte zum weit uberwiegenden Anteil 
auf Lichtstreuung beruhen. 


9. Bemerkung: Interferenzeffekte in den Absorptionskurven. Die Absorptions- 
kurven « (1/4) (z.B. Fig. 7) zeigen insbesondere fiir dicke NaF-Schichten systemati- 
sche Abweichungen von einem glatten Verlauf und scheinen durch Uberlagerung 
einer monoton ansteigenden und einer periodisch veranderlichen Kurve entstanden 
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Fig. 7. Der Absorptionskoeffizient « fiir NaF-Schichten verschiedener Dicke d 


zu sein. Die Periode entspricht hierbei genau der Periode der Reflexions- bzw. 
Durchlassigkeitskurve R (1/A) bzw. D (1/4). Diese Erscheinung ist auf Grund der 
Theorie einer homogenen, schwachabsorbierenden Einfachschicht nicht zu ver- 
stehen. 


Eine Deutung at sich jedoch geben, wenn man annimmt, daB die Absorption 
oder auch die Lichtstreuung nicht innerhalb der ganzen Schicht gleichmaBig, son- 
dern im wesentlichen nur innerhalb einer sehr diinnen Deckschicht an der Grenze 
Schicht/Luft stattfindet. Dieses Doppelschichtsystem entspricht dann namlich 
bis zum gewissen Grade den Reflexions-Interferenzfiltern vom Hadley-Dennison- 
Typ®: Vor einer spiegelnden Flache, vor der sich bekanntlich eine stehende Welle 
ausbildet, befindet sich im Abstand d eine sehr diinne, absorbierende Schicht. Ein- 
fallendes Licht mit der Wellenlange A, wird sehr stark geschwacht, wenn gilt 
d=(2k+ 1). A,/4 (k = ganze Zahl) — d.h. also, wenn die Absorptionsschicht gerade 
in einem Schwingungsbauch liegt; dagegen erfahrt Licht mit einer Wellenlange 
A, (d=k- A,/2) fast iiberhaupt keine Schwachung. Die Absorption als Funktion 
von 1/A wird also starke periodische Schwankungen aufweisen. 


Im Falle des Doppelschichtmodelles fiir die NaF-Schichten wird die Spiegel- 
flache gebildet durch die Grenzflache Schicht/Glas und die sehr diinne absorbierende 
Schicht durch die relativ stark lichtstreuende Grenzflache Schicht/Luft. Eine 
iberschlagmaige Betrachtung des Modells? liefert die richtige GroBenordnung der 
Periodizitat der Absorptionskurve «(1/A), wie sie im Versuch beobachtet wurde. 


5 Hapiey, L.N., u. D.M. Dennison: J. Opt. Soc. Amer. 37, 451 (1947). 
Z. Physik. Bd. 156 4 
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Paraffin-Schichten 


1. Ausgangssubstanz: Paraffin Schmelzpunkt 68 bis 72°C von E. Merck. | 
Aufdampfgeschwindigkeit 500 = 800 A/min; Verdampfungstemperatur etwa 75° C;} 
Restgasdruck 5 + 8-107 Torr; Tiegel aus Nickelblech. 


| 

2. Wie die Fig. 8 zeigt, ergibt sich eine erhebliche Absorption im ganzen Speer | 
tralbereich, die im UV zunachst langsam und fiir A< 250 my. steiler ansteigt. 
(Dieser steilere Anstieg beruht vermutlich auf einer dort einsetzenden echten Ab-} 
sorption). 


3. Die Schichtdickenabhangigkeit zeigt nur im ferneren UV A< 250 mu ein | 
annahernd normales Verhalten. Im Bereich 4 > 250 my, besitzen im allgemeinen | 
die diinnen Schichten kleinere Absorptionskonstanten (Kurve J, Fig. 8) als die 
mittleren und dicken Schichten (Kurve //). 
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Fig. 8. Der Absorptionskoeffizient « fiir Paraffinschichten verschiedener Dicke d 


4. Die Reproduzierbarkeit der Absorptionskurven fiir verschiedene, gleich- 
artige Paraffinschichten ist fiir A< 250 my, ganz gut, fiir J > 250 my. dagegen recht 
gering. 


5. Der Einflu8 von Aufdampfgeschwindigkeit und Restgasdruck wurde nicht 
untersucht. 


6. Bei der Alterung ergibt sich bei dickeren Schichten ein starker Anstieg der 
Absorption (fast um einen Faktor 2) mit dem Hauptanteil in den ersten Stunden 
nach der Aufdampfung. Bei diinnen Schichten ergibt sich dagegen nur eine relativ 
geringe Anderung. 


7. Die sehr erhebliche Lichtstreuung entspricht in ihrer Wellenlangen- und 
Schichtdickenabhangigkeit wieder im wesentlichen der gemessenen Absorption, 
ausgenommen im ferneren UV, wo die Streukurven keinen ungewohnlich groBen 
Anstieg zeigen. 


8. Die gemessene Gesamtabsorption beruht im wesentlichen auf Lichtstreuung; 
nur im ferneren UV A< 250 mu scheint ein erheblicher Anteil durch echte Absorp- | 
tion bedingt zu sein. 


9. Eine genauere Betrachtung der gemessenen Absorptionskurven « (4/A) zeigt 
wieder Interferenzeffekte, die darauf hinweisen, da die Lichtstreuung auch hier | 
vor allem in der Nahe oder innerhalb der Grenzflache Schicht/Luft stattfindet. | 
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Zinksulfid-Schichten 


1. Ausgangssubstanz: ,,ZnS fiir optische Zwecke“ von Riedel- de Haén, Ver- 
unreinigungen hdchstens: Schwermetalle (Pb) 0,0005%, Fe 0,0001%; Aufdampf- 
geschwindigkeit 100 + 150 A/min; Restgasdruck 2+ 4-10-5 Torr; im allgemeinen 
Pt-Tiegel, jedoch bei Schicht Nr. 3; 4 W-Tiegel verwendet. 


2. Die Absorption in den 


ZnS-Aufdampfschichten (Fig. 9 % 

und 10) ist im Sichtbaren gering ¢}—- ¢ Net | 
und steigt in allen Fallen fiir bay. 8 
A< 400 my sehr steil an. Betrach- ; d=O24 

tet man die Absorptionen fiir die A P M3 

einzelnen Schichten im Gebiet > Mt 

schwacher Absorption, so erkennt As < 
man, daf sie im allgemeinen fiir jede i 

einzelne Schicht mit zunehmender 2 
Wellenlange gegen einen konstan- TK aS ee 
tenGrenzwert zu gehen scheint. Die- » te 

ser soll hier als Restabsorption be- ee aa - 
zeichnet werden. Sie schwankt von al 700 me 500 Tal 40 
Schicht zu Schicht zwischen 0 und A 

0,3 %- Die Schichten mit relativ Fig. 9. Die Absorption von ZnS-Schichten (Hersteliungs- 
hoher Restabsorption zeigten tibri- bedingungen méglichst gleichartig; Schichtdicke 
gens eine sehr schwache Licht- d = 0,240 + 0,008 ws) 

streuung. 


3. Die Schichtdickenabhangigkeit ist im Bereich starker Absorption in erster 
Naherung normal, im Gebiet schwacher Absorption durch die vermutlich auf Licht- 
streuung beruhende Restabsorption gestort. Zieht man nun diese von der gemesse- 


nen Gesamtabsorption ab, so 
erhalt man in erster Naherung 
: i ips o NAS 
eine gemeinsame Kurve «(A) ; y 
fiir die verschiedenen Schich- 0 SES en i 
ten (Fig. 11). Als Erganzung gk 2 M7 { 
wurden auch die an einer sehr > M8 
dicken Schicht (d= 8,4 w) die 
(ohne Riickspiegel direkt ge- As 2) 
messenen) Absorptionswerte Pe 
eingetragen, die wesentlich ve 
2 : ae : vA 
tiefer liegen als die fiir die x 
e: ; : A 
diinnen Schichten. Noch wei- ipl: gf 
tere 1 bis 2 Zehnerpotenzen USS, pel ‘ee NE 
ae. ; 700 G0 10 100 TAL 
tiefer liegen die Werte der Ab- L 
po prionskonstanten, Gers Fig. 10. Die Absorption von ZnS-Schichten (d = 0,067 + 0,003 2). 
Czyzak u. Mitarb.® an makro- Nr. 7 bei hohem Restgasdruck (5 - 10-4 Torr), Nr. 8 mit geringer 
skopischen ZnS-Einkristallen Aufdampfgeschwindigkeit (20 A/min) hergestellt 


gemessen haben. 

4. Wie auch aus den Fig. 9 und 10 hervorgeht, ergab sich eine schlechte Repro- 
duzierbarkeit der Absorptionskurven fiir ZnS-Schichten und zwar sowohl im Bereich 
der starkeren (echten) Absorption, wie auch im Bereich der Restabsorption. 


6 Czyzak, S.J., D.C. REYNoLps, R.C. ALLEN u. C.C. REYNOLDS: JOpEasoc. 


Amer. 44, 864 (1954). 
4* 
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§. Ein EinfluB von Aufdampfgeschwindigkeit und Restgasdruck sowie des 
Tiegelmaterials (Pt oder W) konnte innerhalb der durch die schlechte Reproduzier- 
barkeit bedingten Grenzen nicht nachgewiesen werden. | 
6. Der AlterungseinfluB auf die Absorption ist bei allen ZnS-Schichten at | 
gering; 0,1 bis 0,2°% hdhere Absorptionen wurden nach einem Tag und nach drei, | 
Wochen gemessen gegeniiber den Werten 2 Std nach der Aufdampfung. 


7. Nur Schichten mit hoherf 


em Restabsorption zeigten eine gewisse) 
10000 \- be kleine Lichtstreuung. 
ze) | 
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e ° : | 
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Fig. 11. Der Absorptionskoeffizient « fiir ZnS-Schichten 0,002%, Fe 0,0015%, Cu 0,001 % 
verschiedener Dicke d (abziiglich der vermutlich auf Aufdampfgeschwindigkeit etwa 


Streuung beruhenden Restabsorption) 


100 A/min; Restgasdruck 3 +5 X 
10-5 Torr; Pt-Tiegel*. 

2. Die Absorption der Antimontrioxyd-Schichten (Fig. 12) zeigt einen ziemlich 
steilen Anstieg fiir 2< 300 mu. Im Bereich 4 > 300 my. verhalten sich verschieden 
dicke Schichten stark verschieden. 

3. Die Schichtdickenabhangigkeit ist véllig abnorm: Dickere Schichten be- 
sitzen im Gebiet 4 > 300 my bis zu 10mal gréBere , Absorptionskonstanten als 


diinne Schichten. Fiir A< 300 my normalisiert sich jedoch das Absorptionsverhal- 
ten. 
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Fig. 12. Der Absorptionskoeffizient « fiir Sb,O,-Schichten verschiedener Dicke d 


4. Die Reproduzierbarkeit der Absorptionskurven gemessen an verschiedenen 
Schichten gleicher Dicke ist recht gut. 


5. Aufdampfgeschwindigkeit und Restgasdruck haben keinen nachweisbaren 
Einflug. 


6. Die Veranderung der Absorption durch Alterung ist bei Sb,O3-Schichten 
sehr gering und kaum nachweisbar. 


7. Die starke Lichtstreuung entspricht auBerhalb des Gebietes der echten Ab- 
sorption (also A> 300 my) weitgehend der gemessenen Gesamtabsorption. 


* Bei einer Aufdampfung aus W-Tiegeln zersetzt sich das Sb,O, und bildet stark 
absorbierende, grau-braune Schichten. 
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8. Die Absorption bis etwa 4 = 300 my. beruht im wesentlichen auf Lichtstreu- 


ung. Jenseits dieser Grenze macht sich mehr und mehr die echte Absorption des 
Sb,O, bemerkbar. 


9. Auch hier ergeben sich (allerdings nur geringe) Interferenzeffekte in den 
Absorptionskurven « (A). 


7. Zusammenfassung der MeBergebnisse 
und Vergleich mit der Literatur 


Um eine Ubersicht und einen Vergleich zu erméglichen, ist in Fig. 13 
der Absorptionsindex k =A«/4z als Funktion der Wellenzahl y bzw. der 


Na; Als (W Tegel) 
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Fig. 13a u. b. Der Absorptionsindex & fiir Schichten aus den verschiedenen, untersuchten Substanzen. 
Zusammenfassende Darstellung. (Ausgezogen bzw. gestrichelt sind Bereiche, in denen die echte Absorption 
bzw. die Lichtstreuung tiberwiegt) 


Wellenlange 4 fiir Schichten aus den verschiedenen untersuchten Sub- 
stanzen aufgezeichnet (iiber verschiedene Schichten gemittelte Kurven). 
Bei reflexionserhdhenden Substanzen wurde aus Griinden der Uber- 
sichtlichkeit fiir k ein logarithmischer MaBstab gewahlt. Die gestrichel- 
ten Kurven kennzeichnen Bereiche, in denen die Lichtstreuung tiber- 
wiegen diirfte. Fiir ZnS wurde die echte Absorption eingezeichnet und 
gestrichelt die obere und untere Grenze der gemessenen Gesamtabsorp- 
tion (einschlieBlich der sog. Restabsorption). Fiir Sb,O, wurde die 
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Absorption einer sehr diinnen Schicht (d = 0,067 ») angegeben, da diese | 
die echte Absorption noch am besten erkennen laBt. Fiir NaF konnen | 
wir hier keine Angaben machen, da dessen Absorption zu stark von der | 
Schichtdicke abhangt (s. Fig. 7). 


Begiinstigt durch die Empfindlichkeit der Methode, wurden | 
Spektralbereiche geringer Absorption an diinnen Schichten erfaBt, | 
wahrend sich andere Autoren entweder auf Bereiche starkerer Absorption | 
oder dickere Schichten beschranken. Ein direkter Vergleich mit den 
Literaturwerten ist daher nur bedingt méglich. Sofern die Substanzen — 
von anderer Seite iiberhaupt untersucht wurden, ergibt ein Vergleich — 
folgendes: 

Kyryolith. Der von G1acomo’? fiir sichtbares Licht abgeschatzte Wert von k 
liegt um etwa einen Faktor 10 hoher als der von uns gemessene (was méglicherweise 
durch die Verwendung sehr dicker Schichten mit gréBerer Lichtstreuung bedingt 
ist). 

Magnesiumfluovid. Die Ergebnisse von Hatt® an frisch aufgedampften MgF,- 
Schichten im UV entsprechen innerhalb ihres relativ groBen MeBfehlers den eigenen 


Messungen. Im Gegensatz zu uns beobachtete er jedoch einen starken Alterungs- 
einflu8. (Die Absorption stieg auf das Doppelte und mehr). — 


Nach Messungen von Morita® ist die Absorption fiir A = 350 bis 600 my. sicher 
kleiner als 0,5% fiir (auf kalte Trager aufgedampfte) MgF,-Schichten mit einer 
Dicke d=0,5 +1 wu und damit k< 5-104, was mit unseren Messungen iiberein- 
stimmt. 


Zinksulfid. Fiir das sichtbare (A 2600 my) und das ultrarote Spektralgebiet 
geben Hatz und Fercuson!® einen Absorptionsindex von etwa k = 0,001 mit einem 
Fehler von pt an, was der von uns beobachteten sog. Restabsorption ent- 
spricht. Die Messungen von Harr" im nahen UV (A< 380 my) schlieBen gut an 
unsere MeSBreihen (Fig. 11) im Bereich starkerer Absorption an. In gleicher Weise 
schleBen die MeBwerte von CooGan” im UV an; die von ihm gefundene Rest- 
absorption liegt jedoch um etwa einen Faktor 10 héher. (Auch CooGan wies auf 
die schlechte Reproduzierbarkeit der Absorptionskurven von ZnS-Schichten in 
diesem Spektralbereich hin). Der von Giacomo’ abgeschatzte Wert des Absorp- 
tionsindexes k = 0,0004 bis 0,001 fiir sichtbares Licht entspricht wieder unseren 
Ergebnissen. Die Messungen von KuwaBara und Isicuro!’ im Gebiet 2 = 400 + 
600 mu ergeben dagegen etwa 5 bis 10mal héhere Werte, besitzen jedoch eine 
geringere Genauigkeit. 


Zum Schlu8 méchten wir der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die finan- 
zielle Unterstiitzung unseren besonderen Dank aussprechen. Auch der Zuwendung 
von ERP-Sachmitteln verdanken wir wesentliche Férderung unserer Arbeiten. 

7 Gracomo, P.: Rev. d’Opt. 35, 317 (1956). 

8 Harr, J.¥.: J. Opt. Soc. Amer. 47, 662 (1957). 

® Morita, N.: J. Phys. Soc. Japan 11, 975 (1956). 

10 Harr, J.F., u. W.F.C. Fercuson: J. Opt. Soc. Amer. 45, 714 (1955). 

1 Hari, J.F.: J. Opt. Soc. Amer. 46, 1013 (1956). 

2 Coocan, C.K.: Proc. Phys. Soc. Lond. B 70, 845 (1957). 

8 Kuwapara, G., u. K. Istcuro: J. Phys. Soc. Japan 7, 72 (1952). 
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Uber wandstabilisierte Xenon-Hochdruck- 
Langbogenentladungen niedrigen Druckes 
und geringer thermischer Wandbelastung 
Von 
H. SCHIRMER 
Mit 4 Figuren im Text 
(Eingegangen am 10. April 1959) 


Es werden die physikalischen Grundlagen wandstabilisierter Xenon-Hochdruck- 
Langbogenentladungen niedrigen Druckes und geringer thermischer Wandbela- 
stung, die auch bei héchster Leistungsaufnahme keinerlei kiinstliche Kihlung be- 
notigen, beschrieben. Diese Entladungen kénnen als Lichtquellen hoher Farb- 
temperatur verwendet werden. Ihre Lichtausbeute in Abhangigkeit vom Strom 
und die Energiebilanz werden unter Zugrundelegung zulassiger thermischer Wand- 
belastung diagrammaBig dargestellt. 


1. Einleitung 

Die Zustandsdaten wandstabilisierter Xenon-Hochdruck-Langbogen- 
entladungen kénnen mittels der Theorie der Transporterscheinungen auf 
der Grundlage der Boltzmann-Gleichung durch zahlreiche Integrationen 
der Elenbaas-Hellerschen Differentialgleichung vollstandig theoretisch 
bestimmt werden. Da die Transportkoeffizienten fiir alle interessierenden 
Drucke und Temperaturen ermittelbar sind und auch die Lichtausbeute 
rechnerisch beherrscht wird, ist es mdglich, den EinfluB der Anderung 
der Parameter Druck, Gradient, Stromdichte, Rohrradius und Elektroden- 
abstand hinsichtlich der Lichtausbeute zu untersuchen und Entladungen 
anzugeben, die markante Eigenschaften zeigen. 

Die wandstabilisierten Xenon-Hochdruckentladungen niedrigen Druk- 
kes und geringer thermischer Wandbelastung, jedoch ausreichender 
Lichtausbeute, sind durch theoretische Untersuchungen dieser Art ent- 
deckt worden; sie sind bis jetzt noch nicht beschrieben worden, da stets 
hoher Druck als notwendig zur Erzielung ausreichender Lichtausbeute 
angesehen worden ist. 

Diese Entladungen haben den Vorzug, neben ihrer geringen thermi- 
schen Belastung wegen ihres niedrigen Druckes weiterhin eine nur ge- 
ringe mechanische Belastung des einschlieBenden Quarzrohres autzu- 
weisen, so daB einerseits kiinstliche Kithlung des umgebenden Quarz- 
rohres nicht notwendig ist, andererseits der GréBe des Quarzrohres und 
Jamit der Leistungsaufnahme dieser Entladungen prinzipiell keinerlei 
ybere Grenze gesetzt ist. Gleichzeitig ist trotz des niedrigen Druckes 


| 
| 
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thermisches Gleichgewicht noch in so guter Naherung vorhanden, dafi 
diese Entladungen als ,,Hochdruckentladungen“ anzusprechen sindjf 
wie sich nachweisen laBt. Von entscheidender Bedeutung ist, daB dief 
Lichtausbeute dieser Entladungen mit der Stromstarke stark variiert] 
und schlieBlich ausreichende Werte annimmt, wenn nur gentigend hohe} 
Stréme zur Verfiigung stehen. | 


Entladungen dieser Art k6nnen mithin als wandstabilisierte Xenon-Hochdruck- 
Langbogenlampen hoher Leistungsaufnahme (ohne kiinstliche Kihlung) Verwen- 
dung finden, wenn die zwangslaufig auftretenden zahlreichen Sehwicne easy 
experimenteller und technologischer Art beherrscht werden. 


2. Die Zustandsdaten einer Hochdruckentladung 


Die Theorie der Transporterscheinungen lat den bedeutungsvollen 
Satz erkennen: Die elektrische Leitfahigkeit und die Warmeleitfahigkeit] 
eines nicht vollstandig ionisierten Xenon-Hochdruckplasmas nehmenjf 
(bei gleichbleibender Temperatur) mit abnehmendem Druck zu, mit zu-ff 
nehmendem Druck ab*. | 

Dieser Satz ist von Wichtigkeit fiir die hier betrachteten wand- 
stabilisierten Xenon-Hochdruckentladungen geringer thermischer Wand- 
belastung, deren Ionisierungsgrad, wie die Rechnung zeigt, bei1 % liegt ; die 
Plasmen dieser Entladungen sind also weitgehend unvollstandig ionisiert. 

Die Zunahme der Leitfahigkeiten mit fallendem Druck ist im wesent- 
lichen dadurch bedingt, daB in den Ausdriicken fiir die elektrische Leit- 
fahigkeit, die Elektronenwarmeleitfahigkeit und die Warmeleitfahigkeit 
durch ambipolare Diffusion das Verhaltnis der Zahl der Elektronen zur 
Zahl der Atome auftritt! — in Plasmen geringen Ionisierungsgrades mit- 
hin praktisch der Ionisierungsgrad —, dieser jedoch mit fallendem Druck 
gemaB der Saha-Gleichung steigt. Der EinfluB der Anderung der Quer- 
schnittswerte der Atome Q, und der Ionen Q,, exakt definiert?, kompen- 
siert die VergréBerung des n,/n, nicht, wie die Rechnung zeigt. 

Die Theorie liefert durch Integration der Elenbaas-Hellerschen 
Differentialgleichung*, ausgehend von einem vorgegebenen elektrischen | 
Gradienten G und einem vorgegebenen Radius R, der Entladung, fiir 
jeden beliebigen Druck die Temperaturverteilung T= T(r) und damit 


Stromstarke J, Stromdichte 7, = 


Leistungskonzentration 


wh 
Geol 
L¢ =o: G, elektrische Leistung pro cm L’ = J -G, Warmeleistung pro cm 
Q’, thermische Oberflachenbelastung der Gasentladung Q/O, = Q’/2a Ro. 


* Der Giiltigkeitsbereich dieses Satzes erstreckt sich fiir Xenon-Plasmen auf 
Temperaturen unterhalb 10000° K. Die Temperaturen der hier betrachteten 
Langbogenentladungen liegen mit 7000° K innerhalb dieses Bereichs. 

1 SCHIRMER, H.: Z. Physik 142, 1, 116 (1955). 

> SCHIRMER, H., u. J. FRIEDRICH: Z. Physik 151, 174, 375 (1958). 

° ScHrRMER, H., u. J. FRIEDRICH: Techn.-wiss. Abh. Osram 7, 11 (1958). 
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Die zylindrische Sdéule kann durch eine gleichférmige Saule kon- 
stanter (,,effektiver) Temperatur T,; vom Radius R,; ersetzt gedacht 
werden derart, daB die effektive Sdule dieselbe elektrische Leistungs- 
aufnahme und dieselbe Abstrahlung aufweist wie die wirkliche Siule4, 
Diese beiden Forderungen legen eindeutig 7,;; und Res fest. 

Der vorgegebene (gewiinschte) Elektrodenabstand/ bestimmt die 
Saulenspannung V=G-1/ und bei Beriicksichtigung der Elektroden- 
verluste die Gesamtspannung U der Entladung, weiterhin die gesamte 
elektrische Leistungsaufnahme L = J. V und die gesamte Warmeleistung 
Q=Q' -/ sowie die gesamte Abstrahlung S = L — Q der Siule; die mitt- 
lere Temperatur T 


2aR Itv: 
2nmRy zB [5 dy (1) 


hefert bei Beriicksichtigung der geometrischen Dimensionen des Ent- 
ladungsrohres schlieBlich den Fiilldruck #; unter Vorgabe des gewiinsch- 
ten Betriebsdruckes #. 

Weiterhin laBt sich die Differenz zwischen Elektronentemperatur TJ, 
und Gastemperatur 7, zum Zwecke der Beurteilung der Annaherung an 
das thermische Gleichgewicht berechnen!. 

Elektrische Leistungsaufnahme L und Abstrahlung S der Saule liefern 
schlieBlich den ,,Wirkungsfaktor‘’ W = L/S als MaB der Giite der Um- 
wandlung der elektrischen Leistung in Gesamtstrahlung. 


3. Die Berechnung der Lichtausbeute 
einer Xenon-Hochdruckentladung 


Die in Abschnitt 2 erwahnten elektrischen und thermischen Gr6oBen 
geniigen noch nicht zur Bewertung der Eignung einer Xenonentladung 
als Lichtquelle; es ist weiterhin die rechnerische Erfassung der Licht- 
ausbeute 7 in cd/W auf Grund der Kenntnis der oben genannten Gr6oBen 
notwendig. 

Es ist bekannt, daB die (kontinuierliche) Strahlung einer Xenon- 
entladung formal der eines schwarzen oder grauen Strahlers der (Ver- 
teilungs-)Temperatur JT, ahnlich ist®. Die Theorie von KRAMERs- 
Uns6LpD-MAECKER-PETERS® liefert einen Zusammenhang zwischen der 
Verteilungstemperatur 7) und der wahren (effektiven) Temperatur auf 
Grund der Forderung, daB die wahre Verteilungskurve durch eine 
Planck-Kurve ersetzt wird, die den frequenzabhangigen Ast der Ver- 


4 ErenBaAAs, W.: The High Pressure Mercury Vapour Discharge. Amsterdam 
1951. 

5 ScHuLz, P.: Reichsber. Physik 1, 147 (1947). 

6 MAECKER, H., u. TH. PETERS: Z. Physik 139, 448 (1954). 
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teilung nach KRAMERS-UNSOLD bei einer passend gewahlten Frequenz % | 
beriihrt und tangiert’ 8. | 

Dann ist die Lichtausbeute 7 in cd/W einer Xenon-Hochdruckentla- J 
dung offenbar erfaBbar mittels des Ausdrucks 


pee ea (2) 
am Wewler 


mit A als visuelle Ausbeute der Gesamtstrahlung eines schwarzen oder 
grauen Strahlers der (Verteilungs-)Temperatur T,% 1°, W als Wirkungs- 
faktor gemaB Abschnitt 2 und Lf als ,,Linienfaktor“, als Verhaltnis der 
Gesamtstrahlung des Xenon-Plasmas (mit Linien) zur Strahlung des 
Kontinuums allein. 

Die Anderung des Linienfaktors Lf mit der Temperatur ist aus der 
Theorie der Gasentladungen wohlbekannt. 

U/V muB moglichst nahe dem Wert 1 gewahlt werden, d.h. V muB 
groB sein gegeniiber dem Elektrodenverlust U—V; dies kann durch 
entsprechende Dimensionierung der Langbogenentladungen stets er- 


reicht werden. 7 - stellt also die Lichtausbeute der Hochdrucksdule 
dar, die sich von der der gesamten Entladung (wegen des Elektroden- 
falles) unter der obigen Voraussetzung nur wenig unterscheidet. 


4. Technik des rechnerischen Vorgehens 


Es wurden etwa 100 Integrationen der Elenbaas-Hellerschen Diffe- 
rentialgleichung ausgefiihrt, und zwar 


bei einem bestimmten Druck # 


fiir einen Gradienten G fiir mindestens drei verschiedene Radien R,; 
fiir jeden Druck # wurden mindestens drei Gradienten in dieser Form 
behandelt. 

Die Ergebnisse tiber die verschiedenen Drucke wurden dann inter- 
polatorisch ausgewertet derart, daB auf verschiedene festgehaltene ther- 
mische Wandbelastungen Q/O, bezogen die Lichtausbeute 7 als Funktion 
des Druckes p mit Ky als Parameter ermittelt wurde. Die Rechnung 
wurde so gefiihrt, da sich die interessierenden niedrigen Wandbelastun- 
gen ergaben. 


? BAvuER, A., u. P. ScHuLz: Sitzgsber. Heidelberg. Akad. Wiss. 4, 76 (1956/57). 
8 ScHIRMER, H.: Z. angew. Phys. (im Erscheinen). 
9 MeveER, A.R.: Verh. dtsch. phys. Ges. 17, 384 (1915). — Elektrotechn. Z. 37, 
142, 157, 667 (1916). 

10 Larcue, K., u. H. SCHIRMER: Z. Physik 136, 74, 87 (1953). 

1 WEIZEL, W., u. R. Rompe: Theorie elektrischer Lichtb6gen und Funken. 
Leipzig 1949. 
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Weiterhin wurden die GréBen iq, Lis LG rund. W* fir teste 
Radien ky mit Wandbelastungen Q/O, als Parameter in Abhangigkeit 
vom Druck diagrammabig erfaBt, so daB simtliche Zustandswerte inner- 
halb des interessierenden Bereichs der thermischen Wandbelastung Q/O>5 
bekannt waren. 


5. Das Ergebnis der Integration 
der Elenbaas-Hellerschen Differentialgleichung 


Jedes der Diagramme fiir eine vorgegebene Wandbelastung Q/O, 
lieB erkennen, daB auf jeden Rohrradius R, bezogen mit fallendem Druck: 

1. die Stromstarke schwach abnimmt wegen der Erhéhung der 
Warmeleitung und der damit erzwungenen Verminderung der Strom- 
dichte, um das zugelassene Q/O, nicht zu iibersteigen, 2. der Gradient 
starker abnimmt als die Stromstarke wegen der Erhéhung der elektri- 
schen Leitfahigkeit, 3. die effektive Bogentemperatur zunimmt, 4. die 


Lichtausbeute vee der Sadule tiber weite Druckbereiche nur wenig 


abnimmt und erst beim Erreichen sehr tiefer Drucke mehr oder weniger 
plotzlich steil abfallt. 

Dieser schlieBliche Abfall der Lichtausbeute setzt beigroBen Radien spa- 
ter ein (im Sinne des Uberganges zu kleinen Drucken) als bei kleinen Radien. 

Jedes der Diagramme fiir eine vorgegebene Wandbelastung Q/O, 
lieB weiterhin erkennen, daB auf jeden Betriebsdruck p bezogen mut 
steigendem Radius (steigender Stromstarke) : 

5. die Lichtausbeute 7 steigt, 6. die (effektive) Temperatur anfangs 
stark, dann langsamer ansteigt, schlieBlich praktisch konstant bleibt, 
7. der Gradient fallt. 

Die Auswertung ergab weiterhin, daB die Stromstarke mit dem elektr- 
schen Gradienten steigt, daB auch diese Entladungen eine steigende Kenn- 
linie aufweisen, mithin ohne Vorschaltwiderstand betrieben werden kénnen. 

Es zeigte sich, daB es sehr wohl méglich ist, auch bei Betriebsdrucken 
von der GréBenordnung 1 at unter der Voraussetzung geringer thermischer 
Wandbelastung eine ausreichende Lichtausbeute zu erzielen, wenn nur 
-Rohrradius R, und damit Stromstarke J geniigend groB gewahlt werden. 
Die Anwendungsméglichkeit niedriger Drucke ist bedeutsam wegen der 
Forderung groBer Radien mit Riicksicht auf die mechanische Stabilitat 
des Quarzrohres. 


6. Die Zunahme der effektiven Temperatur mit fallendem Druck 
bei gleichbleibender Wandbelastung 

Diese auf den ersten Blick iiberraschend erscheinende Tatsache der 

Erhéhung der Plasmatemperatur mit Erniedrigung des Druckes (unter 

der Voraussetzung gleichbleibender thermischer Wandbelastung) wird 

zumindest qualitativ verstandlich, wenn beachtet wird, daB das 


| 
60 H. SCHIRMER: | | 
Abstrahlungsvermoégen eines Bogens mit fallendem Druck (bei festgehal-} 
tener Temperatur) sinkt. Um mithin die aufgepragte elektrische Lei-] 
stung abzufithren, muB der Bogen bei niedrigem Druck eine hohere | 
Temperatur einstellen als bei héherem Druck, wenn nur durch ent- J 
sprechende Dimensionierung des Bogendurchmessers dafiir gesorgt wird, } 
daB nicht etwa die bei niedrigem Druck erhéhte Warmeleitung die 
Notwendigkeit der Einstellung héherer Temperatur aufhebt. Erst die] 
quantitative Berechnung zeigt, daB eine derartige Temperaturerhohung ff 
bei Xenon-Hochdruckentladungen tatsachlich eintritt, wahrend die 
einfache qualitative Uberlegung eine definitive Entscheidung nicht J 
treffen kann. Diese Entscheidung ist bedingt durch das Zusammen- | | 
wirken der jeweils atomar festgelegten Einfliisse wie Wirkungsquer- 
schnitt gegen ElektronenstoB, atomare Streuung der Elektronen, Toni- | | 
sierungsspannung des Xenonatoms und Ubergangswahrscheinlichkeit J 
im Atom. 


Das Gleichbleiben der Lichtausbeute 7 - —  tiber weite Bereiche des 


Druckes bei Druckerniedrigung — (anal saa site von entscheidender 
Bedeutung — ist nun dadurch bedingt, daB bei Erniedrigung des Druckes | 
infolge Temperaturerhohung der Linienfaktor L/ in (2) verkleinert, W 
dagegen — wegen der Erhéhung der Warmeleitung — vergroBert wird. | 
Beide Anderungen kompensieren sich weitgehend gegenseitig, so daB 


n - = liber weite Druckbereiche nahezu konstant bleibt. 


Das Prinzip, durch Erniedrigung des Druckes die Temperatur zu er- 
héhen und damit den EinfluB der ultraroten Liniengruppe zuriickzu- 
drangen, kann jedoch nicht iiberspannt werden: beim Ubergang zu 
immer tieferen Drucken sinkt die Lichtausbeute schlieBlich doch. Der 
Grund hierfiir ist darin zu suchen, da schlieBlich die Warmeleitung so 
groB, damit W so ungiinstig wird, daB eine Kompensation durch Lf 
nicht mehr méglich ist. Dieses schlieBliche Absinken der Lichtausbeute 


U : : ; : 
ee setzt jedoch um so spater ein, je gréBer die Stromstarke und 


damit der Radius der Entladung, je besser also die Warmeisolation ist. 

Die Rechnung zeigt iibrigens, da in erster Linie die Warmeleitung 
durch ambipolare Diffusion fiir das starke Anwachsen der Warmeleitung 
bei niedrigem Druck, in zweiter Linie die Elektronenwarmeleitung ver- 
antwortlich ist, wahrend die atomare Warmeleitung praktisch konstant 
bleibt. 

7. Die Xenonentladungen niedrigen Druckes 
als Hochdruckentladungen 

Die obigen Schliisse basieren wegen der Verwendung der Unséldschen 
Strahlungsgleichung® bei der Integration der Elenbaas-Hellerschen 
Differentialgleichung auf der Voraussetzung thermischen Gleichgewichts. 
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Es mu8 mithin noch das Vorhandensein thermischen Gleichgewichts 
nachgewiesen werden, zumal die Edelgasatome gegeniiber Elektronen- 
stoB im Sinne des Ramsauer-Effektes nur kleine Wirkungs- bzw. Trans- 
portquerschnitte aufweisen. 

Tatsachlich ist jedoch das thermische Gleichgewicht auch bei sehr 
geringen Drucken noch in so ausreichender Naherung vorhanden (wenn 
nur gentigend groBe Stromstarken zur Anwendung gelangen), daB die 
Bégen als ,,Hochdruckentladungen“ anzusprechen sind. So kann bei 
Anwendung von 100 A und dariiber bis auf einen Betriebsdruck von 
0,2 at heruntergegangen werden, wenn eine Temperaturdifferenz 
I, — T,=200° noch als gute Realisierung des thermischen Gleich- 
gewichts angesehen wird. Die Differenz zwischen der Elektronen- 
temperatur 7; und der Gastemperatur 7, ist fiir diese Entladungen auch 
bei niedrigen Drucken trotz kleiner Werte m, und m,; nur gering, da die 
von den Elektronen aufgenommene und auf die schweren Teilchen zu 
tibertragende Leistung pro Volumeneinheit L*, die die obige Temperatur- 
differenz bedingt, voraussetzungsgemaB ebenfalls klein ist (da sonst 
Q/O, unzulassig wachsen wiirde). Die Rechnung zeigt, daB die weit- 
reichenden Coulomb-Felder der Ionen ausschlaggebend sind, die die not- 
wendige Kopplung zwischen Elektronengas und Tragergas trotz des 
Ramsauer-Effektes herbeifiihren *. 

Wird die Kurve der Temperaturdifferenz T, — T, = 200° als Beispiel 
in das oben beschriebene f-7-Diagramm eingezeichnet, so zeigt es sich, 
daB sich diese Kurve um so mehr niedrigen Drucken nahert, je gréBer 
der Radius und damit die Stromstarke ist. Dies bedeutet, daB es méglich 
ist, das Einsetzen des Niederdruckcharakters einer Entladung durch 
Erhéhung der Stromstarke in Richtung niedriger Drucke zu verschieben. 

Die vorgeschlagenen Entladungen haben also infolge ihrer (mittleren) 
Differenz 7, —T, zwischen 100 und 200° gegentiber einer mittleren 
Differenz von 50° bei fliissigkeitsgekithlten Bogen! noch Hochdruck- 
charakter; damit ist die Anwendung der Theorie der Hochdruckentla- 
dungen gerechtfertigt. 


8. Die Temperaturverteilung 
wandstabilisierter Xenon-Hochdruckentladungen 


Fig.1 zeigt die Temperaturverteilung einer nicht kiinstlich gektithlten 


Xenon-Langbogenentladung. 

Wegen der geringen zuladssigen thermischen Wandbelastung nicht- 
gekiihlter Entladungen wird trotz niedrigen Betriebsdruckes und hoher 
Stromaufnahme nur eine effektive Temperatur von 7100° K erreicht 


* Die Rechnung ist mittels einer bereits friiher abgeleiteten Formel durchgefiihrt 


worden!. 
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gegeniiber einer effektiven Temperatur von 7700° K bei fliissigkeits- ff 


gekithlten Typen!!”. 

Das Vorliegen ungestoérter Wandstabilisierung kann direkt bewiesen werden | | 
indem die rein theoretische Temperaturverteilung (ermittelt durch Integration der) 
Elenbaas-Hellerschen Differentialgleichung) verglichen wird mit der aus der ge-| 
messenen Leuchtdichteverteilung errechneten™. Die Figur laBt die gute Uberein- 


stimmung der beiden Verteilungskurven erkennen; der Bogen ist wandstabilisiert. | 
. . oo oye | 

GRABNER! hat experimentell gezeigt, daB ungestérte Wandstabili- 
sierung bei Entladungen dieser Art nur erreicht werden kann, wenn der, 


—= /emperotur] 


40 O5 0 OS OE 
=— radiate Enttfernung von der Achse —= 


Fig. 1. Vergleich der theoretischen Temperaturverteilung einer Xenonentladung ( 
experimentell bestimmten Leuchtdichteverteilung errechneten (--------- ) 


) mit der aus der 


Betriebsdruck bestimmte Werte — abhangig vom gewahlten Rohr- 
radius — nicht tibersteigt; andernfalls erweisen sich die Bégen als 
konvektiv gestért. Diese Grenze zwischen dem Gebiet der wandstabili- 
sierten und dem der konvektiv gestérten Entladungen ist bei Berechnung 
der folgenden Diagramme beachtet worden. 


9. Uber die mégliche Leistungsaufnahme und Lichtausbeute 
wandstabilisierter Xenonentladungen ohne kiinstliche Kiihlung 


Die Integration der Elenbaas-Hellerschen Differentialgleichung laBt 
erkennen, daB stets niedrige thermische Wandbelastung Q/O, erreicht 
werden kann, auch wenn noch so groBe Radien angewendet werden. Dies 
bedeutet, daB eine obere Grenze der elektrischen Leistungsaufnahme 

Me SCHIRMER, H.: Appl. Sci. Res. B 5, 196 (1955). 


18 FRIEDRICH, J.: Ann. d. Physik (7) 3, 327 (1959). 
14 GRABNER, H.: Phys. Verh. 9, 211 (1958). 
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nichtgekiihlter wandstabilisierter Xenon-Hochdruck-Langbogenentla- 
dungen prinzipiell nicht existiert; es kann stets auch fiir die groBte 
Stromstarke ein Quarzrohr geeigneten Durchmessers angegeben werden, 
das trotz der hohen elektrischen Leistungsaufnahme der Siule keinerlei 
kiinstliche Kiithlung bendtigt. 

Dieses Ergebnis kann anschaulich verstanden werden unter Beach- 
tung der Tatsache, da8 die Warmeproduktion hauptsichlich in der 
dunklen ringférmigen Randzone nahe der Quarzwand vor sich geht, diese 
jedoch — wie die Oberflache des Quarzrohres — proportional dem 
Radius anwachst. 


sot 


cd/W 


N 
i 
T 


— Lichrausheule n 
S 
T 


700 200 300 YOO A 
—+ Stromstirke J 
Fig. 2. Die Lichtausbeute wandstabilisierter Xenon-Hochdruck-Langbogenentladungen niedrigen Druckes 
in Abhangigkeit von der Stromstarke 


Dagegen nimmt mit dem Radius bzw. mit der Stromstarke die Licht- 
ausbeute zu, und zwar anfangs schnell, dann langsamer, schlieBlich nur 
noch in geringem Mae. Dies laBt Gl. (2) erkennen: mit steigendem 
Radius wird die Warmeisolation verbessert, W fallt; gleichzeitig fallt 
auch der Linienfaktor L/ beim Aufsteigen zu gréBeren Radien (wegen 
des Ansteigens der Temperatur), bleibt dann jedoch konstant, da schlieB- 
lich — wie die Rechnung erkennen laBt — die Temperatur nicht weiter 
steigt unter der Voraussetzung geringer thermischer Wandbelastung Q/O). 

W und Lf verhindern also das Ansteigen der Lichtausbeute tiber einen 
bestimmten Wert hinaus, der bei der zulassigen thermischen Wand- 
belastung bei etwa 3 cd/W liegt, auch bei Anwendung gréBter Strom- 
starken; eine weitere Erhéhung der Lichtausbeute ware dann nur noch 
durch Erhéhung der Leistungskonzentration — unter Hinzunahme von 
Fliissigkeitsktthlung — méglich. 

Fig. 2 laBt die Verhaltnisse erkennen. Es ist anwendungsmaBig 
bedeutungsvoll, daB wegen des starken Anstiegs am Anfang eine 
Lichtausbeute von 2 cd/W bereits bei Anwendung einer Stromstarke von 


etwa 70 A erreicht werden kann. 
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Die erwahnten Diagramme gestatten, die Abhangigkeit der Licht- ff 


stirke pro cm J’ als Funktion der elektrischen Saulenleistung pro | 
cm L’ zu berechnen. Fig. 3 laBt den typischen Verlauf der fast gerad- 
linigen Abhingigkeit erkennen, der bereits friiher bei anderen Hoch- 
druckentladungen aufgefallen war!)*. 


ae 


cd/cm 


600 |- 


400 | 


—= Lichtstarke pro cm I’ 
8 


i I L = 
700 200 300 \N/cm 
—+ Saulenseistung pro cm L’ 


Fig. 3. Die Anderung der Lichtstirke pro Langencinheit J’ mit der Saulenleistung pro Langeneinheit L’ 


10. Leuchtdichte und optische Tiefe der Xenonentladungen 
geringer thermischer Wandbelastung 


Die (effektive) Leuchtdichte der nichtgekiihlten Xenonentladungen ist gering 
gegentiber der der bekannten fliissigkeitsgektihlten Ausfiihrungen; sie liegt zwischen 
50 und 200 cd/cm? je nach der Stromaufnahme. Eine 70 A-Entladung zeigt eine 
Leuchtdichte von etwa 100 cd/cm? wahrend die einer fliissigkeitsgekiihlten 36 A- 
Entladung nach Larcuté!*!7 2700 cd/cm? betragt. 

Nichtgekiihlte Entladungen strahlen aus optisch dtinner Schicht wie die fliissig- 
keitsgektihlten Ausfiihrungen; der Absorptionsgrad der Saule der ersteren betragt 
etwa 0,02% trotz des groBen geometrischen Durchmessers, der der letzteren etwa 
0,4%, wahrend der Absorptionsgrad der Plasmakugel einer luftgekiihlten Kurz- 
bogenentladung nach Larcué!,!> 47% erreichen kann trotz der geringen raum- 
lichen Ausdehnung, wie Experiment und Theorie gezeigt haben &. 


11. Das Verhaltnis von Strahlung und Warmeverlust 
bei den Xenon -Hochdruck -Langbogenentladungen 
geringer thermischer Wandbelastung (Energiebilanz) 


Aus den durch die Elenbaas-Hellersche Differentialgleichung gegebenen Wer- 


ten Q/O, ist sofort der Warmeverlust Q selbst und damit die Strahlung S=L—@Q 
ermittelbar. 


15 ELENBAAS, W.: Philips Res. Rep. 4, 221 (1949). 

1S TVARCHE a Dlektrotechihe 7.572142 7m (O54) eZ Va OA eran (1952). 
” Larcuk, K., K. Irtic u. F. MicHavx: Techn.-wiss. Abh. Osram 6, 33 (1953). 
18 Larcuk, K.: Z. Physik 132, 544 (1952). Elektrotechn. Z. 74, 346 (1953). 
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Fig. 4 zeigt, daB nur bei den kleinen Stromstarken der prozentuale Anteil der 
Strahlung S unterhalb des Wertes des Warmeverlustes Q liegt entsprechend der 
yeringen Lichtausbeute dieser Entladungen. Beim Ubergang zu gréBeren Strom- 
tarken steigt die Strahlung S sehr schnell, tiberschreitet jedoch 70% der aufge- 
wendeten elektrischen Leistung nicht, auch nicht bei den héchsten Stromstirken 
unter der Voraussetzung der zugrunde gelegten thermischen Wandbelastung). 
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‘ig.4. Der prozentuale Anteil der Strahlung S und des Warmeverlustes Q wandstabilisierter Xenon- 
Hochdruck-Langbogenentladungen niedrigen Druckes in Abhiangigkeit von der Stromstirke 


Diese Tatsache ist 4quivalent der geringen Zunahme der Lichtausbeute bei sehr 
sroBen Stromstarken gemaB Fig. 2. Die Sdaulenlichtausbeute steigt von etwa 
7Im/W bei einer 8 A-Entladung bis auf etwa 36 Im/W bei Entladungen sehr hoher 
stromstarken an. Durch Division mit dem Wert des reziproken Lichtaquivalents 
|/M = 681,7 lm/W ergibt sich sofort der Anteil der vom Auge des Betrachters als 
uicht bewerteten Strahlung (gemaB der Augenempfindlichkeit) zur gesamten 
_eistungsaufnahme der Saule. Er steigt mithin je nach der Stromaufnahme von 
% bis auf 5,3% an und liegt bei einer 70 A-Entladung bei 4%. 


Wandstabilisierte Xenon-Hochdruck-Langbogenentladungen_niedri- 
ven Druckes und geringer thermischer Wandbelastung, die keinerlei 
<tinstliche Kithlung bendtigen, reprasentieren die zur Zeit starksten 
usgefiihrten irdischen Lichtquellen hoher Farbtemperatur; es sind 
\usfiihrungen mit Leistungsaufnahmen von 20 und 65 kW bereits her- 
restellt worden?9?!. 


19 LompE, A.: Lichttechnik 10, 108 (1958). 
20 Lowson, J.C.: IES Lighting Rev. 20, 114 (1958). 
21 LompE, A.: Elektrizitatsverw. 33, 283 (1958). 
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Lehrstuhl fiir Theoretische Physik der Universitat Tiibingen 


Zur Beugung an Offnungen 
in nichtebenen Schirmen 
Von 
WERNER BRAUNBEK 
Mit 4 Figuren im Text 


(Eingegangen am 29. Mai 1959) 
| 


By means of an approximate method formerly published by this author, diffraction | 
by an aperture in a screen, which is not plane, is discussed. For the special case | 
of a circular aperture in a funnel-shaped screen, the diffraction field on the axis 
behind the screen is computed for an incident scalar plane wave (different boundary 
conditions) and for an incident electromagnetic plane wave propagating in the 
direction of the axis. 


I. Einleitung 


Die Beugung einer ebenen, skalaren oder elektromagnetischen Welle 
an einer Offnung der Lineardimension a in einem ebenen Schirm mit 
definierten Randbedingungen kann man fiir grofe ka(k =2z2/A) nahe- 
rungsweise so berechnen, daB man zur Kirchhoffschen Naherung noch 
einen Zusatz hinzufiigt, der von den w- und @u/én-Werten im Fall der 
skalaren Welle, von den £- und H-Komponenten im Fall der elektro- 
magnetischen Welle, auf je einem im Vergleich zu a schmalen Flachen- 
streifen des Schirms und der Offnung entlang dem Offnungsrand her- 
riihrt. In erster Naherung lassen sich fiir die benétigten u-, 0u/dn-, E- 
und H-Werte die Werte einsetzen, die aus der Sommerfeldschen Lésung 
der Beugung an der Halbebene stammen, indem man die Kriimmung 
des Offnungsrandes vernachlassigt. 


Diese Methode und ihre Anwendung auf den speziellen Fall der kreis- 
férmigen Offnung in einem ebenen, unendlich diinnen Schirm mit der 
Randbedingung u =0 (bez. das 4quivalente Problem der ebenen Kreis- 
scheibe mit der Randbedingung éu/@n =0) sind fiir senkrechten Einfall 
einer skalaren, ebenen Welle vom Verfasser frither!.? dargestellt worden. 
Von FRANZ? wurde die Methode auf elektromagnetische Wellen erweitert 
und am Beispiel der idealleitenden, unendlich diinnen, ebenen Kreis- 
scheibe erlautert. 


1 BRAUNBEK, W.: Z. Physik 127, 381 (1950). 

2 BRAUNBEK, W.: Z. Physik 127, 405 (1950). 

® Franz, W.: Theorie der Beugung elektromagnetischer Wellen. Berlin- 
Géttingen-Heidelberg: Springer 1957. 
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Diese Naherungsmethode 1aB8t sich nun unschwer auch auf den Fall 
einer Offnung in einem nicht ebenen Schirm ausdehnen. Zwar fallt 
dabei die Symmetrie zwischen Licht- und Schattenseite des Schirms 
fort, aber man kann hier jedes Flachenelement des Randstreifens als 
Flachenelement einer Tangential-Halbebene ansehen, die Formeln der 
Halbebenenbeugung darauf anwenden und so das Beugungsfeld auf der 
Schattenseite aus der Kirchhoffschen Naherung + Zusatz erhalten. 
Allerdings mu8 die Form von Schirm und Offnung die Bedingung er- 
fiillen, daB kein auf der Lichtseite geometrisch reflektierter Strahl durch 


Fig. 1. Schirmform und Bezeichnungen 


die Offnung dringt und auBerdem das geometrisch-optisch durch die 
Offnung gehende Strahlenbiindel den Schirm auf der Schattenseite 
nirgends trifft. 

In dieser Naherung spielt nur die Form des unmittelbar an den 
Offnungsrand angrenzenden Teils des Schirms eine Rolle, da nur von 
einem schmalen Randstreifen merkliche Einfliisse auf das Beugungsfeld 
ausgehen. Die Kirchhoffsche Naherung ofne Zusatz tragt der Form des 
~Schirms iiberhaupt nicht Rechnung, sondern hangt ausschheBlich von 
der Form des Offnungsrandes ab. 

Als Beispiel, das (wenigstens fiir Achspunkte) eine verhaltnismabig 
einfache Durchrechnung erlaubt, soll im folgenden ein trichterformiger 
Schirm gewahlt werden, also eine Kegelmantelflache mit abgeschnittener 
Spitze (Fig. 1 und 2), auf den eine ebene Welle in Richtung der Symme- 
trieachse (z-Achse) auffallt. Der Radius der kreisférmigen Offnung ist a, 
der Winkel gp einer Kegel-Mantellinie gegen die Offnungsebene wird 
positiv gezahlt, wenn, wie in der Figur, die Welle von der hohlen Seite 

Se 
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auf den Trichter fallt. Ein beliebiger Punkt Q der durch den Azimuth- 
winkel p definierten Meridianebene wird durch Polarkoordinaten 7, im 
Bezug auf die Mantellinie des Schirms definiert. Er erscheint von einem 
Achspunkt P aus, der vom Offnungsmittelpunkt M den Abstand z hat, 
im Abstand R und unter dem Winkel ? gegen die Achse, ein Punkt B) 
des Offnungsrandes (y =0) entsprechend im Abstand Ry und unter dem) 
Winkel #,. Fiir einen Punkt der Schirmflache gilt p =0, fiir einen Punkt} 
der Offnungsebene y=2% +p. | 


Fig. 2. Weitere Bezeichnungen 


Die Bedingung, daB kein geometrisch reflektierter Strahl durch die 
Offnung dringen darf, ist verletzt, falls yy) >2/4 wird. Fiir gp gilt daher 
die Einschrankung: 


a Ls 
—_ 5S Po age (1) 


Die einfallende ebene Welle mége in Richtung der positiven z-Achse 
fortschreiten. Ihre komplexe Amplitude hat also die Ortsabhangigkeit 


exp(1kz) =exp[tkrsin (y — @)]. 
Zeitfaktor ist exp(—7ot). 

Fiir eine skalare einfallende Welle « sollen die beiden Randbedin- 
gungen uw =0 und éu/dn =0 auf dem Schirm nebeneinander behandelt | 
werden. Sie entsprechen im Falle einer Schallwelle einem ideal schall- 
weichen und einem ideal schallharten Schirm. Bei einer elektromagneti- | 
schen einfallenden Welle ©, §, die als linear polarisiert vorausgesetzt — 
wird, hat nur die Randbedingung E,, =0 auf dem Schirm (ideal leitender 


| 
| 
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Schirm) physikalisch Sinn. Da der Schirm rotationssymmetrisch ist und 
die Symmetrieachse mit der Einfallsrichtung der Welle zusammenfiallt, 
sind alle Polarisationsrichtungen gleichberechtigt. 


II. Beugung einer skalaren Welle 
Die komplexe Amplitude w in irgend einem Punkt Q auf der Schatten- 
seite wird streng durch das aus zwei Teilen bestehende Kirchhoffsche 
Integral gegeben, das iiber die ganze schattenseitige Schirmoberflache 
und iiber die Offnungsebene zu erstrecken ist: 


0G 7 Ou 
Wha = if f= Ch: 2 
Q f On / | On / (2) 
Schirm-+ Offnung Schirm + Offnung 
mit ; 
tkR 
oa € 
4aR ‘ 3) 


wobei & der Abstand eines Punktes Q (Flachenelements) auf der Schirm- 
flache oder in der Offnungsebene von einem Aufpunkt P bedeutet, der 
fur das folgende speuiell ein Achspunkt sein soll. Beim ebenen Schirm 
sind beide Anteile exakt gleich groB; man kann sich also auf die Berech- 
nung des einen von beiden beschraénken und diesen verdoppeln. 

In unserem Falle jedoch, bei einem nicht ebenen Schirm, trifft dies 
nicht mehr zu, es miissen beide Integrale berechnet werden. 

Die Kirchhoffsche Naherung erhalt man, indem man in (2) auf dem 
Schirm uw und éu/én =0, in der Offnung die Werte der einfallenden Welle 
an der Stelle z=0: u=A, OujOn=cikA einsetzt. Damit kommt fiir 
Punkte P auf der Achse: 


Micrctnoss =A 16° * = 5 (1 cosy) ee}. (4) 


Fiir die hier vorgesehene Naherung hat man die Integrale in (2) 
zusatzlich noch iiber je einen schmalen Randstreifen entlang des Off- 
nungsrandes auf dem Schirm wnd in der Offnungsebene zu erstrecken, 
wobei in den Integranden die Abweichungen gegeniiber den Kirchhoff- 
schen Werten, auf dem Schirm also uw und @u/én selbst, in der Offnung 
deren UberschuB iiber A bzw. 7/.A, einzusetzen sind, die sich naherungs- 
weise aus der Sommerfeldschen Halbebenenbeugung ergeben. 


Man erhalt zunachst (wieder fiir einen Aufpunkt P auf der Achse) 


/ , aG aG ., COS(P+ Yo) ikR 
2 eS + ——_ yy — ——___""' ¢ 
auf dem Schirm: aa (9 + Po) aR eh 
and df = 2m(a+/1 os gp) ar (5) 
5 aG aG ., COSP ipR 
n der Offnung: ce cos aR ™ ik aR e 


and df = 2n(a—71) ar. 
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Hierbei ist bei der Berechnung von 0G/¢R nur im Exponenten diffe- 
renziert worden, weil das andere Glied eine RR mal kleinere GréBen- 


ordnung hat und wegen ka>>1, erst recht kR>>1, im Rahmen dieser 
Naherung wegbleiben kann. Als Flachenelemente df werden unter | 


Verwendung der Rotationssymmetrie gleich Ringflachen der Breite dv 
verwendet. 


Weiterhin sollen parallel zueinander die Randbedingungen u =O 
(Fall I) und déu/én=0 (Fall Il) behandelt werden. Haufig liefert dies 


nur ein Doppelvorzeichen, wobei stets das obere Vorzeichen den Fall I | 


bedeuten soll. In den Fallen, in denen sich wesentlich verschiedene Aus- 
driicke ergeben, werden beide zusammengeklammert iibereinander ge- 
schrieben, oben jeweils der fiir den Fall I. 


Wiirde die einfallende Welle A exp(zkz) an der Tangential-Halb- 
ebene an die Schirmflache in einem Randpunkt 6 (Fig. 1) gebeugt, 
wobei der Halbebenenrand die Tangente an den kreisformigen Offnungs- 
rand ist, so ware nach SOMMERFELD?: 


Dy Tr 


- TE 
A. tae : : ; 
ug (Y, P, Po) = sie = \e? [tar Fey f enact} (6) 
ie ise —oo 
mit: y=krsin (p—@)) und y’=—krsin (p+ go) 
I cd 
a LS Mein Aah Cena 
=|) 52———— unyel 9 e — )/2 kr sin - ——— 
2 2 
OSSipse2a0- 


Dies liefert fiir Punkte auf der schattenseitigen Schirmoberflache (y= 0): 


- O 
“Schirm — . ®, (ky) (7) 


ae 3 f pga ee es a V(r) (8) 


O 


und fiir Punkte in der Offmungsebene (p= +2) fiir den Uberschu8 iiber die 
Kirchhoffschen Werte: 


“Offnung — A= — O87) = ®, (kr) (9) | 


Ou ; 
eee — thd = ik {— ®, (kr) + cos 2g ®, (kr) + Ae 


+($ £42 cos (y + 22) W(k7))}. 


4 SOMMERFELD, A.: Math. Ann. 47, 317 (1895) und Vorlesungen iiber Theoreti- 
sche Physik, Bd. IV, Optik. Wiesbaden 1950. 


Beugung an Offnungen in nichtebenen Schirmen 74 


Dabei bedeuten: 


—/2hrsin( % +. “) 


eres 5 
®, (k7) = i e 4 e tkrsin g / at ae 
—to 
—Jkr 
ae ee is 
D, (kr) = SG Cae Cada: 
ce (1) 
oeg sn gee ay 
A, 232 tkrsin2@, er 
®; (kv) = \z CE ETre "4 ev dr 
. 
4 am etkr 
W (kv) = — ty, 
ba) | ‘ Var 


Die Ausdriicke (7) bis (10) sind die Randwerte, die fiir den Zusatz zur Kirchhoff- 
schen Naherung in die Integrale von (2) einzusetzen sind. Da alle vier Funktionen 
(11) mit v-> co gegen 0 gehen und schon auBerhalb eines Streifens zwischen 7 = 0 
und y= einige Wellenlangen <a (ky = einige Einheiten) sehr klein werden, darf 
‘man naherungsweise in den Integranden 1/R durch 1/R,, 0 durch J) und df durch 
2m ady ersetzen, wahrend an Stelle von exp(ikR) die Naherung: 


exp [ik (R, +7sin(% + @))| auf dem Schirm (12) 
exp [ik(R,y —rsin %)] in der Offnung tritt. (13) 
AuBerdem darf man die Integrale iiber die Offnung statt von 0 bis a von 0 bis oo 


erstrecken. 


Schreibt man analog zur Kirchhoffschen Naherung (4) die verbesserte 
Lésung (Kirchhoffsche Naherung + Zusatz) fiir Achspunkte P in der 
Form: 
uy =A {elt — gh Fi (89, Po)}> (14) 


If 


‘so erhalt man fiir /, durch Einsetzen von (7) bis (10) in (2): 
IL 


ae $ (1 + cosd,) + 


It 


= . sin Hy tc + cos) ®, + (cos My — cos 2%) Ps — 


= 32\\ 7 
ce (1 ae \2 cos (Po cls am) |. 

* Die Funktion @, ist identisch mit ¥ 1 ® der in! zitierten Arbeit, Y% mit dem 

Hortigen VW. Fiir gy =0, oe der iit econ in den ebenen Schirm iibergeht, 

a auch ®, und @, in 2 @ iiber. 


i 
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Hierbei bedeuten*: (mit kv =¢) 


a . sini oe 
@, — | @, citsin(% tone 3 ie oe ae Yasin (2 “Als 4 
7 syle 2 [sin (% + Mo) — Sin Mo] 1 ———— 
0 1 + sin (Gp + Pp) 
= 7 oe . r 1 
D, = [ , een at a : ~— (SS 
a na : 2sin Vy 1 —sind 
0 
ee y2 sin (vo ae =) 
ted —iltsin® Jr g 4 vie ase 
?; an | eae ue 2 (sin 2@ — sin Bp) V1 — sin % 
0 
a ; 
ye | Pee GC ee 
% V1 4+- sin (8 + go) 
es ease 16 a2 ae 
: )1—sin 
0 


In (15) stellt die erste Zeile die Kirchhoffsche Naherung dar, die zweite 
(mit zwei verschiedenen Ausdriicken in den Fallen I und IT) den Beitrag | 
des Randstreifens auf dem Schirm, die dritte und vierte den Beitrag des 
Randstreifens auf der Offnungsflache. Der Index « bezieht sich auch 
im weiteren stets auf den Schirm, der Index f auf die Offnung. Beim 
Einsetzen der Werte der ® und Y nach (16) in (15) ergeben sich durch 
Ubergang auf den Winkel #)/2 und Umrechnen der goniometrischen 
Funktionen sehr wirksame Moglichkeiten der Zusammenfassung und 
Vereinfachung mit dem auBerordentlich einfachen Ergebnis: 


cos Po 
PF ecos2 cine A : (17) 
IL 2 


0 
cos pee SF v.) 


Dies stellt in Verbindung mit (14) die Endlésung dar. 


Die aus (17) ersichtliche Symmetrie der beiden Falle I und II lat 
sich nach (15) noch nicht vermuten, da dort nicht nur Doppelvorzeichen, 
sondern in der zweiten Zeile ganz verschiedene Ausdriicke in beiden 
Fallen stehen, die im Fall I von den d0%/@n-Werten auf dem Schirm, im 
Fall II von den ganzlich andersartigen w-Werten auf dem Schirm her- 
rthren; erst die Zusammenfassung deckt die Symmetrie auf. 


Aus (17) folgt fiir den ebenen Schirm mit kreisférmiger Offnung mit 
Po = 0: 8, _ b PEG 
FS = cos 5: -+ sin ie = \1 + sin 35, (18) 


ios 


* Die Auswertung der Integrale geschieht wie in der unter zitierten Arbeit. 
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was fiir den Fall I mit dem friiheren Ergebnis? iibereinstimmt (der Fall II 
wurde dort nicht behandelt). 


Das Endergebnis gilt unter der Einschrankung (1), d.h. fiir Trichter, 
von deren hohler Seite her die Welle einfallt, nur bis Py = 45°. Nach der 
bisherigen Rechnung darf #) von 0 bis 90° gehen, d.h. die Formeln sollten 
fiir alle schattenseitigen Punkte der Achse gelten. In einer fritheren 
Arbeit ® wurde jedoch gezeigt, da8 und warum die hier verwendete Nahe- 
rung in der unmittelbaren Umgebung des Offnungsmittelpunktes @ 
(99 =2/2) nicht brauchbar ist. Es gilt vielmehr die einschrankende Be- 
dingung: 


Ra (1 sina) SA 
oder 
Tt 


5 80 > (ha) *. (19) 


Diese Einschrankung ist um so weni- 
ger einschneidend, je gréBer ka ist 
und fallt mit ka— oo fort. 


Fiir %) =0 (unendlich ferner Achs- 
punkt) ergibt sich nach (17) a8 Sx 
unabhangig von g. In Fig. 3 sind 
die Funktionen /; und F,, in Abhan- 
gigkeit von dem Winkel gy, der die 
Form des Schirms bestimmt, mit 
als Parameter aufgetragen. Diese 
Darstellung ist der Abbildung von “90° 60-30? 880° #45? 


; F(a) mit Po als Parameter vorzu- Fig. 3. Die Funktionen F, fiir die skalare Welle 


ziehen, da sich dort die Kurven sehr 

uniibersichtlich unter sehr kleinen Winkeln schneiden. Da im zulassigen 
Wertebereich von gp und % stets F 21 und /{, <1 ist, lassen sich beide 
Funktionen gut in derselben Abbildung darstellen. Eine Eigenart der 
Gl. (17), daB namlich die F(g) symmetrisch zum Punkt o) =—d)/2 
sind, ist in Fig. 3 durch Andeutung der jeweiligen Symmetriepunkte 
hervorgehoben. 


III. Beugung einer elektromagnetischen Welle 


Der Fall der in Achsenrichtung einfallenden, ebenen, linear polari- 
sierten elektromagnetischen Welle mit der Randbedingung £,,=0 auf 
dem Schirm ist aus drei Griinden etwas komplizierter als die vorher 


5 BRAUNBEK, W.: Z. Physik 138, 80 (1954). 
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behandelte Beugung der skalaren Welle. Einmal hat das gesamte Feld| 
statt einer jetzt 6 Komponenten. Zweitens lauten an Stelle von (2) die) 
Formeln fiir die elektromagnetische Welle®: | 


Gy =rot f [af6]G + + rot rot f[d/H]G, (20), 


Bo =rot f [d/H]G—{ rot rot f [a/E]G, (21) 


wobei wegen der einfachen und doppelten rot-Operation die Integrale 
nicht nur fiir Achspunkte, sondern auch in der infintesimalen Umgebung | 
der Achse bekannt sein miissen, auch wenn © und § nur auf der Achse. 
berechnet werden sollen. Und schlieBlich ist jetzt das Problem nicht) 
mehr rotationssymmetrisch, so daB nicht von vorn herein mit ringfér- | 
migen Flachenelementen gerechnet werden darf, sondern zur Berechnung 
der Flachenintegrale je zwei Integrationen auszufiihren sind. Aus allen 
diesen Griinden wird die Durchfithrung der Rechnung wesentlich um- 
standlicher. Sie soll im folgenden daher nur in ihren wesentlichen Schrit- 
ten skizziert werden’. Das Endergebnis fiir das Beugungsfeld fiir Achs- 
punkte wird auch in diesem Fall auBerordentlich einfach. 

Wahrend bei der skalaren Welle alle Meridianebenen gleichberechtigt 
waren und daher die Fig. 2 zur Beschreibung geniigte, muB jetzt, wo 
keine Rotationssymmetrie mehr besteht, die raumliche Struktur nach 
Fig. 1 beachtet werden. Hierbei soll x yz ein fiir den ganzen Raum gel- 
tendes rechtwinkeliges Koordinatensystem sein, xyz dagegen ein fiir 
jeden Randpunkt B individuelles, dessen x-Achse eine Mantellinie und 
dessen Z-Achse Tangente an den Offnungskreis ist. 


Die Polarisation der einfallenden Welle sei so, daB: 


E49 =H 


oS Aetk? 


ist, alle anderen Komponenten Null. Dann folgt zundchst aus (20) und 
(21), wenn man nur iiber die Offnung mit den ungestérten Werten der 
einfallenden Welle integriert und wieder nur in der héchsten Ordnung 
von k& R, rechnet, die Kirchhoffsche Naherung fiir Punkte P auf der Achse 


(E,) Kirchhott = (H,) xircnnott =A ene == 4 (17, ces)" CY (22) 


Fiir den Zusatz, den man zu (22) zufiigen muB, betrachtet man wieder 


das Sommerfeldsche Beugungsfeld an einer Halbebene, deren Kante _ 


die Tangente an den Offnungskreis im Punkt B ist. Beniitzt man den 
Ausdruck w= nach (6), wobei der Index das Vorzeichen in der Klammer 


* Eine ausfiihrliche Darstellung erscheint in IRE Transactions. 
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bedeutet, so ist dieses Beugungsfeld, zunachst in Komponenten nach den 
individuellen Achsen x ¥ Z ausgedriickt: 


E;=A cosy fu COS Pp — 27 cos 2 + = sin 


E,—A cos t+ sin @y + 27 cos (Ze = =) cos—— (2 hr) 2e1*" 


f-—A sin y u_ 


oA sin y {u, COS My — 27 sin Le Sie =) cos & (2 hr) ~beikr| 
© 4 2 ij 
H,=Asiny {uu SIN @) — 27 sin (Po ete =| sin ; (2 kr) so 


i, = — A cosy 44. 


& 


Dies sind — an Stelle von (6) — die Ausgangsformeln, auf denen sich 
die weitere Rechnung aufbaut. Man rechnet nun das Feld (23) durch eine 
einfache orthogonale Transformation auf Komponenten nach den x yz- 
Achsen um und gewinnt mit »=0 bzw. mit p=2+ q, deren Werte 
auf der schattenseitigen Schirmoberfléche und in der Offnungsebene. 
Fiir das Weitere beniitzt man davon wieder nur die Uberschiisse iiber 
die Kirchhoffschen Werte, die sich alle, wie in (7) bis (10), als Linear- 
kombinationen der in (41) definierten Funktionen @, bis Y darstellen 
lassen, nur daB die Koeffizienten auBer von gp jetzt auch noch von w 
abhangen. 

Damit lassen sich in (20) und (21) die Komponenten der Vektor- 
produkte [df ©] und [df | sowohl auf der Schirmriickseite wie in der 
Offnungsebene ausrechnen, da auf dem Schirm die Richtungskosinusse 
von df der Reihe nach 


cospsing), sinysing, und Cosqo, 


in der Offnungsebene aber 0, 0, 1 sind. Es ergibt sich dabei, wie es sein 
mu, daB auf der Schirmriickseite wegen £,,=0 nur die Komponenten 
des H-Vektorprodukts von Null verschieden sind. In der Offnung ver- 
schwinden alle z-Komponenten der Vektorprodukte. 

Die Integrale in (20) und (21) werden nun zunachst nicht fiir einen Achspunkt, 


sondern fiir einen um ein sehr kleines Stiick p unter dem Azimuthwinkel y von der 
Achse abliegenden Aufpunkt mit den Koordinaten 


Xp = P Cosy 

Vp = psin x 
berechnet, wobei das Flachenelement |af| =adrdy gesetzt wird und wir in 7 
(wegen der sehr schmalen Randstreifen) nur bis zur ersten Ordnung, in p jedoch 
(wegen der nachher notwendigen zweifachen rot-Operation) bis zur zweiten Ordnung 
gehen. In dieser Naherung wird fiir ein Flachenelement auf dem Schirm: 


R, ~ Ry +7rsin (O + Yo) — Pp sind cos(y — x) + oa COS} COS= (YY) 5 
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fiir ein Flachenelement der Offnungsebene: 


2 
Rg w Ry —7sind, — p sin By cos (y — x) + #5. cos? J) cos? (y — x). 


Wieder wird wie friither durch #), 1/R durch 1/R, angenadhert, exp (ik R,) jedoch | | 


durch: 
{1 —ikpsin J cos(py — x) — x k®p? sin? B, cos? (y — x)} Xx 
x exp {ik [Ry +r sin (8 + Po)]} 
und entsprechend exp (7k tg). 
Man sieht nun, daf in allen Gliedern der Integranden die y-Ab- | 
hangigkeit nur die Form 


Al cosy, cos? y, sin? y, sin y cos p 


oder von Produkten dieser Ausdriicke mit p cos (y—y) oder mit 
p? cos? (y — x) hat. Diese lassen sich alle leicht tiber y von 0 bis 2z inte- 
grieren, wobei schlieBlich fiir alle Komponenten Ausdriicke zweiten 
Grades in x, und y, entstehen, an denen sich nun die Operationen rot, 
bzw. rot rot ausfiihren lassen. Nach dieser Operation geht man zur 
Grenze 0 d.h. x%,0 und y,—0 tiber. 

Bei den (einfachen und doppelten) Differentialquotienten nach 2, 
die hierbei noch stehen bleiben, differenziert man wieder — in konse- 
quenter Benutzung immer nur der héchsten Ordnung von kR, — nur 
im Exponenten der e-Funktion. Das Endergebnis zeigt, daB auf der 
Achse von € nur die x-Komponente, von § nur die y-Komponente tibrig 
bleibt. Beide erscheinen in der Form einer Summe von Integralen iiber 7, 
die sich alle auf eines der Integrale (16) reduzieren und geschlossen inte- 
grieren lassen; die Werte, die diese Integrale annehmen, sind dort an- 
gegeben. 

So bleibt schlieBlich, ahnlich wie im Fall der skalaren Welle, nur eine 
ziemlich umstandliche Summe von Funktionen von % und gp) auszu- 
rechnen, bzw. zwei solche Summen, je eine fiir £, und H,. Auch hier 
ergeben sich durch Ubergang auf #)/2 iiberaus wirksame Vereinfachungs- 
moglichkeiten, und wenn man das Ergebnis fiir Achspunkte in der Form 
schreibt: 


E, =A {e'** — e'* © F, (9, o)} ae 
i H, =A {e'** — ec! ® Fi, (9p, Po)} 
so folgt: 
Fs S=1ee ae +sin?—°. 2 (25) 


F : 
cos oe ae v6) 


Dieses Endresultat der Beugung einer elektromagnetischen Welle zeigt 
eine erstaunlich enge Analogie zu dem Ergebnis (17) fiir die skalare 
Welle. 
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Man kann jetzt auch hier mit Po =0 zum ebenen Schirm mit kreisformiger 
Offnung iibergehen und erhalt: 


0 5) 9 1 _ : 
= S220 Sues YemeA OE > : a 
Fz = cos as + sin fe ealishae = sind | V1 +sind. (26) 
Dies stimmt unter Beriicksichtigung der Komplementaritat beider Probleme nach 
dem erweiterten Babinetschen Theorem mit der Lésung von FRaAwnz® fiir die Beu- 
gung einer elektromagnetischen Welle an einer ideal leitenden Kreisscheibe iiberein. 


-7 ! | Lae ! | | ie 
=90°  =60° 10? O° 430° +45° 


Fig. 4. Die Funktionen FP, fiir die elektromagnetische Welle 
H 


Fir %)—0 (unendlich entfernte Achspunkte) geht auch F, und fy, 
gegen 1. Den Verlauf von Fg(gp) und — £;, (yp) (minus, damit sich beide 
Kurvensysteme nicht stéren) mit # als Parameter zeigt die Fig. 4, die 
Fig. 3 im skalaren Fall entspricht. Auch sonst gilt alles, was dort gesagt 
wurde, entsprechend. 


8 FRANZ, W.: Theorie der Beugung elektromagnetischer Wellen. Berlin- 
Géttingen-Heidelberg: Springer 1957. Siehe auch Fraun, W.E.: Z. Physik 156, 
78 (1959). 
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Beugung elektromagnetischer Wellen 
in Braunbekscher Naherung. I 
Von 
WILHELM E. FRAHN 
Mit 7 Figuren im Text 
(Eingegangen am 1. Juni 1959) 


An approximation method proposed by Braunbek for the diffraction of scalar waves | 
by plane obstacles, or apertures in a plane screen, is extended to the diffraction of 
electromagnetic waves. As an example, the diffraction of a linearly polarized plane 
electromagnetic wave normally incident on a circular aperture in a perfectly con- 
ducting plane screen and on a perfectly conducting plane circular disk is considered 
in detail. The results are compared with those obtained from the exact solution of 
MEIXNER and ANDREJEWSKI and with the results of KIRCHHOFF’S approximations. 
It is shown that, in contrast to the KIRCHHOFF approximations, BRAUNBEK’s method 
leads in all cases to the correct ‘optical’ limits and represents a good approximation | 
even for wavelengths comparable with the size of the obstacle. 

After a general formulation of BRAUNBEK’S method in the electromagnetic diffrac- 
tion problem, we calculate in the present paper the far field of the circular aperture 
and the transmission coefficient by means of the cross section theorem. The near 
field of the circular aperture and the circular disk will be considered in a subsequent 
paper. 

Strenge Lésungen des Beugungsproblems konnten bisher nur fiir 
wenige einfache Formen des beugenden Objekts angegeben werden. Man 
ist daher bei der Berechnung von Beugungsfeldern meist auf Naherungs- 
verfahren mit unterschiedlichem Giiltigkeitsbereich angewiesen. Die 
Naherungsmethoden lassen sich in zwei Klassen einteilen, je nachdem 
die Wellenlange / groB oder klein im Vergleich mit der Lineardimension a 
des beugenden Objekts ist. Die Grenzfalle 1->a und A<a sind gekenn- | 
zeichnet durch die Rayleighsche bzw. die Kirchhoffsche Theorie. Das 
Zwischengebiet A a ist jedoch von besonderem Interesse fiir die Ultra- 
kurzwellentechnik, und es sind in neuerer Zeit verschiedene Naherungs- 
verfahren entwickelt worden, die versuchen, von beiden Grenzfallen 
her in dieses Zwischengebiet einzudringen. (Eine Darstellung dieser 
Naherungsmethoden und ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis findet 
man in dem Bericht tiber Beugungstheorie von Bouwkampl.) Die be- 
sondere Bedeutung der strengen Lésungen liegt darin, daB sie die Nahe- 
rungsqualitat der verschiedenen Approximationsverfahren in einfachen 
Spezialfallen zu beurteilen gestatten. 


+ BouwKamp, C.J.: Rep. Progr. Phys. 17, 35 (1954). 
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Im ,optischen™ Bereich ka>>1(k =22/A = Wellenzahl) stand bisher 
nur die Kirchhoffsche Naherung zur Verfiigung. Diese hat jedoch meh- 
rere schwerwiegende Nachteile. Sie gibt zwar eine exakte Lésung der 


Wellengleichung, geniigt aber nicht den Randbedingungen und 1aBt sich 
nicht als erste Naherung eines nach Potenzen von = aufsteigenden 
va 


sukzessiven Approximationsverfahrens auffassen?. Ferner verletzt sie 
bei der Beugung an Objekten mit Kanten die Meixnersche Kantenbedin- 
gung. SchlieBlich zeigt sich beim Vergleich mit der strengen Lésung im 
skalaren Fall’, da sie nicht erst die korrekte asymptotische Darstellung 
des Feldes im optischen Grenzfall ka— oo liefert. 


Eine neue Naherungsmethode fiir den optischen Bereich, welche die 
Nachteile der Kirchhoffschen Naherung nicht hat, ist von BRAUNBEK4 
vorgeschlagen worden. In dieser Methode wird der Rand des beugenden 
Objekts als Einhiillende der Tangenten und jede Tangente als Begren- 
zung einer Halbebene aufgefaBt. Als Randwerte werden dann langs 
der Normalen in jedem Randpunkt die Werte der strengen Lésung von 
SOMMERFELD? fiir das Beugungsproblem an der Halbebene eingesetzt. 
BRAUNBEK hat sein Verfahren angewandt auf die Beugung skatarer 
Wellen an der Kreisscheibe® und die Resultate verglichen mit den Werten 
der strengen Lésung?»” und denen der Kirchhoffschen Naherung. Da- 
bei zeigt sich deutlich die Uberlegenheit des Braunbekschen Verfahrens 
gegentiber der Kirchhoffschen Theorie. 


Die Braunbeksche Methode wurde vom Verfasser auf die Beugung 
elektromagnetischer Wellen verallgemeinert und ausgewertet fiir den 
Fall der kreisf6rmigen Offnung und der idealleitenden Kreisscheibe8. 
Die strenge Lésung des elektromagnetischen Beugungsproblems fiir die 
Kreisscheibe ist von MEIXNER und ANDREJEWSKI®: © angegeben worden. 
Nachdem die numerische Auswertung der strengen Lésung vorliegt! !?, 


2 FRANZ, W.: Z. Physik 125, 563 (1949). 

3 MEIXNER, J., u. W. FRitzE: Z. angew. Phys. 1, 535 (1949). 

4 BRAUNBEK, W.: Z. Physik 127, 381 (1950). 

5 SOMMERFELD, A.: Math. Ann. 47, 317 (1896). 

6 BRAUNBEK, W.: Z. Physik 127, 405 (1950). 

7 BouwKamp, C. J.: Proefschrift, Groningen 1941. 

8 FrauN, W.E.: Die Anwendung des Braunbekschen Naherungsverfahrens auf 
die Beugung elektromagnetischer Wellen an der kreisf6rmigen Offnung im voll- 
kommen leitenden ebenen Schirm und an der vollkommen leitenden Kreisscheibe. 
Diplomarbeit, Aachen 1951. 

9 MEIXNER, J.: Z. Naturforsch. 3a, 506 (1948). 

10 MEIXNER, J., u. W. ANDREJEWSKI: Ann. Phys. (6) 7, 157 (1950). 

1 ANDREJEWSKI, W.: Die Beugung elektromagnetischer Wellen an der leitenden 
Kreisscheibe und an der kreisférmigen Offnung im leitenden ebenen Schirm. Diss. 
Aachen 1952. 

12 ANDREJEWSKI, W.: Z. angew. Phys. 5, 178 (1953). 
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ist es méglich, durch Vergleich den Naherungswert der Braunbekschen | 
Methode fiir das elektromagnetische Beugungsproblem festzustellen. | 
Dies ist das Ziel der vorliegenden und einer anschlieBenden Arbeit. 

Die strenge Lésung ist gegeben in Form einer Reihenentwicklung der | 
elektrodynamischen Potentiale nach Spharoidfunktionen. Diese Ent- | 
wicklungen stellen Potenzreihen von ka dar, deren numerische Aus- | 
wertung fiir ka > 10 tiberaus mithsam wird. Da bisher keine asymptoti- | 
sche Darstellung der Spharoidfunktionen fiir groBe ka bekannt ist, kann | 
die strenge Lésung im optischen Bereich nicht ausgewertet werden, | 
und man ist dort ganzlich auf Naherungsmethoden angewiesen. Die | 
vorliegenden numerischen Werte der strengen Lésung lassen jedoch das 
asymptotische Verhalten bereits gut erkennen, so daf} eine eindeutige | 
Entscheidung zwischen den Naherungsverfahren fiir den optischen Be- | 
reich méglich ist. 

Wir werden zeigen, daB die Braunbeksche Methode, ahnlich wie im 
skalaren Problem, im Gegensatz zur Kirchhoffschen Naherung tberall 
das richtige asymptotische Verhalten fiir ka>>1 liefert und tiberdies 
eine ttberraschend gute Naherung darstellt bis hinunter zu Wellenlangen 
vergleichbar mit den Lineardimensionen des beugenden Objekts. Sie ist 
damit eine korrekte elektrodynamische Beugungstheorie im lichtopti- 
schen Gebiet und erweist sich dariiber hinaus als praktisch gut brauch- 
bares Verfahren zur Berechnung von Beugungsproblemen im Ultrakurz- 
wellenbereich. Gegeniiber der strengen Lésung hat sie den Vorteil rech- 
nerischer Einfachheit und kann leicht tibertragen werden auf andere geo- 
metrische Formen des beugenden Objekts. 


1. Das elektromagnetische Beugungsproblem 


Wir betrachten die Beugung einer elektromagnetischen Welle an 
einer Offnung in einem unendlich diinnen, ideal leitenden ebenen Schirm. 


Das Beugungsproblem besteht darin, zu einer gegebenen Welle EO, Ho 
(einfallende Welle) mit der Zeitabhangigkeit e~'®’ eine weitere Welle 


E“), H\) (gebeugte Welle) mit derselben Zeitabhangigkeit * zu finden, 
welche die Maxwellschen Gleichungen 


rot B®) = OWT H®) 
(1) 


rot H®) = —7@ eh") 


befriedigt und den folgenden Bedingungen geniigt: 1. der Sommerfeld- 
schen Ausstrahlungsbedingung (die gebeugte Welle ist im Fernfeld eine 
auslaufende Kugelwelle mit richtungsabhaingiger Amplitude), 2. der 


* Der Zeitfaktor e—*®! wird im folgenden iiberall weggelassen. 
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Bedingung idealer Leitfahigkeit auf dem Schirm 


— = 


E\ = £\) + Ei) =0, (2) 


3. der Meixnerschen Kantenbedingung® 1% (quadratische Integrier- 
barkeit des Feldes in der Umgebung der Schirmkante). 

Aus der Lésung des Beugungsproblems fiir die Offnung erhalt man zu- 
gleich die Lésung fiir den komplementaren begrenzten Schirm mit Hilfe 
des verallgemeinerten Babinetschen Prinzips?. 

Aus (1) folgen durch Elimination die vektoriellen Wellengleichungen 


AE) a REO) =0 
= ag | (x2 = 6 lh = (3) 

AH) + k2 HS) =o | 

mit den Nebenbedingungen 


div E® = div H® =o. (4) 


Die Losung der Wellengleichungen (3) allein wird gegeben durch das 
Kirchhoffsche Integral 


u(P) = f |u(Q) SE-8) _ 00) Grp, Q)] af (5) 


on on 


Satz 


fiir jede der sechs kartesischen Komponenten uw des Feldes. Darin ist 
Oe 6) 


die Greensche Funktion des unendlichen Raumes. Ferner bedeuten: 
C= Ouvellpunkt, P = Aufpunkt, S = Schirm, A = Offnung. 


Mit der Kenntnis der Randwerte u(Q), ee lost (5) das Beugungs- 


Ui 
problem fiir den ganzen Raum. Bekanntlich erlaubt die Spiegelungs- 
methode die Darstellung des Kirchhoffschen Integrals in zwei Formen 
mit einheitlichen Randwerten: 


u(P) =2 [ u(Q) ) ale (7) 
S+A 
u,(P) =—2 [ “2° G(P, 0) alo. (3) 
SA 


Nun erfordert das elektromagnetische Beugungsproblem dartiber hinaus 
die Erfiillung der Nebenbedingungen (4). Sie bewirken, daB das Beu- 


gungsfeld bestimmt ist allein durch die Tangentialkomponenten von E 


13 MEIXNER, J.: Ann. Phys. (6) 6, 2 (1949). 
Z. Physik. Bd. 156 
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und H in der Schirmebene; die Normalkomponenten des Feldes sind 
dann aus den Nebenbedingungen (4) hinzuzubestimmen. Die dem elek- 
tromagnetischen Beugungsproblem angemessene Formulierung des 
Kirchhoffschen Integrals verdankt man KoTrLeR™ und FRANZ. Sie 
lautet: 


> 


E(P) =rotp f (7 x E(Q)) G(P, Q) dfy — | 
Sia in (9) 
ts rotprotp [ (n x H(Q)) G(P, Q) dfo | 


S+A 


H(P) = 1 rotprotp [ (7 x E(Q)) G(P, Q) dfo+ 


tO Mh 
nee (10)| 


+ rotp | (x H(Q))G(P, Q) dfo, 
SA 
wobei ” die nach auBen gerichtete Normale der Schirmebene bezeichnet. 
Auch diese Gleichungen kénnen nach dem Spiegelungsprinzip in zwei 
Formen mit einheitlichen Randwerten aufgespalten werden!*: 


E,(P) =2rotp [ (% x E(Q)) G(P, Q) df 


5 = (11) 
H, (P) =—2— rotp rotp [ (x x E(Q))G(B, Q) df 
1 [h oa 
Ey Peas A= rotprotp [ (% x H(Q)) G(P, Q) dfg 
Ee ne (12) 
H,(P) =2rotp [ (% x H(Q)) G(P, Q) dfo. 
S+A 


Diese Gleichungen legen wir im folgenden zugrunde. Sie geben die 
Lésung des Beugungsproblems fiir den ganzen Raum, sofern die Rand- 


werte E\(Q), H)(0Q) in der ganzen Schirmebene bekannt sind. Die 
Bedingung der idealen Leitfahigkeit des Schirms legt jedoch nur die 


Werte von BE auf dem Schirm und von H, in der Offnung fest: 


E\(S)=0, H(A) = H(A), 3) 


BE) in der Offnung und H, auf dem Schirm sind unbekannt und die ver- | 
schiedenen Annahmen iiber diese Werte kennzeichnen verschiedene Nahe- | 


14 KorrTrer, F.: Ann. Phys. (4) 71, 457 (1923). 
15 FRANZ, W.: Z. Naturforsch. 3a, 500 (1948); vgl. die ausfiihrliche Darstellung | 
in Ergebn. angew. Math. 4 (1957). 

16 LUNEBERG, R. K.: Mathematical Theory of Optics. Brown University 1944. 
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rungsverfahren zur Lésung des Beugungsproblems. Die Kirchhoffsche 
Naherung setzt 


E\ (A) =E(A), Hf, (S) =0. (14) 


Fir das skalare Beugungsproblem haben MEIXNER und FrRitTzE ge- 
zeigt, daB die beiden Formen (7) und (8) des Kirchhoffschen Integrals 
verschiedene Naherungsqualitat besitzen ; (8) ergibt die bessere Naherung. 
Ein entsprechendes Verhalten kann man auch im elektromagnetischen 
Fall erwarten. Das Beugungsfeld ist im wesentlichen durch die Rand- 
werte in der Offnung bestimmt, wahrend vom Schirm nur ein schmaler 
Saum von der Breite einiger Wellenlangen um die Offnung beitragt. In 


(12) gehen aber die iiberall in der Offnung bekannten Randwerte von H, 


ein, in (11) dagegen die dort unbekannten Werte von Ee Die Form 
(12) wird also, abgesehen von der unmittelbaren Umgebung des Schirm- 
randes, der Form (11) in der Naherungsqualitat tiberlegen sein. 


2. Die Braunbeksche Methode 


Die Kirchhoffsche Annahme (14) gibt nur eine sehr grobe Naherung 
fiir die wahren Randwerte, insbesondere in der Umgebung des Off- 
nungsrandes. Um eine bessere Naherung zu erhalten, hat BRAUNBEK? 
vorgeschlagen, als Randwerte fiir jedes Randkurvenelement die Werte 
der strengen Lésung von SOMMERFELD? fiir die vollkommen leitende 
Halbebene einzusetzen. Die so erhaltene Naherung wird um so besser 
sein, je grOBer der Kriimmungsradius in einem Randpunkt im Vergleich 
mit der Wellenlange ist, d.h. fiir ka>>1. 


Zur Herleitung der Randwerte nach der Braunbekschen Methode im 
elektromagnetischen Fall gehen wir aus von der Sommerfeldschen L6- 
sung fiir die Halbebene. Das Feld einer GréBe uw, die der Wellengleichung 
 Au+k?u=0 geniigt und auf dem Schirm die Randbedingung 


0 lage 9 (15) 


lL), 4 (S) =9, bzw. II) 20 


-erfiillt, wird fiir die einfallende Welle e’** gegeben durch 


4 T wi 
uy =e 4 le” f bP dr—e“” Peas (16) 
yx —=00 —co 
Th ay 
1 ae : i 2 —iy it? 
Uy es 4 |e’ ih oe dt+e” | Oe wheel « (17) 
68 =o 


6* 
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Darin ist (Fig. 1) Bs 5 
a Lo ee 
y =krsing, T =\/2krsin — —- ——— 2 2? sit —— 


Die Falle I, II entsprechen im elektromagnetischen Problem den Fallen, | 
in welchen der elektrische Vektor parallel (a-Fall), bzw. senkrecht, 


(2) 


Fig. 1. Zur Beugung an der Halbebene 


(o-Fall) zur Schirmkante schwingt. Die Lésungen der Maxwellschen 
Gleichungen lauten in diesen Fallen 


| | 
: | 
1 Ou 1 Ou | 
Ez; =0 | HH, = — —— ay te = seeps |) leis =O 
e | : 1Op OZ % tk 0¢ | 2 
| pears 
E, = Uy | lel == (0) By, = 0 | lel. = \z Uz 
| E 
1 Ou 1 ou | 
E,=0 SET a a ee Eo ge ps, Se Seen 
tmp O€ , ik iS | fd 


n-Fall o-Fall 
Sy 4 S A 
Es 0 | 0 ) 1— ®(—k&) + W(—k6&) 
E; Jo Ce 1— B(—k&) (0) 0 
M He | — O(kE) + W(RE) =f ) ) 
OY ed oy i i at ee | 
Lien 0 0 P(E) 1 
E 
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| Darin bedeuten 
| 2 


CO) = = eta [ ead 1 I (Gh —— 


Wir betrachten nun eine (in x-Richtung) linear polarisierte elektro- 
magnetische Welle, die senkrecht (in z-Richtung) auf eine beliebige 
| Offnung A in einem ebenen Schirm S in der (x, y)-Ebene auffallt: 


= F iP : 
EO 040) eike. Is H) — (0, 4, 0) ike (21) 
5 


Fig. 2. Koordinaten in einem Randpunkt 


Die Randwerte fiir einen Punkt der Schirmkante im (&, 7)-System (Fig. 2) 
erhalten wir durch Superposition der a- und o-Falle: 


— | 
| Et | Es | \Z HE [ue us 
i € 
| | (22) 
S 0) (6) (® — WY) sin p | @ cos p 
Be (4 — G+) cos p (ene) sin p ‘sing ? cos p 
| 
: und, nach Transformation zum (x, y)-System, 
(23) 
S 0 0 —+Wsin2y |® — 3 V(1 — cos29) 
A 1— B42 (1 + cos29) LW sin 29 ) 1 


Mit diesen Randwerten werden (11) und (42) die Ausgangsgleichungen 
der Braunbekschen Naherung. Sie lauten in kartesischen Koordinaten: 
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a) ae) 
mer . is a A 
/ (s\n 27 * @G ; x (0G CG 
le ON ik i \z3 ox by ee Ee a - af 
A 
Ha) —_ 2 Eee ae « @G 
IE =~ ik I| olga + ga) 49 On Oy a 
A 
ys) — 2 [ [ge @G px 26 
TE ct bie) <0y Oz Ey Ox Oz ay 
A 
Es) —_ 2 (@ GW 
A 


ye 8G, ae oe Nii 2G 
+f {|/ He Ox Oy gk a Hy oe a salt 
SJ 


+ {lV GE + 23) + Jens 2e ai 


= oye 2G ak ce | 
a * Oy Oz € Hy aera 
S 

ie 0G aG 
Zag 21 Seo HE 77* 

r Q=-2 (ric ene 

A Ss J 

ae aG 

2H) =2) [ sat 


A 
+ J [Vet se + Yeas geet. 


(25) | 
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Um die Voraussetzungen der Braunbekschen Methode zu priifen, 
vergleichen wir in den Fig. 3 und 4 die Randwerte (19) mit den Werten 
der strengen Loésung fiir die kreisformige Offnung!? fiir ka=10. Es 
ergibt sich gute Ubereinstimmung in einem an den Rand anschlieBenden 


—+ -4, 
€ 
b 
Fig. 3a u. b. Randwerte der Normalkomponenten der elektrischen und magnetischen Feldstarken in der 
Schirmebene. Strenge Lésung fiir die kreisformige Offnung (ka = 10); --------- Sommerfeldsche Rand- 


werte. a Realteil von E¢, b Imaginarteil von E¢. (Zugleich Realteil baw. Imaginarteil von 1 + Vule Hg bei 
Vertauschung von S und A) 


Saum von der Breite etwa einer Wellenlange, dagegen zeigen sich in der 
Umgebung des Mittelpunkts der Offnung betrachtliche Abweichungen. 


Man sieht aus den Figuren, daB sowohl EB, (A) wie H, (S) noch in ziem- 
licher Entfernung vom Rand erhebliche Schwankungen um die Kirch- 
hoffschen Werte 1 bzw. 0 als Mittelwerte ausfiihren, die erst in einem 
Abstand von etwa 5 Wellenlangen auf 10% der einfallenden Amplitude 
abklingen. Da die Braunbeksche Ersetzung der wahren Randwerte 
durch die Sommerfeldschen nur unter der Bedingung Radius > Saum- 
breite zulassig ist, wird man eine brauchbare Naherung zunachst nur im 
Bereich ka>>10z erwarten. Tatsachlich zeigt sich, daB die Annaherung 
auch fiir ka-Werte weit unter 10z noch recht gut ist. 
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Die Randwerte E; und H; sind singular in der Umgebung der Schirnt| 


kante, und zwar verhalten sich die Funktionen @(z) und Y/(z) fiir groBe 


z wie z~3. Die Braunbekschen Randwerte geniigen somit im Gegensataff 


zu den Kirchhoffschen der Meixnerschen Kantenbedingung, wie bereits 
BouwKanmp?’ fiir die Sommerfeldsche Lésung nachgewiesen hat. 


2p 


Fig. 4a u. b. Randwerte der Tangentialkomponenten der elektrischen und magnetischen Feldstarken in der 
Schirmebene. Strenge Lésung fiir die kreisformige Offnung (ka = 10); --------- Sommerfeldsche Rand- 
werte. a Realteil von E,3 b Imaginarteil von E, . (Zugleich Realteil bzw. Imaginarteil von 1 — )u/e H, bei 


Vi noeres hing von S und A) 


3. Das Fernfeld der kreisformigen Offnung 


Wir wenden nun die Braunbeksche Methode an auf eine kreisférmige _ 
Offnung vom Radius a'um den Ursprung in der (x, y)-Ebene. Fiir diesen | 


Fall legen numerische Werte der strengen Lésung im Bereich OX ka<10 


vor!’, mit denen die Resultate der Braunbekschen Naherung verglichen | 


werden k6nnen. 


Zunachst berechnen wir die Intensitat im Fernfeld. Da im Fernfeld | 


gilt eee IE , kénnen wir uns auf die Intensitat des elektrischen 


i BouwKamp, C.J.: Physica, Haag 12, 467 (1946). 
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Feldes beschranken. Es ist in Zylinderkoordinaten Q = (09, Po» 9), 
P=(op, p;2), Ifp=09 409 dG. Mit Ry =(0%2+22)!>>a gilt nahe- 
rungsweise (Fig. 5): 


1pg Ry — eg sin y Cos (pp — Pg) 
und 
ikR, 


G(P,Q) = exp [— 7k 9 siny cos (pp — Yo) | - (26) 


é 
4m Ro 


cos «, cos B, cos y bezeichnen die Richtungscosinus von R,). 
? We 0 


(2) 


Fig. 5. Zum Fernfeld der kreisformigen Offnung 


Die Integration tiber gg in (24a) und (25a) mit Hilfe der Integral- 
darstellung der Bessel-Funktionen 


22 

[ exp[— the siny cos (pp — Fo) 4 Pq = 27 Io(he sin y) 

0 

22 : 

f Sn * Pl exp [— ike siny cos (pp — Fo) ]4 Yo Cn 
COS2 Yo 


= 27 A Pel F (hosiny) 
COS 2 Yo 


ergibt fiir das Fernfeld: 


tk Ro 1 o 
. FAVA : (A) 
E\s) =—ik , cosy [Too — 1 ) + > (KG cos 2-K$ | 
ikR, 
epee aie dees KA) (28) 
Biy =the cosy| 5 sin 2g: Ky 


tk Ry 4 is aA 
Et) = ik £—— cos. [Too aa a) eae ee kK »| 


0 
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tkR, Xo F 4 
EY) =—ik — ‘sinta (Zoo + I's) — ; K(s) — 5 008 29 KS)\+ 
0 
2u ; cosa cosf sin 2 Kp) 
it dani 1 7(s) 1 7(s) 
ES) = ik —.— |cosacosB (Zoo 1 7's) > O 5 698 29K} )+ 
; (29) | 
+ = sin®B sin 29 KS) 
: ae 1 
ES = 7 k= cosa.cosy (Tyo + If) — 5 Ki -s cos 2 Ky) — 
£3) 


= > cosB cosy sin 2p Ky] 


mit den Abkiirzungen 


es = I,(koesiny) odo = L,(kasiny), (30) 


ery 


= [© [e(a — 0)] Ip (kesiny) odo 


0 


=|) PTR ( (a—)\Io, 2) (ke siny) ode 


0 


[oe) 


Ty) = J ®[k(@ —a)] Ig(kesiny) ode 


a 


Cc 


Kila = SP [A(o—a)] Lo, y(kesiny) ede. 
Diese Integrale werten wir aus fiir ka>>1. Wir setzen¢ = -+-k(a—o) und 
bemerken, daB die Hauptbeitrage zu den Integralen nur von der Um- 
gebung von ¢ =O herriihren. Dann verwenden wir unter der weiteren 
Voraussetzung kasiny>>1 die asymptotische Darstellung der Bessel- 
Funktionen 


I(o,2) [(ka £6) siny] 
=e | (ka +6) siny} "cos 


(ka +6) siny — 2] t 


Die entstehenden Integrale werden ausgewertet fiir ka—>oo mit Hilfe 
der Beziehungen® 


f OG) et#srat = + 14 4 4siny)-¥] 


siny 


He (33) 
| Y(C) c= ergo 1 (1 sing) * 


0 
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Nach einiger Rechnung® ergibt sich schlieBlich fiir den zeitlichen Mittel- 
wert der Intensitaét des Fernfeldes iibereinstimmend nach beiden Nihe- 
rungsformen (28) und (29) 


Zig EEG 2 
JES? =|EOP = ieee [1 —cosysin(2kasiny)]. (34) 

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem von BRAUNBEK® unter 4hn- 
lichen Voraussetzungen fiir die Intensitaét des skalaren Feldes hergelei- 
teten, wobei ebenfalls Ubereinstimmung besteht zwischen den nach den 
beiden Formen (7) und (8) des Kirchhoffschen Integrals berechneten 
Intensitaten | u{) |? und | uf) |?. 

Im elektromagnetischen Fall ist jedoch das Ergebnis (34) insofern 
bemerkenswert, als es unabhangig vom Polarisationswinkel @ ist. Nach 
der Braunbekschen Methode sind also die Polarisationseffekte im Fern- 
feld im optischen Grenzfall ka— co véllig verschwunden. Dieses Ver- 
halten stimmt tiberein mit dem der strengen Lésung, bei der die Inten- 
sitat im Fernfeld bereits fiir ka =10 praktisch unabhangig vom Pola- 
risationswinkel ist!*. (Die Polarisationseffekte kommen erst fiir kleinere 
Werte von ka ins Spiel, bis sich das Fernfeld in der Grenze ka—0 auf das 
eines Dipols reduziert). Daraus folgt die Rechtfertigung fiir die iibliche 
Benutzung der skalaren Beugungstheorie im Fernfeld fiir lichtoptische 
Probleme. 

Die Kirchhoffschen Naherungen, die wir aus (28) und (29) mit 
@ —¥ —0 erhalten, liefern 


re 2. 

ERA? = Sea (z sin?B [1 —sin(2kasiny)], (35) 
j a 

JES) = ee, be y sin?«[1—sin(2kasiny)]. (36) 


Abgesehen von der von (34) verschiedenen Richtungsfunktion, zeigen 
diese Ausdriicke durchaus eine Abhangigkeit vom Polarisationswinkel, 
die iiberdies fiir die beiden Formen des Kirchhoffschen Integrals ver- 


schieden ist: 
sin?B = 1 — sin*y cos?» 


sin?« = cos?y + sin?y cos? @. 


In der Einfallsebene des elektrischen Vektors werden diese Winkel- 
funktionen cos? y bzw. 1, und die Ausdriicke (35) und (36) stimmen iiber- 
ein mit den Kirchhoffschen Intensitaten im skalaren Fall (vgl. °). 

Es ist zu beachten, daB wegen der Bedingung ka sin y>1 der Aus- 
druck (34) nur auBerhalb eines schmalen Kegels um die Mittelachse y =0 
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herum giiltig ist. Die Intensitat auf der Mittelachse selbst erhalt man 
direkt aus (28) und (29) mit y=0, und zwar im Grenzfall ka— oo: 


2 — (kay? (Z), (37) i | 


7(s) 
EY o> 


1 
4 


iibereinstimmend fiir beide Formen der Braunbekschen und Kirchhofi- | 
schen Niherungen, ebenso wie im skalaren Fall. Die Strahlungscharak- | 
teristik zeigt also eine starke Hauptkeule um die Mittelachse, deren § 
Intensitat um den Faktor (ka)* gréBer ist als die der Nebenkeulen. § 
AuBerdem erweist sich das Fernfeld auf der Achse als recht unempfind- § 
lich gegeniiber den verschiedenen Naherungsverfahren. 


4. Der Transmissionskoeffizient 


Der Transmissionskoeffizient ¢ einer beugenden Offnung ist definiert 
als das Verhaltnis der gesamten von der Offnung in den Halbraum z > 0 
abgestrahlten Energie zu der auf die Offnung auffallenden Energie. Die 
abgestrahlte Energie erhalt man durch Integration der Feldintensitat | 
tiber eine Halbkugel vom Radius Ry— ov, so daB 


2a 2/2 


=e “tf flee |? siny dy dp (Rj oc). (38) 


o 6 


Leider scheitert die direkte Integration der Gln. (28), (29) infolge mathe- 
matischer Schwierigkeiten, bereits in dem viel einfacheren skalaren Fall. 
Ferner kann man wegen der Bedingung ka sin y>>1 auch nicht den Aus- 
druck (34) benutzen. Es besteht jedoch eine Beziehung zwischen dem 
Transmissionskoeffizienten und der Amplitude des Beugungsfeldes auf 
der Mittelachse. Dieses sog. ,,Cross Section Theorem‘ ist zuerst von 
LEVINE und SCHWINGER?® fiir skalare Beugungsprobleme verwendet 
worden und lautet fiir den Fall senkrechter Inzidenz (A = Amplitude 
der gebeugten Welle): 


us) 
— 2 “y=0) 
Seti es et m Aya) =— USS = Sa (39) 
Fc 
t Ry 


Im elektromagnetischen Fall gilt eine entsprechende Beziehung8, die 
wir im folgenden herleiten, und zwar der Einfachheit halber fiir das 
komplementare Problem der Kreisscheibe. Hier definieren wir den Streu- 
koeffizienten t als das Verhaltnis der von der Scheibe S abgestrahlten 


18 Levine, H., u. J. SchwincER: Phys. Rev. 74, 958 (1948). 
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5s 


Energie der gebeugten Welle E“), H) zu der auf die Scheibe auffallenden 


= 


Energie der einfallenden Welle E®, H, Dann gilt auf Grund des Babinet- 
schen Prinzips 
2 (40) 


Bezeichnen wir mit S=1(E x H*) den komplexen Poyntingschen 
Vektor, so ist 


Re f Saf 


oe S45 — a M Re [ 3 ate (41) 
Rows dpe 7 ee . 
S+S’ Palys 


(S = Lichtseite, S’ = Schattenseite der Scheibe). Es ist 


Wi SMaf = fo HY* = BO HO *\a/, (42) 


und wegen der Randbedingungen (2) fiir die Tangentialkomponenten 


c= elektrischen Feldes auf dem Schirm EY) = —E), 2) —0: 
ps8 a7 — = Bo) fH ay | 

SEY See (43) 
=— ED (0) { (Hy —H®,)*af =— J Stat, | 


worin J die Flachenstromdichte auf der Scheibe bezeichnet. Diese 


bestimmt das Beugungsfeld, dargestellt durch das Vektorpotential A), 
gemaB 


AO(P) =p J J(Q) G(R, Q) df. (44) 


Das Feld selbst bestimmt sich aus 


—> 


EO =iw A — grad. (40) 
Wegen 
p(P) =~ [ o(Q)G(P, Oar, (47) 


s 
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worin o die Flachenladungsdichte bezeichnet, verschwindet grad, Q 


im Fernfeld in Richtung y =0, und es bleibt 


Mit (43) wird 


(* 25 > ES bs 
(s) Jf = x(y=0) 
imp e ikR, 
ee 4m Ro 
und schlieBlich 
E(s)* 

fF eZ x (y=0) 

toe Re TAR, 

tk ~ 


in Analogie zu (39). 
Die Gln. (28) und (29) reduzieren sich fiir y=0 auf 


: a 
ek Ro 


EP, =— ik [(1-© + FP) ede, 


ee f(o-£¥) ode], 


a 


(Seer =—tk 


und wir erhalten fiir den Transmissionskoeffizienten 
h=1— Re [2—W) ede, 
0 


4 =1+—yRe [ 2D—W) edo. 


a 


Mit der Substitution k(a—@) =+¢ in (53) bzw. (54) wird 


= 1— aoe Re [ (260) — YO] (ha —d) ab, 
tp =1 + Tae Re [ [2()— P(0)] (ha +6) dé. 
Wegen : 
@(t) =1—F lt 
und 


reriy=) =c(V 28) +s(V22) 


(48), 


(57) 


(58) 
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wobei F(z) das Fehlerintegral und C(z), S(z) die Fresnelschen Integrale 
bezeichnen, laBt sich das Integral in (55) durch partielle Integration 
geschlossen auswerten. In (56) benutzen wir 


[e.e) oe) 


POa=>, fe@ca=—3 


u 

— 
al 
Ke) 

ect 


fWOa=i, fPElay=—4. (60) 


Es ergibt sich nach einiger Rechnung& 


1 pa Pies oe 
4=(1-— Gives Z 
a aioe V3 ka) + (V3 ka)| + 61) 
1 nm rm ae 
ene cos (ea se =) + oe sin (ka +e 7) 
=o Rae 
pe eae (62) 
Die asymptotische Entwicklung von (61) fiir ka > 1 lautet 
A 
cos|ka + — 
poate Ms a) 


4 (ka)? x (ka)? 


Die Werte von ¢, und ¢, nach (61) und (62) sind in Fig. 6 dargestellt. 
Der Vergleich mit den aus der strengen Lésung berechneten Werten des 


700 


Ctr) 5 70 75 20 


—- kag 


Fig. 6. Transmissionskoeffizienten der Braunbekschen Naherungen, berechnet mit Hilfe des Cross Section 
Theorems 


Transmissionskoeffizienten™»!2 (Fig. 7) zeigt erhebliche Abweichungen 
der Naherungswerte vom wirklichen asymptotischen Verhalten. Ins- 
besondere hat der oszillatorische Anteil von (61) gegentiber dem der 
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| 
| 


strengen Lésung nur die halbe Frequenz und eine um den Faktor ka) 
kleinere Amplitude. Andererseits ist der oszillatorische Anteil asympto- | 
tisch gegeben durch den Term ~(ka)~?, um den sich die Ausdriicke (62) 
und (63) unterscheiden; dieser geht somit tiber den Rahmen der Braun- 
bekschen Naherung hinaus. 

Die genannten Abweichungen sind darauf zuriickzufiihren, daB wir 
zur Berechnung von ¢ das Cross Section Theorem (50) verwendet haben, 
das in strenge nur fiir die exakte Lésung gilt und bei der Anwendung auf | 


20 


15 


OS 


0 72 4 6 8 70 
—- ko 


Fig. Js 


Transmissionskoeffizienten der strengen Lésung und der Kirchhoffschen Naherung, berechnet durch 
Integration tiber die Feldintensitat 


eine Naherungslésung zusatzliche Fehler hineinbringt. Wir wollen das 
an den Kirchhoffschen Naherungen erlautern. Fiir diese ergeben sich 
aus (28) und (29) die Intensitaéten 


ERI? = (4) (gaze — cost) I? (ka siny) (64) 
ER = (2) (a — Sin® @) HF (ka sin 9). (65) 


(Die Gln. (35) und (36) sind die asymptotischen Ausdriicke hiervon fiir 
kasiny>1). Die Integration in (38) liefert mit Hilfe der Beziehungen | 
n/2 4 
* Ij (kasiny) al 
| siny FE oy 2 f lip 


(66) 


n/2 2ka 


| I} (ka sin y) siny dy = 7 | I,(z) dz (67) 
0 6 
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in beiden Fallen tibereinstimmend 


2ka 


0 (68) 
= {= 1,(2ka) = = [I (2ka) Sy(2ka) — Iy(2ka) S,(2ka)). 


(So, Sy = Struvesche Funktionen). 


Der Ausdruck (68) ist ebenfalls in Fig. 7 dargestellt und hat ersichtlich 
die richtige Frequenz und Phase des mit ka oszillatorischen Anteils. 
Dagegen folgt bei Benutzung des Cross Section Theorems 


eae (69) 


dieses liefert also nur den extremen geometrisch-optischen Grenzwert. 

DaB das Cross Section Theorem zusatzliche Fehler hineinbringt liegt 
daran, dai darin (bei senkrechter Inzidenz) nur die Werte des Fernfeldes 
auf der Mittelachse eingehen. Diese ist aber die Symmetrieachse des 
Problems, wo sich die Fehler einer Naherung verstarken. Das Cross 
Section Theorem erfaBt also das Feld eines Naherungsverfahrens an der 
ungiinstigsten Stelle, und die daraus berechneten Werte des Trans- 
missionskoeffizienten sind schlecht geeignet zur Beurteilung der Nahe- 
rungsqualitat eines solchen Verfahrens. 

Aus dem Unterschied von (68) und (69) ist ersichtlich, da sich die 
Benutzung des Cross Section Theorems vor allem auf den oszillatorischen 
Anteil von ¢ auswirkt. Es liefert offenbar nur die Mittelwerte des Trans- 
missionskoeffizienten korrekt. Fiir das entsprechende skalare Beugungs- 
problem haben LEVINE und Wu?® mit Hilfe eines Variationsprinzips fiir 
die Feldverteilung in der Offnung die Korrekturen zum geometrisch- 
optischen Wert des Transmissionskoeffizienten berechnet und erhalten 
mit der Randbedingung u(S) =0: 


und mit der Randbedingung ae ==1() 


1 ig 
fe =O (Ra) 8]: 74 
(=1— Fh, + ol(hay§ (71) 
! 19 [evINe, H., u. T.T. Wu: Stanford University, Applied Mathematics and 
| Statistics Laboratory, Technical Report No. 71 (1957). 
Z. Physik, Bd. 156 7 
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Die Mittelwerte dieser Ausdriicke stimmen tiberein mit (62) und (63). 


In beiden Fallen ergibt sich der Korrekturterm — Rees zum geome- 


trisch-optischen (Kirchhoffschen) Grenzwert (69). DaB dieser fiir die 
ebenen Beugungsprobleme charakteristische!® Term in der Braunbek- 
schen Naherung richtig herauskommt, laBt erwarten, daB diese den asymp- 
totischen Wert des Transmissionskoeffizienten bei Integration iiber die 
Feldintensitat bis zu der Ordnung (ka)? korrekt wiedergibt. 


Zeitschrift fiir Physik 156, 99—116 (1959) 


Aus dem National Physical Research Laboratory, C.S.I.R., Pretoria, South Africa 


Beugung elektromagnetischer Wellen 
in Braunbekscher Naherung. II 


Von 


WILHELM E. FRAHN 
Mit 10 Figuren im Text 


(Eingegangen am 1. Juni 1959) 


The extension, given in a previous paper!, of BRAUNBEK’S approximation method 
to the diffraction of electromagnetic waves, is applied to the near field of the circular 
aperture and the circular disk. The field distributions along the central axis and 
in the plane of the screen are calculated and compared with the results of both the 
rigorous solution and KiRCHHOFF’s approximation. The relation of BRAUNBEK’S 
method to other approximation methods for the optical region is discussed. 


In einer vorhergehenden Arbeit! wurde die Verallgemeinerung des 
Braunbekschen Naherungsverfahrens? fiir die Beugung elektromagneti- 
scher Wellen angegeben und das Fernfeld der kreisférmigen Offnung 
berechnet. In der vorliegenden Arbeit betrachten wir das Nahfeld der 
kreisférmigen Offnung im idealleitenden ebenen Schirm und der ideal- 
leitenden Kreisscheibe und berechnen die Feldverteilung auf der Mittel- 
achse und in der Schirmebene. Die Resultate werden verglichen mit den 
Werten der strengen Lésung* sowie mit denen der Kirchhoffschen 
Naherung. 

Die Untersuchung des Nahfelds ist besonders wichtig fiir die Beurtei- 
lung der Giite eines Naherungsverfahrens, da dort die Feldstruktur 
wesentlich komplizierter ist als im Fernfeld und empfindlich abhangt von 
den Annahmen iiber die Randwerte, die das Verfahren kennzeichnen. Im 
Fernfeld wirken sich die charakteristischen Unterschiede zwischen den 
verschiedenen Naherungsmethoden vor allem auf das Feld bei gr6éBeren 
Beugungswinkeln aus, sie sind jedoch experimenteil schwer feststellbar, 
da dort die Feldintensitat fiir kleine Wellenlangen um viele GréBen- 
ordnungen kleiner ist als auf der Mittelachse. Ferner werden die das Nah- 
feld beherrschenden Polarisationseffekte im Fernfeld fiir kleine Wellen- 
langen verschwindend klein, und die charakteristischen Unterschiede 


1 Fraun, W.E.: Z. Physik 156, 78 (1959), im folgenden mit I bezeichnet. 
2 BRAUNBEK, W.: Z. Physik 127, 381, 405 (1950). 
3 ANDREJEWSKI, W.: Diss. Aachen 1952. — Z. angew. Phys. 5, 178 (1953). 


Z. Physik, Bd. 156 8 


100 WILHELM E. FRAHN: 


zwischen dem elektromagnetischen und dem skalaren Beugungsproblem 
treten nicht zutage. 


In neuerer Zeit ist das Nahfeld kreisférmiger Offnungen im Ultra- | 


kurzwellenbereich mehrfach experimentell untersucht worden*:*.®. Ob- 
wohl die Messungen mit den Resultaten der strengen Lésung qualitativ 
gut in Einklang sind®, reicht ihre Genauigkeit (infolge unvermeidlicher 
Feldst6rungen durch Sonde und Zuleitungen, und weil die Vorausset- 
zungen der Theorie: unendlich diinne Schirme und ideale Leitfahigkeit, 
in praxi nur naherungsweise realisierbar sind) nicht aus, um zwischen den 
verschiedenen Naherungsverfahren quantitativ zu entscheiden. Wir 
werden daher zum Vergleich nur die Werte der strengen Lésung heran- 
ziehen. 


Das Verhaltnis der Braunbekschen Methode zu anderen in neuerer 
Zeit entwickelten Naherungsverfahren fiir das optische Gebiet, welche 
die Kirchhoffsche Naherung zu verbessern suchen, ist gekennzeichnet 
durch ihre Erfiillung der Meixnerschen Kantenbedingung’. Die bis- 
herigen Approximationsverfahren ®: 9:1 stimmen mit dem Kirchhoffschen 
darin iiberein, daB sie die Kantenbedingung verletzen, und es zeigt sich, 
daB sie keine Verbesserung der Kirchhoffschen Resultate ergeben. Dem- 
gegentiber geht das Braunbeksche Verfahren von einer Randfeldvertei- 
lung (der der Sommerfeldschen Halbebene) aus, die der Kantenbedin- 
gung gentigt. Diesem Umstand ist es zuzuschreiben, daB die Braunbek- 
sche Methode erstmalig ein Naherungsfeld mit dem richtigen asymptoti- 
schen Verhalten im lichtoptischen Grenzfall ka— oo liefert, wie im fol- 
genden gezeigt wird. 


1. Die Gleichungen fiir das Beugungsfeld 


Wir gehen aus von den Grundgleichungen I(24), (25) und speziali- 
sieren sie auf die kreisférmige Offnung vom Radius a. Dann wird 


27 a 27 (oe) 
Saf=Jdgyofdegeo, JSadf=Sdegof deg oo. 
A 0 0 S 0 a 


Die Argumente der Funktionen ® und Y sind k (a — gg) in den Integralen 
iiber die Offnung, k (09 — 4) in denen tiber den Schirm. Es ist in Zylinder- 


4 ANDREWS, C.L.: J. Appl. Phys. 21, 761 (1950). 

° SEVERIN, H.: Z. Naturforsch. 1, 487 (1946). 

® Exrvicu, M. J., S. SILverR u. G. HELD: J. Appl. Phys. 26, 336 (1955). 

7 MEIXNER, J.: Z. Naturforsch. 3a, 506 (1948). — Ann. Phys. (6) 6, 2 (1949). 
8 Mécricn, F.: Ann. Phys. 83, 609 (1927). 

® ANDREws, C.L.: J. Appl. Phys. 21, 761 (1950). 

10 BEKEFI, G.: J. Appl. Phys. 24, 1123 (1953). 
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koordinaten 
EE Oi Vo +2, % = 0» + 00 —2o0p 09 COS (Pp — Yo) (1) 
und mit Benutzung der Formel von SOMMERFELD: 


elkr PQ Pd bee ee 4 —|z| 72 — he 


G(P, Q) =- = “= sq | Tolan) ace 1e*. 10) 
: | 


47 9PQ are +e 


Mit Hilfe des Additionstheorems der Bessel-Funktionen in der Form 


CO 


Ty (A7%) =1o(Ae9) Io(Aor) +2D>) 1, (Ao) I, (A@p) cos [2 (pp — Yo) | (3) 
i 
ergibt die Winkelintegration 
27 
IGE Q) dg =4 Sbo(eo Op), (4) 
an 
[cos 2 Po| [cos S29 Bi 
GP, 0) Ze. = + Ss) OO 
| in 2g, | OP 2) 0 = 8 P| Baloo 02) 5) 


Hier, wie im folgenden, verwenden wir die abkiirzende Bezeichnung 
(oe) 


(a= 


Sa (20 Op2) = | hs (Ado) I, (A@p) : Ve—R Ave A. (6) 
0 


-Damit wird das Beugungsfeld im Schattenraum z= 0 der Offnung, nach 
den Gln. I (24), (25) fiir die beiden Formen (Indizes 1 und 2) des Braun- 
bekschen Verfahrens: 


a 


E!) = f(t DP +. P= -Sho@dg —— cos 20 ff ES AWAD 


0 
| £9, =— + sin2y pee i S9,0do (7a) 
0 
EY) = — cos [(1- +2 ¥) Sti ede— : [v7 shede), 


0 0 
8* 
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a 


tk H AS tsinzg] f (1-9 + 4%) SAa020-- 
z 
0 


ai [ ¥( Za Ste ‘ t shiede| 


F Oz 
0 
in| He, --f let oe a wis Soe — 5 So) ede — 
—— fern COS 20| [( —-G+—> Y) Si2040 + 
0 0 
+ [¥(Z si,— $St] edd 
0 


fl ~©+4)~ Shred t 


0 


+> | Ye Shedel 
é 
ite fens * Séa) edo — 
’ 
fle sels )ete 
+ fusteede oudpan 
sd (Nes 1p) St,0d0— [eB { Sh}ede 
ik EY, = sin29 | f streae+ fle oe) St,0d0— 
’ 
- frig tssead 
ik EY. =—cos¢ i SH eae Soi 49 — 
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fe s {| 5 > ‘4) 
(es Hy => sin2p f S$.o0do 


a foe) 


pene Pa 1 é 
ue HS, =— | a Stogde— { (®— 5 Y) 5; Boe de— 
0 a 
1 8 x 
— = 0s 29 | 7 oe 532040 (8b) 


a 


[ee 


I= o : 
| Hy? =—sing| f Shiede+ | (o—+w Stiodo + 
0 a 


+4 [¥ Shedd). 


Bei der Herleitung von (7) und (8) haben wir die folgenden Beziehungen 
fiir die Bessel-Funktionen benutzt: 


| ola it axe) 2 Te ee 4 
Be ap) 0 —— a tay el et =Pielde), (40) 
| 


Se 1) 0 _ fe od) _ 42 
(sae t+ 5 Gp) Foe) =(Ge2 +o Go) 24@) = Pialdo)- (1) 
2. Das Feld auf der Mittelachse 
Fiir 0p =0 verschwinden alle S',,, mit m=-0 und es bleibt 
a 
; a 1 é 
[ E8@=— { (1-8 +5 ¥) 57 Shoode, (12) 
0 
. j2 1 2 
\ju @=—-Zf/(1-8+5 |e S00 — 5 So) de 
aoe (13) 
1 
a sin | Y Shoe de, 
0 
a 0° 
BY) (2) = al (5 S80 — 5 Sto) 049 — ; 5{(@-3 } P) x 
0 “a (14) 
pis 
x(% Sbo— 4 Siolode +5, | ¥ Stoode, 


ee o é / 1 a) 
[V4 #8@=— [gStoede—f(P-7¥)z,Stoode. (15) 
0 
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Die von ® und Y freien (Kirchhoffschen) Anteile kénnen exakt ausge-| 
wertet werden. Es 1st | 


a 
— | $-Sole 02) edo =e" ~~, tha 
. 

1 Ge os 1 S2 d 
mer: Bae Soo (@ 02) — a 00 (002)| ede 
ee | 

ike 2a +- ae pik (at+24)3 ¥ we gre +27)? 

a® + 2 2ik (a2 + 22)8 ‘ 


(2) 


Fig. 1. Zum Nahfeld der kreisformigen Offnung 


wobei wir in (17) benutzt haben: 


f Sto(002) ede =a Sto(a02) =—a 5 Sho(a02) 
0 


B pik (a?-+22)® | 


Mit der Bezeichnung (vgl. Fig. 1): R =(a? + 2?)#, cos 0 = = ergibt 
die Kirchhoffsche Naherung 2 


Ee Hs) ()=e**—(4 = ‘ sin?@)ei*® — 1 sine (20) 
K 2% é K1y 2 2 Apa ie 
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Die Hauptbeitrage der Integrale, die ® und WY enthalten, kommen fiir 


groBe ka von dem schmalen Randstreifen oxa---a—*, und wir 


verwenden die Naherung 
SY es —tk(a—o)sin® 
o0(@02) y —,-e ; (21) 
ass . 
“Feo © C08 O [ik — Z) Sto, (22) 
Ce i i 1 i 
S Sie 7 Stow — [A (1— sin?) + (ie — = pint) SRooe) 


S2y ~ — sin?@ le? +4 [iA — ral Stee (24) 


Nach den Substitutionen k (a — 9) = + ¢ erstrecken wir in den Integralen 
iiber die Offnung die obere Integrationsgrenze ka nach unendlich und 
erhalten unter Verwendung von [vegl. I (33)] 


a 


i are ¥) Stoo de may oe aes (25) 
Piece) tenn oaicae |e 
[eSheten— fete, tn 
. 
fv Stogdgr—— kk 2 a (28) 


fiir die Braunbekschen Korrekturen: 


Ped Uareyaall ae sg were aa a 


7 s BA Py lip Seestoy7 ines ies eae 1 tkR 
\“ H's) (2) =|1 5 sin’ (1+ 5 sin@) (1 sin@)!] ¢ 


Bly 
| a wth aehaasa) 
abl -(1— 24 -))i— Ssint@ —(1— 2 aS ssn) | say SW aaa 
ikTR ikR 2 | (4 — sino)! 
BS) (2) = he - sin? @ — (1— + " cin 0) Deen 
(31) 
LE iene es be ee Votes (i+3 fa) —sin@ gtk R 
mn ue oral 2a faze Ie pene)! 


cos O — (1+ ; sin 0) (1—sin@)!] ei. (32) 


iy; (s) == = sane 
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Insgesamt ergibt sich, bis auf Terme der Ordnung (k R) +, fiir das Feld 
auf der Mittelachse 


ES) (2) = EQ @) =e —f,(2) e*F, (33) 
|/4 #3@ = 2 HB) = —nee (4) 

mit . | ae | ie 
aah == (1 — ; sin 0} (4+sin@)?= 1 = > (1 + a ‘| E + (1 + oat de 


%Q 


t,(2) =(1+ sin @) (1— sino) = [1+ 4 (1+ ma Ja— (4 aie 


Das Feld auf der Mittel- 
achse im Lichtraum z<0 
erhalt man durch Super- 
position der einfallenden 
und der reflektierten Wel- 
le, z.B. 


Bie = | 
— ef Bz) | 


(37) 


Wahrend die  beiden 
Formen der Kirchhoffschen 
Naherung die verschiedenen 
Ausdriicke (19) und (20) 
ergeben, liefert das Braun- 

beksche Verfahren in beiden 

ede fa #2 Naherungsformen iiberein- 

Fig. 2clntensitat der elekinischen Poldstarke dufderMittclachee | SeMm@mende” Keculvtate vac 

der kreisformigen Offnung fiir ka=10. Strenge Lésung, man aus (29) bis (32) ersieht, 

a-2------ Braunbeksche N&aherung, — -— Kirchhoffsche ; a 3 ‘ 

Niherung 1, — -- — Kirchhoffsche Naherung 2 kommt diese Ubereinstim- 

mung dadurch zustande, 

daB in den Braunbekschen Korrekturen Terme auftreten, welche 

die Kirchhoffschen Terme gerade aufheben. Dieser wichtige Um- 

stand zeigt, daB die Kirchhoffschen Ausdriicke nicht etwa erste Nahe- 

rungen der Braunbekschen sind und hat zur Folge, daB die beiden Appro- 

ximationsverfahren im Nahfeld zu ganz verschiedenen Grenzwerten fiir 
ka-—> oo fihren. 

Die aus (33) berechnete Intensitat | Z|? der elektrischen Feldstarke 
ist dargestellt in Fig. 2 als Funktion von 2/a fiir ka=10, im Vergleich 
mit der strengen Lésung und mit den aus (19) und (20) berechneten 
Werten der Kirchhoffschen Naherungen. Fig. 3 zeigt den Phasengang des 
Feldes Ez) fiir ka=10, mit z/a als Parameter, zusammen mit der 
Phasenkurve der strengen Lésung. Aus Fig. 2 wird deutlich, da®B sich 
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die Naherungslésungen besonders in der unmittelbaren Umgebung des 
Offnungsmittelpunkts (2 SA/2) unterscheiden, sich dagegen fiir groBere 
Abstande mehr und mehr angleichen. Verglichen mit der strengen 
Lésung gibt das Braunbeksche Verfahren die beste Annaherung; zu- 
gleich zeigt sich, daB die zweite Form der Kirchhoffschen Naherung der 
ersten tiberlegen ist. In Abstanden von mehr als etwa zwei Wellenlangen 
weichen die Naherungswerte betrachtlich von denen der strengen L6- 
sung ab, die viel starker auf Null abfallt. In dieser Abweichung kommt 
zum Ausdruck, da sich die Fehler der Naherungsverfahren auf der 


Re E, hz ) 


Fig. 3. Phasengang der elektrischen Feldstarke auf der Mittelachse der kreisférmigen Offnung fiir ka — 10 
mit Parameter 2/a. Strenge Lésung, --------- Braunbeksche Naherung 


Mittelachse im Fernfeld verstarken, und die relativ geringen Unter- 
schiede zwischen den Braunbekschen und Kirchhoffschen Werten zeigen, 
jJaB dort das Feld verhaltnismaBig unempfindlich gegeniiber den ver- 
schiedenen Approximationsmethoden ist. [Fir groBe Abstande z>a 
sind die Intensitaten: 


JEO|? ~ © [(ka)®@—3], baw. |E,,|*~ [Ea e|2 > Ay [(ha}? — 21, 


ind gehen fiir ka— oo in den gemeinsamen Grenzwert 1 (37) iiber. | 
| Aus (33) und (34) ergibt sich fiir das Feld im Mittelpunkt der Offnung 
ois auf Terme der Ordnung (ka)?: 


EQ) (0) = Ef) (0) =1-—e**, B8) 


7 Ss | fag Ss =—s 
\/4 HI) (0) = |/-> 43}, (0) =1, (39) 


108 WILHELM E. FRAHN: 
wihrend aus den Kirchhoffschen Ausdriicken (19), (20) folgt 


EQ, (0) = | Hey O)=1, (40), 


s had Ss Le ay a 
EW, ,(0) = |/“ H®,,(0) =1 > (41) 


Die elektrische Intensitat in Offnungsmitte als Funktion von ka ist 
in Fig. 4 dargestellt, zusammen mit den Werten der strengen Losung 


—~ /EP{o)/* 


Fig. 4. Intensitat des elektrischen Feldes im Mittelpunkt der kreisformigen Offnung als Funktion von ka. 
Strenge Lésung, — - — Braunbeksche Naherung, --------- Kirchhoffsche Naherung 2 


und der Kirchhoffschen Naherungen; Fig. 5 zeigt das zugehorige Phasen- 
diagramm. Man erkennt aus beiden Figuren, daB die Braunbeksche 
Naherung bereits von ka =4 an mit den strengen Werten gut iiberein- 
stimmt, wahrend die Kirchhoffschen Naherungen ein ganz anderes_ 
asymptotisches Verhalten zeigen. Die Feldintensitat der strengen Lésung 
folgt genau der Oszillation der Braunbekschen Naherung um den Mittel- 
wert 3 mit der Amplitude |/2, und nicht der der besseren Kirchhoffschen 
Naherung um den Mittelwert = mit der Amplitude 1. Die Phasenkurve 
der Braunbekschen Naherung ist ein Kreis vom Radius 1/]/2 um den’ 
Punkt (1, 0), und man erkennt aus Fig. 5, da sich die Phasenkurve der | 
strengen Lésung spiralférmig diesem Grenzkreis asymptotisch anndhert. | 
Die Phasenkurve der zweiten Kirchhoffschen Naherung ist dagegen ein | 
Kreis mit dem Radius 4, die der ersten reduziert sich auf den Punkt (1, 0)8 

Die Braunbekschen Werte unterscheiden sich von denen der besseren 
Kirchhoffschen Naherung um einen Faktor |/2 in der Amplitude des mit 
ka oszillatorischen Anteils des Feldes. Dieser Faktor ist charakteristisch 
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fiir den Fehler der Kirchhoffschen Naherung gegeniiber dem strengen 
asymptotischen Verhalten, und zwar sowohl im ele ktromagnetischen wie 
im akustischen Problem (vgl. BRAUNBEK 2) 


Lm EfYo) 


7 


ke E47) 


Fig. 5. Phasendiagramm des elektrischen Feldes im Mittelpunkt der kreisformigen Offnung mit Parameter ka. 
Strenge Lésung, --------- Braunbeksche Naherung 


3. Die Feldverteilung in der Offnung 
Wir betrachten die Verteilung der Tangentialkomponenten des 
Feldes in der Schirmebene z=0. Mit Hilfe der Beziehung 


=! Senko op2)| = [ 2,eo) I, (Agp) Add =—— 9 (op — go) (42) 
¢ 


| 
Oz z=0 


folgt aus den Gln. (7a) und (8b) fiir ES), bzw. HS), 


FO) — 1—®+ $V (1+ cos2p)_ FO — 4Wsin2gp (op<a) 
at , i? a 
0 ea (43) 


O 
DP = tkt. (kia — op)il, 


a) ° : \/# Ce 1 (ep<4) | 
nek —1W sin 2p mg OY ®—1¥(1—cos2p) (op>a)$ (44) 
©, Y = fkt. [R(op — a) |. 


d.h. in diesen Fallen reproduzieren sich genau die Randwerte I (23). 
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Die Auswertung fiir EY) und H{) ist komplizierter. Falls gp nicht nahe i | 
Null ist, kann mau fiir groBe ka in den Si,,, die Wurzel im Nenner ent- | 


wickeln: (22 —R)} x ( ae A), und erhilt 


ik \ 2 
a PR Ni Sp ree yA (45) | 
jg 700 B00), _, Pa é | 
Damit wird 
le HO) = —% Vsin 2p (op<4) 
€ hee 0 ’ (op>a) 


lk 2 


aoe (ep @) || 
|\@—1V (1 —cos 295) 


E's == : 
5 “o~ |kWsin2@s (ps=ae i 


In der Umgebung des Offnungsmittelpunkts miissen wir anders aus- 
werten. Nun verwendet das erste Verfahren die richtigen Randwerte 
von FE) auf dem Schirm, dagegen das zweite Verfahren die richtigen Rand- 
werte von H) in der Offnung. Wir kénnen daher erwarten, daB das 
erste Verfahren in der Umgebung des Schirmrandes bessere Resultate 


liefert, wahrend das zweite Verfahren die Umgebung des Offnungsmittel- 
punkts richtig wiedergeben sollte. 


Fiir die elektrische Feldstarke im Mittelpunkt folgt aus (43) 


i (kat a 


ES 0). =1 Olea) a (hai (48) 
2 \zka 


we) 


Dieser Ausdruck unterscheidet sich wesentlich von dem in (38) berech- 


neten Wert ES) (0) =1— j e'*@. Eine entsprechende Diskrepanz im 
2 


skalaren Problem ist von Bouwkampl" bemerkt und von BRAUNBEK!2 
naher untersucht worden. Wahrend das Ergebnis (48) streng folgt, sind 
bei der Berechnung von E‘) (0) in (38) Naherungen eingefithrt worden, 
die nur fiir das zweite Verfahren giiltig sind. Andererseits ist aber der 
Ausdruck (38), wie man direkt aus (14) zeigen kann, der korrekte asym- 
ptotische Wert des zweiten Verfahrens, das in der Umgebung des Mittel- 
punkts dem ersten Verfahren vorzuziehen ist. 


11 Bouwkamp, C. J.: Rep. Progr. Phys. 17, 35 (1954). 
12? BRAUNBEK, W.: Z. Physik 138, 80 (1954). 
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Zur Berechnung der Intensitatsverteilung des elektrischen Feldes in 
der Offnung verwenden wir (43) in der Nahe des Schirmrandes (0 a) 
Fir die Umgebung des Mittelpunktes Pe | 
k6nnen wir nicht (47) benutzen (das (EPL 
dort die Kirchhoffschen Randwerte lie- 
fert), da die Integrale unter der Voraus- 
setzung @p > 1/k ausgewertet wurden. 
Dagegen kann man fiir Op 0 in den 
Integralen S!, die Bessel-Funktionen 


I,,(A@p) entwickeln und erhalt mit Hilfe 


JEB/* 


< v2 | 
7 | 
7 
7 OS 0 OS 7 7 
& — — 2 
Fig. 7 Fig. 8 


‘ig. 6. Intensitatsverteilung des elektrischen Feldes in der kreisfoérmigen Offnung in Einfallsrichtung des 
elektrischen Vektors fiir ka = 10, Strenge Loésung, --------- Braunbeksche Naherung 


‘ig. 7. Intensitatsverteilung des elektrischen Feldes in der kreisformigen Offnung in Einfallsrichtung des 
magnetischen Vektors fiir ka = 10. Strenge Lésung, --------- Braunbeksche Naherung 


ig. 8. Feldstruktur in der kreisférmigen Offnung in Abhingigkeit von ka nach der Braunbekschen Naherung,. 
ntensitatsverteilung des elektrischen Feldes in Einfallsrichtung des magnetischen Vektors fiir ka — x 
27, 3m, 40 
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von (40), (14) in erster Naherung 


Ey (Op, Pp) = 1 — 7B e'*@ 11) (kop) + I (kop) cos 2g], (49) 
1 
\2 
In der Richtung des einfallenden elektrischen Feldes (x-Richtung), bzw. 

des magnetischen Feldes (y-Richtung) wird 


ES (op, Yr) = — 


Eth oe,0) =1— FO [fol er) + TathOnly (54) 
ES (er. Z) = 1 — 3-6" [alRen) — Talker]. (52) 


Die bessere Kirchhoffsche Naherung ergibt fiir E‘),(o0p) entsprechende 


Ausdriicke, in denen jedoch wieder der Faktor 5 an Stelle von - e auf- 
tritt. 

Die Fig. 6 und 7 zeigen den Verlauf der Intensitat des elektrischen 
Feldes in den Einfallsrichtungen des elektrischen Vektors (yp =0), bzw. 
des magnetischen Vektors (yp = 2/2) in der Offnung als Funktion von 
op/a fiir ka =10. Die Werte in der Nahe des Randes sind aus (43), die 
Werte in der Umgebung des Mittelpunktes aus (54) bzw. (52) berechnet. 
Zum Vergleich sind die Feldverteilungen der strengen Lésung eingetragen. 
Es besteht gute Ubereinstimmung tiber den ganzen Bereich der Offnung. 
Insbesondere zeigt ein Vergleich mit den Andrejewskischen Niveau- 
linien-Diagrammen?, daB die pp-Abhangigkeit der Feldverteilung durch 
(49) und (50) richtig wiedergegeben wird. 


Die Feldstruktur in Abhangigkeit von ka ist in 1 Fig. 8 veranschau- 


licht, welche die berechnete E-Intensitit langs der HO) -Richtung in der 
Offnung fiir die Werte ka=x, 22,32, 4a darstellt. 


4. Das Nahfeld der Kreisscheibe 


Mit der Lésung des Beugungsproblems fiir die kreisférmige Offnung 
ist zugleich die Lésung fiir die komplementare Kreisscheibe gegeben. 
Den Zusammenhang vermittelt das verallgemeinerte BabinetschePrinzip, 
dessen Beweis zuerst von MEIXNER angegeben wurde. Es besagt : 
Sind F und I” komplementare Schirme, d.h. ist F + F’ gleich der vollen 


Ebene, und lést E“), H) das Beugungsproblem fiir die auf F einfallende 
Welle E HO) , so wird das Beugungsproblem fiir die auf F’ einfallende 


13 MEIXNER, J.: Z. Naturforsch. 3a, 506 (1948). 


eF*T, (ROp) sin 2Qp. (50) | 
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Welle \# H, — \2 E) gelést durch 


See ae 
Vee eI) tie eo 
heats uu a 
ps [oq = me 
ere. ES. tir 7s0. 
€ Le a 


Wir erhalten also das komplementare Beugungsfeld durch Drehung der 
Polarisationsebene um 7/2 im negativen Sinne. Das Gesamtfeld ergibt 
sich dann durch Superposition der einfallenden Welle. 


Fir das Feld auf der Mittelachse folgt damit aus (33) und (34), bis 
auf Terme der Ordnung (RR), auf der ,,Schattenseite z= 0: 


Ey (2) = Exy(z) =fy(2) e**, (54) 
A Hy) =\/4 Hy) =e", (55) 
und auf der ,,Lichtseite“ z=0, 

Poy Eele) =20sinkz -yeiz\e (56) 
\4 Hy, (2) = \# H,,(z) = 2c0skz—f,(z) **. (57) 


Im Mittelpunkt der Scheibe ergibt sich, tibereinstimmend aus beiden 
Formen der Braunbekschen Naherung, auf der ,,Schattenseite“' (z = + 0): 


L(4-0) = 0; ee AE =e (58) 
iB 
land auf der ,,Lichtseite’ (z= —0): 
E,(—o)=0; |/£H,(—0)=2——e™*. (59) 
é j2 


. Hx 1,(+0) =0; # Hye (+0) = 5 Gen (60) 
# Hiei, (—0) = 2; as aT Gk’) el teat (61) 


in den Fig. 9 und 10 sind die Intensitaten der magnetischen Feldstarke 
im Mittelpunkt der Kreisscheibe nach (58) und (59) als Funktion von ka 
largestellt, zusammen mit den Werten der strengen Lésung und denen der 
seiden Kirchhoffschen Naherungen nach (60) und (61). Ahnlich wie bei der 
reisformigen Offnung folgt der Intensitatsverlauf der strengen Lésung 
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auf der Lichtseite der Kreisscheibe bereits von ka =4 ab den Oszilla~ 
tionen der Braunbekschen Naherung mit der Amplitude 2/2 um den) 
Mittelwert 2. Dagegen schwingen die Werte der besseren Kirchhoffschen) 


— ka 
Fig. 9. Intensitat des magnetischen Feldes im Mittelpunkt der ,,Schattenseite*‘ der Kreisscheibe als Funktion } 
von ka. Strenge Loésung, --------- Braunbeksche Naherung, — + — Kirchhoffsche Naherung 2 


Naherung mit der Amplitude 2 um den Mittelwert 4,2, wahrend das erste | 
Kirchhoffsche Verfahren die Konstante 4 ergibt. Auf der Schattenseite 
der Scheibe oszilliert die strenge Lésung mit schnell abnehmender Ampli- 
tude um den konstanten Wert 3 der Braunbekschen Naherung, wahrend 
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Fig. 10. Intensitat des magnetischen Feldes im Mittelpunkt der ,,Lichtseite‘‘ der Kreisscheibe als Funktion | 
von ka, Strenge Losung, --------- Braunbeksche Naherung, —-— _ Kirchhoffsche Naherung 1, | 
—++— Kirchhoffsche Naherung 2 | 


die Kirchhoffschen Werte, + bzw. 0, iiberall unterhalb der exakten Werte | 
legen. Ein ganz entsprechendes Verhalten zeigt sich beim skalaren 
Problem ®. 

Die Phasendiagramme fiir die magnetische Feldstarke in den beider- 
seitigen Mittelpunkten der Kreisscheibe sind nach der Braunbekschen 
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Naherung wieder Kreise vom Radius 1/2 um die Punkte (0, 0) fiir 
Z2=-+0, bzw. (2,0) fiir z=—0, wiahrend die bessere Kirchhoffsche 
Naherung Kreise vom Radius } liefert. Es ergeben sich also im Vergleich 
mit der strengen Lésung oe entsprechende Bilder wie Fig. 5. (Fiir 
die Diagramme der strengen Lésung vgl. Ref. 3, Fig. II 13, bzw. II 15). 


Auch die H, -Intensitaten auf der Kreisscheibe sind vollig analog zu den 


in Fig. 6 und 7 fiir die E, -Intensitaten in der Offnung angegebenen und 
zeigen denselben Grad von Ubereinstimmung mit den strengen Werten. 
(Fiir die strengen Intensitatsverteilungen vel. Ref. 3, Fig. II 8, bzw. II9). 


5. Diskussion 


Aus dem Vergleich der Braunbekschen mit der besseren der Kirch- 
hoffschen Naherungen folgt, daB sich die Nahfelder der beiden Verfahren 
in der Amplitude um einen Faktor |/2 unterscheiden. Dieser Faktor 
kennzeichnet zugleich die Abweichung der Kirchhoffschen Naherung vom 
asymptotischen Verhalten der strengen Lésung. Dieselbe Aussage gilt 
fiir das akustische Problem? wie auch fiir die Beugung am Spalt *.. Um 
den gleichen Faktor |/2 weichen im optischen Bereich die Nahfelder der- 
jenigen Approximationsverfahren®~!° von der strengen Lésung ab, die 
wie die Kirchhoffsche Naherung die Kantenbedingung verletzen. Man 
kann die Naherungsmethoden geradezu in zwei Klassen einteilen, je 
nachdem ihre Randfeldverteilungen der Kantenbedingung genitigen oder 
nicht. In die erstere gehort das Braunbeksche und mit ihm aquivalente 
Verfahren, die den strengen optischen Grenzfall korrekt wiedergeben. 
Die Verfahren der zweiten Klasse liefern unter sich und mit denen der 
Kirchhoffschen Naherung iibereinstimmende Resultate, und ihre Ver- 
letzung der Kantenbedingung hat sowohl im skalaren wie im vektoriellen 
Beugungsproblem denselben charakteristischen Fehler im asymptoti- 
schen Verhalten gegeniiber der strengen Lésung zur Folge. Daraus erhellt 
die Bedeutung der Meixnerschen Kantenbedingung, nicht nur als Ein- 
deutigkeitsbedingung fiir die exakte Lésung, sondern auch fir die 
Approximationsmethoden, deren Feldstruktur und Naherungsqualitat 
sie entscheidend beeinfluBt. 


Kiirzlich haben CLlEmMow™ und Mir1ar? ein Naherungsverfahren 
fiir die Beugung elektromagnetischer Wellen im Bereich ka >1 angege- 
ben, das ebenso wie das Braunbeksche vom Feld der Halbebene ausgeht, 
aber auf der Youngschen Deutung der Beugungsphanomene beruht. 
Nach der Youngschen Auffassung entsteht das gebeugte Feld aus der 


* Nach freundlicher Mitteilung von Dr. A.P. BuRGER, Pretoria. 
14 CLEmMow, P.C.: Trans. Inst. Radio Engrs, AP-4, 281 (1956). 
15 Mitvar, R.F.: Proc. Inst. Electr. Engrs., Monogr. No. ASAI OSS) s 
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Interferenz der direkten, nach der geometrischen Optik sich ausbreiten- 
den einfallenden Welle, und einer am Schirm reflektierten Welle, die | 
als Integral iiber den Schirmrand dargestellt werden kann. Die Young- 
sche Formulierung ist aber im Bereich ka>>1 mit der Kirchhoff-Huy- 
gensschen Aquivalent, da sich die Kirchhoffschen Flachenintegrale iiber 
die Offnung auf Linienintegrale iiber den Rand der Offnung zuriick- 
fiihren lassen!®. Diese Aquivalenz ist neuerdings von LAporTE und 
MEIXNER auch fiir das elektromagnetische Beugungsproblem nachge- 
wiesen worden!’, So erklart sich z.B. die Ubereinstimmung der Resultate 
des auf der Youngschen Auffassung beruhenden Naherungsverfahrens 
von ANDREWS? mit denen der Kirchhoffschen Naherung. Das Clemmow- 
Millarsche Verfahren ist nun genau die Braunbeksche Methode in der 
Youngschen Formulierung und fiihrt infolgedessen zu Ergebnissen, die 
mit denen der vorliegenden Arbeit iibereinstimmen?’. 

Andererseits bietet gerade die Youngsche Formulierung eine bequeme 
Moglichkeit zur weiteren Verbesserung der Braunbekschen Naherung, 
nadmlich durch Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwischen den von 
verschiedenen Teilen des Schirmrandes reflektierten Wellen. Die Wech- 
selwirkungseffekte héherer Ordnung entstehen dadurch, daB eine unter 
streifendem Einfall iiber die Offnung sich ausbreitende ebene Welle 
mehrfach an der Schirmkante reflektiert wird. Diese Auffassung liegt 
der ,,geometrischen Beugungstheorie’ von KELLER! zugrunde, und 
ebenso ergeben in der Levineschen Integralgleichungsmethode!®”° die 
sukzessiven Iterationsschritte Wechselwirkungskorrekturen im obigen 
Sinne zur Braunbekschen Feldverteilung. Durch Beriicksichtigung der 
Wechselwirkung erster Ordnung hat MILLAR”! die nachsthéhere Korrek- 
tur zur wechselwirkungsfreien Braunbekschen Theorie angegeben. 


Die vorliegenden Arbeiten geben in erweiterter Form die Resultate einer im 
Jahre 1951 im Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Hochschule Aachen 
ausgefiihrten Arbeit (Ref. 1.8), die infolge AuBerer Umstande bisher unver6ffentlicht 
geblieben ist. Herrn Professor Dr. J. MEIXNER, der diese Arbeit seinerzeit angeregt 
und durch viele wertvolle Diskussionen sehr geférdert hat, méchte ich auch an 
dieser Stelle herzlichst danken. Ferner danke ich Herrn Dr. W. ANDREJEWSKI fiir 
die freundliche Ubersendung seiner Unterlagen zur Auswertung der strengen L6- 
sung, sowie Herrn P. Konrna fiir seine Hilfe bei den numerischen Rechnungen. 

16 SOMMERFELD, A.: Vorlesungen iiber Theoretische Physik, Bd. IV: Optik. 
Wiesbaden 1950. 

1” LAPORTE, O., u. J. MEIXNER: Z. Physik 153, 129 (1958). 

1S KELLER) Ban |Appla bbyser285 426 a(AO5i7). 

19 Levine, H.: New York University, Institute of Mathematical Sciences, 
Division of Electromagnetic Research, Research Report No. EM-84 (1955). — Stan- 
ford University, Applied Mathematics and Statistics Laboratory, Technical Report 
No. 51 (1956). 

0 Levine, H., u. T.T. Wu: Stanford University, Applied Mathematics and 
Statistics Laboratory, Technical Report No. 71 (1957). 

71 MILLAR, R.F.: Proc. Inst. Electr. Engrs. Monogr. No. 196R, 213R (1956) 
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Eine neue hochbrechende Substanz 
fur dielektrische Ultraviolett-Spiegel 
Von 
G. Honcra und K. Kress 
Mit 5 Figuren im Text 


(Eingegangen am 3. April 1959) 


Als hochbrechende Substanz in dielektrischen Verspiegelungen fiir das Spektral- 

gebiet von 3200 bis 2400 A wurde PbF, als sehr geeignet befunden, das sich durch 

groBe Feuchtebestandigkeit und relativ hohen Brechungsindex gegeniiber bisher 

benutzten Substanzen auszeichnet. Brechungs- und Absorptionsindex des PbF, 
/ im Spektralgebiet von 5000 bis 2300 A werden ermittelt. 


1. Einfuhrung 


Als teildurchlassige Spiegel im Pérot-Fabry-Interferometer werden 
seit einiger Zeit dielektrische Vielfachschichten bevorzugt, die sich gegen- 
uber Ag- und Al-Verspiegelungen durch wesentlich geringere Absorp- 
tion und — insbesondere im Ultraviolett — héheres Reflexionsvermégen 
auszeichnen. Uber Spiegel fiir Spektralbereiche zwischen 7000 und 
3000 A wurde bereits von vielen Autoren, unter anderem von PENSELIN 
und STEUDEL!, sowie von BARR und JENKINS?:® berichtet. Fiir das 
Gebiet von 3000 bis 2300 A wurden von RIMBERT, LENNUIER und CoyAn*#:5 
Verspiegelungen mit RbJ angegeben und von STEUDEL und Srorz® 
solche mit CsJ und CsBr als hochbrechender und Kryolith als niedrig- 
brechender Substanz. Als Nachteil wurde dabei auf die starke Feuchtig- 
keitsempfindlichkeit dieser Alkalihalogenide hingewiesen, die das Auf- 
bringen zusatzlicher Schutzschichten erfordert und auch dann noch die 
Benutzbarkeit auf einige Monate begrenzt. 
Im folgenden wird iiber die optischen Eigenschaften von PbF, be- 
-richtet, das sich als hochbrechende Substanz in dielektrischen Ver- 
spiegelungen fiir das Spektralgebiet von 3200 bis 2400 A als gut geeignet 
erwiesen hat, und zwar sowohl wegen der GréBe seines Brechungsindex, 


1 PENSELIN, S., u. A. STEUDEL: Z. Physik 142, 21 (1955). 

2 Barr, W.L., u. F.A. JENKINS: J. Opt. Soc. Amer. 46, 141 (1956). 

3 JENKINS, F.A.: J. Phys. Radium 19, 301 (1958). 

4 RimBert, G., R. LENNUIER u. J.L. Coyan: C. R. Acad. Sci., Paris 241, 1560 
(1955). 

5 LENNUIER, R.: J. Phys. Radium 19, 319 (1958). 

6 StrupDEL, A., u. S. Storz: Z, Physik 151, 233 (1958). 
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die — in Verbindung mit Kryolith — mit 9 oder 11 A/4-Schichten aus- fj 
zukommen gestattet, wie auch wegen seiner weitgehenden Unempfind- | 
lichkeit gegen Feuchtigkeit: Schutzschichten eriibrigen sich und die 
optischen Eigenschaften sind nach zwélfwéchiger Aufbewahrung in 
— nicht einmal besonders getrockneter — Laborluft nur geringfigig ff 
verandert. 

2. Herstellung der Schichten 


Zur Aufdampfung wurden die Substanzen PbF, und Kryolith ,,fiir | 
optische Zwecke‘‘ (Na,;AIF,) von RIEDEL DE HAEN verwendet. Sie 
wurden zu Pillen gepreBt und aus direkt geheizten Platinschiffchen* | 
verdampft. Die Aufdampfrate betrug etwa 550 A/min. Als Schicht- | 
trager wurden 1mm dicke Quarzglas-Plattchen (HerasilI) benutzt. 
Etwa 35 cm tiber den Schiffchen befand sich der gegen die Strahlrichtung 
geneigte Plattenhalter, der um seine Mittelsenkrechte rotierte, um so 
moglichst gleichmaBige Schichtdicken zu gewahrleisten’. Die weiter 
unten beschriebenen Keilschichten wurden ohne Rotation bedampft. 
Wahrend der Aufdampfung wurde der Druck mit einer Hg-Diffusions- 
pumpe (Leybold Hg 45) kleiner als 5 - 10° Torr gehalten. 

Bei der Herstellung von Verspiegelungen fiir eine bestimmte Wellen- 
lange Ay wurde zur Schichtdickenkontrolle wahrend des Aufdampfens 
die jeweilige Durchlassigkeit gemessen, die bei der nétigen optischen 
Dicke nd =A,/4 ein Minimum durchlaufen mu8. Zu dieser Beobachtung 
diente das UV-Kontinuum einer ZeiB-Wasserstofflampe H 30, die iiber 
eine Zwischenabbildung in der Aufdampfschicht auf den Spalt eines 
Leiss-Einfach-Monochromators abgebildet wurde. Mit einem dahinter 
befindlichen Multiplier RCA 1 P28 und Galvanometer wurde die Inten- | 
sitat beobachtet. | 


3. Die optischen Konstanten des PbF, 


Es seien zunachst die Messungen des Brechungsindex x und des 
Absorptionsindex k des PbF, beschrieben; aus diesen optischen Kon- 
stanten sollen dann die Eigenschaften des aus PbF, und Kryolith be- 
stehenden Mehrfachschichtensystems berechnet werden. 


a) Brechungsindex. Zur Ermittlung von (A) wurde an einer Reihe 
von PbF-Einfachschichten das Reflexionsvermégen R, in seiner Ab- 
hangigkeit von A gemessen. Die MeBanordnung bestand bei diesen und 
den folgenden Messungen aus einer Zeif-Wasserstofflampe H 30 und 
einem Leiss-Doppelmonochromator mit Multiplier und Galvanometer. 
Fig. 1 zeigt als Beispiel R,(A) fiir eine der Schichten (Nr. 2). Aus der 


* Verdampfung aus Wolfram-Tiegeln ergibt in Kryolith-Schichten eine merk- 
lich héhere Absorption". 
? Hotranp, L.: Vacuum Deposition of Thin Films. London 1956. 
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Lage (Abszisse) der Extremwerte von R, 1aBt sich bekanntlich die opti- 
sche Dicke n,-d—=(2z+1) - 4/4 (fiir Maxima, z=0, 1, 2, 5 har DAW: 
= 2z-A/4 (fiir Minima) berechnen, aus der Héhe des Maximums Ras 
der Brechungsindex m, selbst. Diese Methode der Schichtdickenbestim- 
mung vernachlassigt aber den Einflu8 von Absorption und Dispersion. 
Da man bei der Herstellung von dielektrischen Spiegeln naturgemaB 
gerade in das Gebiet eines hdheren Brechungsindex und damit eventuell 
schon merklicher Absorption geht, wollten wir unsere Auswertungen von 
diesen Vernachlassigungen frei halten. 

Die Absorption verfalscht die Héhe der Extremwerte von R,, wah- 
rend die Dispersion, wie in einer friiheren Arbeit® am Beispiel des ZnS 
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Fig. 1. Reflexionsvermégen FR, (A) der PbF,-Schicht Nr. 2 


gezeigt wurde, bei reflexerhdhenden Schichten zwar die Lage der Re- 
flexionsmaxima, jedoch nicht die der Minima verschiebt. Als exakte 
Werte stehen also aus unseren Messungen nur die optischen Dicken aus 
den Minima 1,d =z - A/2 zur Verfiigung. 

Zur Erlangung der Brechungsindizes selbst wurden die Schichtdicken 
nach der von ToLANsKy® angegebenen — von den obigen Messungen 
vollig unabhangigen — Methode bestimmt: 

Auf ein Teil der zu messenden Schicht und auf die angrenzende schichtfreie 
Unterlage wird ein hochreflektierender, diinner Belag (Al oder Ag) aufgedampft. 
Durch die mikroskopische Vermessung der Interferenzstreifen, die zwischen der so 


bedampften Stufe und einem dariiber befindlichen teildurchlassigen Planspiegel 
entstehen, wird dann relativ leicht die Stufenhéhe, d.h. die Dicke der Aufdampf- 


schicht, bestimmt. 

Mit der Ordnungszahl z, die sich bei der Kontrolle des Bedampfungs- 
vorganges ohne weiteres ergibt, wurden so bei verschiedenen Wellenlangen 
die Brechungsindizes , berechnet und in Fig. 2 eingetragen. 


8 KopPELMANN, G., u. K. Kress: Z. Physik 145, 486 (1956). 
9 ToLANSKY, S.: Multiple Beam Interferometry of Surfaces and Films. Oxford 


1948. 
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b) Absorptionsindex. Der Absorptionsindex k, bzw. der Absorptions- 
koeffizient * «42 k/A kann leicht aus der in einer Einfachschicht der _ 
Dicke d gemessenen Absorption A, berechnet werden. Es gilt fiir genti- 
gend kleine Werte ad 


A 
—— 1 
Spades (1) 
Die Messung der Absorption A, erfolgte an denselben, oben behan- 
delten Einfachschichten nach einer Methode, die genauer in 1° beschrieben 
ist und besonders fiir geringe Absorptionen entwickelt wurde. 
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Fig. 2. Brechungsindex » und Absorptionsindex k von PbF,-Schichten. Schicht Nr.1, d=2740A O; 
Nr. 2, d=2550A ©; Nr. 3, d=2350A O; Nr. 4, d=1440A A; Nr. 5, d=740A ©; Nr.6,d=456A 


An Hand der Skizze in Fig. 3 sei ihr Prinzip kurz erwahnt: Die Tragerplatte Ty 
ist teilweise mit der zu untersuchenden Einfachschicht S bedeckt, und auf der 
ganzen Riickseite mit einem méglichst hoch reflektierenden Spiegel Sp. Aus 
(Q9 — @s), der Differenz der effektiven Reflektionsvermégen an einer beschichteten 
und einer unbeschichteten Stelle, und den optischen Daten von Ty und Sp laBt 
sich dann A, ermitteln. In erster, oft ausreichender Naherung ist 4, ~ (@) — @,)/2, 
in jedem Fall jedoch nur durch die Differenz, nicht durch die Absolutwerte selbst 
gegeben, was meftechnisch von groBem Vorteil ist. 


Zur Messung diente die bereits unter a) angegebene Anordnung. Aus 
den erhaltenen Werten A, und den schon bekannten Werten R, und d 
wurden so nach (2) die Absorptionskoeffizienten ermittelt und in einer 
Auswahl in Fig. 3 iiber 4 aufgetragen. Bei gemeinsamer Tendenz, mit 
Annaherung an das Gebiet um 2400 A stark anzusteigen, zeigen die 


* k bildet zusammen mit den komplexen Brechungsindex 1 =n—ik; der 
Intensitatsabfall in einer absorbierenden Schicht der Dicke d geht mit e—%4, bzw. 
fiir geniigend kleines xd mit (1 —«d) 

10 KOPPELMANN, G. u. K. Kreps: Z. Physik 156, 38 (1959). 
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Kurven doch unterschiedliche Werte, die durch kleine Unterschiede in 
den Herstellungsbedingungen und durch das Alter der betreffenden 
Schicht bedingt sein mégen. Stets zeigt sich mit zunehmenden Alter eine 
leichte Zunahme von «, die aber allmahlich zum Stillstand zu kommen 
scheint. 

Der zwischen den auBersten Kurven der Fig. 3 gelegene Bereich wird 
— auch von den nicht eingetragenen und spiteren Messungen — nur 
vereinzelt iiber- oder unterschritten. Er wurde deshalb gemaB ¢ =42 k/A 
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Fig. 3. Absorptionskoeffizient « einiger PbF,-Schichten zu verschiedenen Zeiten 


zur Darstellung von k(A) in die Fig. 2 iitbertragen und der Berechnung 
der optischen Daten der Mehrfachschichten zugrunde gelegt. 


4. Alternierende A/4-Schichten mit PbF, 


a) Berechnung. Zur Berechnung des Reflexionsvermégens Ky eines 
Systems von # alternierenden 4/4-Schichten wurde bisher nach VASICEK™ 
die Formel 

(= im , 2 
ni — ny 


Ny : 2 
Ry = SEV I= 7 (2) 
Ge ne + np 


(Indizes: 1 = hochbrechende, 2 = niedrigbrechende Schicht, L = Tra- 
ger) benutzt, die jedoch nur fiir absorptionsfreie Schichten gilt. Eine 


ae VASICEK, A.: Czech. J. Phys. 3, 206 (1953). 
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diesbeziigliche Theorie unter Beriicksichtigung der Absorption ist von 
Gracomo!2 und vor kurzem von KoppELMANN}#® unter Benutzung der | 
Abelésschen Matrizenmethode!aufgestellt worden. Sie erlaubt eine exakte — 
Berechnung von R und T bzw. A bei Annahme von Absorptionskoeffizien- 
ten k,, ky in den beiden Teilschichten. Die dabei auftretenden Formeln sind 


jedoch derart umfangreich, daB eine exakte numerische Durchfiihrung | 


bei der Streuung unserer vorliegenden Werte k sich nicht lohnen wiirde. 
Wir benutzen deshalb eine immer noch gute Naherung, indem wir hier 
ein Ergebnis jener Theorie vorwegnehmen: Es zeigt sich naémlich, daB die 
Absorption A mit steigender Schichtenzahl p einem konstanten Wert 
zustrebt, der schon bei Reflexionsvermégen von 290% nahe erreicht 
ist und im Grenzfall pce gegeben ist durch: 

Aco = agp 270 (hy + Fr) (ng =). (3) 
Bemerkenswert ist dabei, daB bei hoher Schichtenzahl, d.h. im Bereich 
R=90% die Absorption fast ausschlieBlich auf Kosten der Reflexion 
geht, daB man hier also Reflexionsvermégen R, Absorption A und 
Durchlassigkeit T der 2/4-Vielfachschicht unter Benutzung von (2) und 
(3) gut genahert berechnen kann zu 


ARA, 
K ko As (4) 
mithin also Taw(1—R,). 


Fir Kryolith als niedrigbrechende Substanz, mit ~, =1,33 und k, =O, 
sowie m; =1,50 fiir Herasil-Quarzglas*, wurde eine solche Berechnung 
mit unseren Werten der Fig. 2 fiir eine 9fach und eine 11fach alternie- 
rende A/4-Schicht durchgefiihrt. Fig. 4 zeigt gestrichelt das Ergebnis, 
wobei die schraffierten Bereiche von Rk und A der Streuung unserer 
k-Werte in Fig. 2 entsprechen. 


b) Experimentell. Zur Nachpriifung dieser Berechnung wurden je 
eine 9fach und eine 11fach alternierende Keilschicht aus PbF, und 
Kryolith hergestellt. Sie waren so bemessen, daB sie iiber ihre ganze 
Lange A/4-Systeme mit maximalen Reflexionsvermégen zwischen 3300 
und 2350A darstellten. An fiinf verschiedenen Stellen dieser Keil- 
schichten [mit a) bis e) bezeichnet | wurden — méglichst zu verschiedenen 
Zeiten: unmittelbar nach der Aufdampfung, einen Tag und vier Wochen 
danach, — Reflexionsvermégen R und die zugehérige Durchlassigkeit T 


* n, nach eigenen Messungen, 7 nach Angaben der Firma Heraeus, Hanau. 
12 Giacomo, P.: Rev. Opt. 35, 317 (1956). 

13 KOPPELMANN, G.: Ann. Physik (z. Z. im Druck). 

14 ABELES, F.:Ann. Physique.3, 504 (1948). 
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als Funktion der Wellenlange ermittelt, ersteres durch Vergleich mit 
einem vorher besonders sorgfaltig geeichten Al-Spiegel. Fig. 5 zeigt als 
Beispiel die an den Stellen c) und d) der 11fach-Schicht gemessenen 
Werte R(A) und J (A), letzteres von oben aufgetragen, so daB der Ab- 
stand zwischen der R(A)- und der T’(A)-Kurve direkt A(A) ergibt. Es 


Stelle. (@) ® ©) 


~ 5 Le 
I500AK J000 2500 
=A 
ig. 4. Durchlassigkeit T (A), Reflexionsvermégen R(A) und Absorption A(A) a) fiir eine 11fach, b) fiir eine 
fach-Keilschicht PbF,-Kryolith. ——W— Berechneter Verlauf T bzw. Bereiche von R und A. Experimen- 


lle Werte: AA A=T, O00 =4, OO @ = R fiir 4/4-Dicken, (EB @ = 2X’ ,,praktische Werte‘; 
fir: AO OO = frische, A > HD = 1 Tag alte, A @ @ M = 4 Wochen alte Schichten 


ind Werte verschiedenen Alters der Schichten eingetragen, an denen 
ich die oben erwahnte Aussage der Theorie von KOPPELMANN bestatigt 
ndet: Die Durchlassigkeiten 7 fallen wenige Stunden und noch vier 
Vochen nach der Aufdampfung praktisch zusammen, die Zunahme der 
bsorption ist daher praktisch mit der Abnahme der Reflexion identisch. 
fan darf daher die 7-Kurve als die ,,ideale“‘, bei fehlender Absorption 
treichbare R-Kurve betrachten. An der Stelle d) der Keilschicht hegt 
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also ein A/4-System fiir die Wellenlange 4, vor (s. Fig. 5), nicht fiir 1’,| 
bei der sich das Maximum einer von Absorption beeinfluBten Reflexions-. 
kurve befindet. Die Verschiebung dieses Maximums ist, wie man leicht 
erkennt, eine Folge des starken Anstiegs der Absorption zum UV hin. 
In dem anderen dargestellten Beispiel der Stelle c) ist eine solche Ver- 


Stelle: (C) @ 


60 
3000 A 


Fig. 5. Durchlassigkeit T(A) und Reflexionsverm6- 

gen R(A) fiir zwei Stellen der 11fach-Keilschicht 

PbF,-Kryolith. Experimentelle Werte: A A = T, 

O @ = RX; fiir: AO = frische, A @ = 4 Wochen 
alte Schichten 


berechneten Kurven bzw. Bereichen ist recht gut, wenn man beriick- 
sichtigt, daB die Berechnung von Ry nach (3) sehr empfindlich von den 
Brechungsindizes ”,, m, abhangt. Punktiert ist ferner eingezeichnet die 
Grenze R¢ des ,,sinnvollen Reflexionsvermégens“, nach CHABBAL!® fiir | 
eine kugelhaubenférmige Unebenheit der Spiegeloberflache von 100 A 
berechnet?. Von der 11fach-Schicht wird sie gr6éBtenteils iiberschritten. 


Zum SchluB sei mit Dank zum Ausdruck gebracht, daB unsere Arbeiten durch 
Zuwendungen aus ERP-Mitteln sehr wesentliche Férderung erfahren haben. 


15 CHABBAL, R.: J. Rech. Cent. Nat. Rech. Sci. 24, 138 (1953). 
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schiebung wegen der hier geringe-_ 
ren Absorption weit geringer. 

Zu einem Vergleich mit der Be- | 
rechnung mu8 man also exakter- 
weise die bei A, gelegenen Werte Rk § 
und 7 in die Fig. 4 tibertragen, wenn | 
man auch in der Praxis diese Stelle | 
der Keilschicht (bzw. eine solche | 
Verspiegelung) als ,,bei 4’ maximal 
reflektierend“ betrachten wird. In 
Fig.4 sind deshalb auch die prakti- 
schen Maximalwerte R’ (A’) und die 
zuihnen gehorenden Werte 7 und A 
eingetragen; sie ergeben, wie er- } 
sichtlich, ein von den R-Werten 
grundsatzlich nicht verschiedenes 
Bild. Die Ubereinstimmung der 
experimentellen Werte mit den 
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Aus dem Physikalischen Institut der Universitat fiir Technische Wissenschaften, 
Budapest 
und aus der Forschungsgruppe fiir Theoretische Physik 
der Ungarischen Akademie der Wissenschaften, Budapest 


Zur statistischen Theorie des Nukleonengases 
bei beliebigen Temperaturen 


Von 
P. GomsBAs und D. Kispr 


(Eingegangen am 6. Juli 1959) 


Es wird die statistische Theorie eines Nukleonengases fiir beliebige Temperaturen 
entwickelt und das Grundgleichungssystem des Problems hergeleitet. Fiir die 
Wechselwirkung der Nukleonen wird eine Linearkombination von Wignerschen, 
Majoranaschen, Heisenbergschen und Bartlettschen Kraften angesetzt. 


1. Einleitung 


Mit der statistischen Theorie des Nukleonengases bzw. der Atom- 
kerne befaBten sich in neuerer Zeit mehrere Arbeiten!. In allen diesen 
Arbeiten wird angenommen, da sich das Nukleonengas am absoluten 
Nullpunkt der Temperatur befindet. Wir wollen nun hier die statistische 
Theorie des Nukleonengases fiir beliebige Temperaturen entwickeln, die 
fiir angeregte Atomkerne von Interesse ist. Zwischen den Nukleonen 
wird eine Linearkombination von Majoranaschen, Wignerschen, Heisen- 
bergschen und Bartlettschen Kraften angesetzt. Die Theorie wird im 
§2 ohne Beriicksichtigung der Coulombschen Wechselwirkung der 
Protonen und mit der Annahme einer gleichen Anzahl von Neutronen 
und Protonen (erste Naherung) und im §3 ohne diesen Einschrankungen 
(zweite Naherung) entwickelt. Resultate fiir niedrige Temperaturen 
erhalt man aus den hier hergeleiteten durch Reihenentwicklungen. 


2. Erste Naherung 


In erster Naherung vernachlassigen wir die Coulombsche Wechsel- 
wirkung der Protonen und nehmen an, da8 die Anzahl der Neutronen 
und Protonen, sowie die Neutronen- und Protonenmasse gleich seien. 
Die raumliche Nukleonenverteilung kann dann durch eine einzige 
Dichtefunktion @ dargestellt werden. 


1 Ein zusammenfassender Bericht hieriiber mit ausfiihrlichen Literaturangaben 
st z.B. bei GomBAs, P., Fortschr. Phys. 5, 159 (1957), zu finden, 
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Die Verteilung im Phasenraum wird durch die Fermische Verteilungs- 
funktion 


dargestellt; hier bezeichnet w die vom Ort und dem Impuls abhangige 


p= ee aye 


| 


Energie eines Nukleons, die Konstante € ist das Gibbsche thermo-— 


dynamische Potential, das aus der Forderung bestimmt wird, daB die _ 
Gesamtzahl der Nukleonen mit der Massenzahl A gleich sei, k bedeutet ff 


die Boltzmannsche Konstante und JT die absolute Temperatur. 


Fiir die Anzahl der Nukleonen deren Bildpunkte sich in der Phasen- | 


raumzelle dr dp befinden, hat man 


i oe ee (2) 


Wenn wir uns auf Kerne mit kugelsymmetrischer Nukleonenver- 


teilung beschranken und den Ursprung des Koordinatensystems in das | 


Kernzentrum legen, so wird wu von der Richtung des Ortsvektors unab- 
hangig und hangt nur vom Betragy des Ortsvektors 7, d.h. von der 
Entfernung vom Kernzentrum ab; auBerdem ist w noch eine Funktion 
des Impulses p und zwar sofern man die Nukleonen in der Raumzelle dr 
als frei betrachten kann — was wir annehmen wollen — so hangt w 
nur vom Impulsbetrag # ab. Wir betrachten also im folgenden w als 
eine Funktion von 7 und #. Wenn man dies in Betracht zieht, so erhalt 
man aus (2) fiir die Nukleonendichte 


segcr 4a prdp 
: mf (eae 6) 
exp ("5") = 4 


und hieraus fiir die Gesamtzahl der Nukleonen 


CO Cc 


aes ednrdr= + | frageqecee dr dp. (4) 


Ni ei 
exp (“pr ere 


Fiir die kinetische Energie des Nukleonengases ergibt sich 


— # p? 4072-470 p? 
i a 
exp( a) + 


wo M die Masse eines Nukleons bezeichnet. 


Zur statistischen Theorie des Nukleonengases 2H 


Zur Berechnung der potentiellen Energie des Nukleonengases miissen 
wir uns zunachst mit der Wechselwirkung zweier Nukleonen befassen. 
Wir bezeichnen den Ortsvektor und den Impulsvektor fiir das eine 
Nukleon mit r bzw. p und fiir das andere mit r’ bzw. p’. Wir nehmen 
an, daB die Wechselwirkung eine Linearkombination von Wignerschen, 
Majoranaschen, Bartlettschen und Heisenbergschen Kraften mit einem 
ortsabhangigen Yukawaschen Anteil sei. Wir setzen also 


lie OF | 


Oe 


[rr] (ay + ay P+ ap P,+ayP, P.); (6) 
hier bezeichnet g eine Kopplungskonstante, jv die reziproke Reichweite 
der Wechselwirkung, P, den auf die Ortskoordinaten und P. den auf die 
Spinkoordinaten der beiden Nukleonen wirkenden Austauschoperator; 
ay, 4,4, und ay, sind bzw. die Gewichtsfaktoren fiir die Anteile der 
Wignerschen, Majoranaschen, Bartlettschen und Heisenbergschen Wech- 
selwirkung. 

Wenn man fiir die beiden Nukleonen ebene Wellen ansetzt, so laBt 
sich zeigen, da man mit (6) fiir die Wechselwirkungsenergie der beiden 
Nukleonen 
Sor 


é 


= Poe 


Bei. ain DE meni 7 
Peas tap ee 7) 


Y oa r’| = a 


erhalt, wo b,, b, und #, die Konstanten 


b, =aw + 34g — 34% — Tm) (8) 
b, = ay + 3 4u— 543 — Tw, (9) 
h ~ 

—— j= — 10 
Po = ai ho) 


bezeichnen und 6 die Diracsche 6-Funktion ist. Die Wechselwirkungs- 
energie der beiden Nukleonen ¢ hangt also nur von der gegenseitigen 
Entfernung der beiden Nukleonen |r—r’| und dem relativen Impuls 
|p—p'| ab. 

Die aus der Wechselwirkung des am Ort r (mit dem Impuls p) 
befindlichen Nukleons mit allen iibrigen resultierende Energie, d.h. die 
potentielle Energie w(r, p) des Nukleons am Ort r mit dem Impuls Pp 
erhalt man, wenn man e(|r—r’|, |p —p’|) nach der Verteilungsfunktion 
im Phasenraum iiber die Variablen r’ und p’ mittelt. Es wird also 


EGGS . (11) 
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Nach Einsetzen des Ausdruckes (7) fiir ¢ ergibt sich 


’ 4ba ge? 14 r P+ ip 2 == p Ne 1 ! 
y= P(r) — - p’ lin —=s PAINTS See ap , (12) | 
hep Pocedlre-iPOs wey § eos= Sa 
wo . | 
BEN ios : 
108 Slinnear (r')ar (13) | 
ist. 


Fiir die gesamte potentielle Energie des Nukleongases erhalt man | 


4 : 472-42 p | 
E,= 54 [| v7, 2) — drdp, (14) 
ca ha 


wo der Faktor 4 zur Vermeidung der doppelten Zahlung der Nukleonen- 
paare eingesetzt wurde. 

In fast allen vorangehenden Ausdriicken spielt die Verteilungs- 
funktion (1) eine wesentliche Rolle, in die die Energie # eines Nukleons | 
eingeht. Den expliciten Ausdruck fiir w haben wir bisher nicht angegeben | 

und zwar deshalb nicht, da wir zunachst den Ausdruck fiir die potentielle | 
Energie des Nukleons w(r, #) herleiten muBten. Mit Hilfe des letzteren 
laBt sich w einfach angeben. wu ist die Summe der kinetischen und poten- 
tiellen Energie eines Nukleons, man hat also 


u(r,p) =F +wlr,p). (15) 


Mit dem Ausdruck (12) ftir w(7, £) ergibt sich 


_ 4bqg? A [pm Pease ee iS ower ss (16) 
h Pp Poke ae) oe (SPF) 4 
0 xD RT IE 


Man gelangt also auf diese Weise zu einer Integralgleichung, in der 
auBer der unbekannten Funktion « noch die durch (13) definierte 
Funktion @(7) vorkommt, in die uw ebenfalls eingeht. Man kann fiir ® 
entweder diese Definitionsgleichung heranziehen, oder aber die mit dieser 
equivalente erweiterte Poissonsche Gleichung 


AD — 20 = 4; = gt f ARP 
u 4nb,.g20 =42b, | mo SE P=E) dp (47) 
: kT 


zugrunde legen, der gema8B (13) ® zu geniigen hat. Die Gln. (16) und 
(17) bilden ein Integrodifferential-Gleichungssystem, aus dem man u“ _ 
und ® eindeutig bestimmen kann. | 
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3. Zweite Naherung 

In zweiter Naherung ziehen wir die elektrostatische Coulombsche 
Wechselwirkung zwischen den Protonen in Betracht, d.h. wir unter- 
scheiden zwischen Neutronen und Protonen. Demgema8 machen wir 
nun zwischen der Neutronen- und Protonenmasse, der Fermischen 
Verteilungsfunktion fiir Neutronen und Protonen, der Neutronen- und 
Protonendichte, weiterhin der Energie eines Neutrons und Protons sowie 
des Gibbschen thermodynamischen Potentials eines Neutrons und Pro- 
tons und schlieBlich auch zwischen der ®©-Funktion fiir Neutronen und 
Protonen einen Unterschied. Alle GréBen, die sich auf Neutronen be- 
ziehen, bezeichnen wir mit dem Index und die sich auf Protonen 
beziehen mit dem Index #. 


Man hat nun fiir die Neutronen- und Protonendichte 


n= [ tut, p)4npedp, p= = | fol, p)Anprdp, (18) 
wo 0 W 
1 1 
iff (7, Pp) & tp, p) ; £ e (19) 
n lt, IS; | : Up (7, p) i 22 \ 
eo java eee exp | sen ae 


die Fermischen Verteilungsfunktionen fiir Neutronen bzw. Protonen sind und fir 
die Energie eines Neutrons bzw. Protons 


fy 
Ug treo 


wo g das elektrostatische Potential der elektrischen Protonenladung und e die 
positive Elementarladung bezeichnet. 

Statt dem Integrodifferentialgleichungssystem (16), (17) hat man nun das 
folgende aus 5 Gleichungen bestehende Gleichungssystem zur Bestimmung der 
5 Funktionen u,, up, ®,, Dy und ¢: 


2 
Lh, Sa | n(7) 
As (22) 
DEP IPs, Pot (P+ p’)* Wa h b yr, p')| ap’, 
= serdar pares) Maa meg Al 
0 
2 
ty(V, P) a + Dy (7) 
22 1 ic) , Pee pee b / ail b iis (7, p’)] dp’ + x 
AES [Om cee ig pre alot) + bata) (23) 
0 
2 ~ , / + \2 / iy 
of: p(r) p= = : [p In | a tp” Pp) ap’, 
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oP | 
A ®,,(r) — BD, () = ie | [2 fn lv, b) + Os tpl”, p)l4ap ap, (24) 
; 
Ayr) — p28 pln) =F | Cy tplr P) + bafnlrs Pl 4aeprap, — (25 
; 
Api) =~" | fol P) 4m bran, (26 
0 


wo die Konstanten 6,, b,, 6, und 6, die folgende Bedeutung haben 


by = aw — 2 4y + 2 4p — Oy, (27) 
by 2 ay + ay —ap+ ay, (28 
bs = aw + 3 4p, (29 
by= ay + 34H. (30 
Die Gln. (22) und (24), bzw. (23) und (25) entsprechen den Gln. (16) und (17), 


Gl. (26) ist die Poissonsche Gleichung ftir das elektrostatische Potential bzw. fi 
die elektrische Raumladungsdichte der Protonen. 

Die hier erhaltenen Resultate der ersten und zweiten Naherun 
beziehen sich auf beliebige Temperaturen. Fiir niedrige Temperaturen 


kRT< =P. =11 MeV lassen sich Reihenentwicklungen vornehmen, wo- 


durch groBe Vereinfachungen entstehen. 


Zeitschrift fiir Physik 456, 134— 143 (1959) 


Aus dem IT. Physikalischen Institut der Technischen Universitat Berlin 


Uber den Brechungsindex von Cadmiumsulfid 


Von 
H. GoOBRECHT und A. BARTSCHAT 
Mit 8 Figuren im Text 


(Eingegangen am 2. Juni 1959) 


Es wird an ausgesuchten Cadmiumsulfid-Einkristallen, die in Form diinner Blitt- 
chen gewachsen sind (Dicke 20 bis 70), in Reflexion und _ bei Durchstrahlung 
Interferenz durch Mehrfachreflexion beobachtet. Die Auswertung der spektralen 
Folge der Interferenzstreifen gestattet die Bestimmung des Brechungsindex. Es 
werden die Brechungsindizes fiir den au®erordentlichen und ordentlichen Strahl 
im Spektralbereich 5100 bis 6500 A bei Zimmertemperatur und von 4900. bis 
6500 A bei der Temperatur der fliissigen Luft mitgeteilt. Der Einflu® von Gitter- 
storungen auf die Brechungsindizes wird nachgewiesen. 

Eine Untersuchung der Phasenbeziehung zwischen dem au®erordentlichen und dem 
ordentlichen Strahl als Funktion der Kristalldicke, der Lichtwellenlange und der 
Temperatur bestatigt den festgestellten Charakter der Anisotropie der Brechungs- 
indizes. 


1, Einleitung 


Das Brechungsverhalten eines Halbleiters spielt bei der Behandlung 
seiner Festkérpereigenschaften eine bemerkenswert vielseitige Rolle. Bei 
Cadmiumsulfid sind heute die Untersuchungen der Absorption!.?, der 
Emission?:4 und der Photoleitung® bei tiefen Temperaturen von beson- 
derem Interesse, da in allen diesen Fallen die nachzuweisende Struktur 
im Spektralbereich um die Kante der Grundgitterabsorption vielgestaltig 
und feingliedrig ist. Dagegen lhegt insbesondere bei tiefen Temperaturen 
noch kein Beobachtungsmaterial iiber die Brechungsindizes dieser Sub- 


stanz vor. 

In einer fritheren Arbeit® konnte zwar gezeigt werden, daB die opti- 
sche Anisotropie der Brechungsindizes (Differenz der Brechungsindizes 
des auBerordentlichen und des ordentlichen Strahles) im interessierenden 
1 FURLONG, L.R., u. C.F. Ravirious: Phys. Rev. 98, 954 (1955). 

2 Gross, E.F., u. M.A. Jakosson: Dokl. Akad. Nauk SSSR. 102, 485 (1955). 

3 KROGER, F.A.: Physica, Haag 7, 1 (1940). Siehe auch Fufnote 1. 

4 FURLONG, L.R.: Phys. Rey. 95, 1086 (1954). 

> Neuere Untersuchungen von Borer, K.W., u. H. GUTJAHR: Ub, rensassilie lie), 
203 (1958) mit einer umfangreichen Literaturzusammenstellung zu dem gesamten 
Gebiet. 

6 Bartscnat, A., u. H. GoBRECHT: Vortrag, Internat. Kkolloquium 1956 iber 
Halbleiter und Phosphore in Garmisch-Partenkirchen. Siehe ,,Halbleiter und 
Phosphore“. Braunschweig: Vieweg 1958. 
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Spektralbereich bei tiefen Temperaturen (— 180°C) Werte annimmt, | 
die um eine GréBenordnung groBer sind als der groBte bekannte Wert | 
bei Zimmertemperatur, jedoch konnten die Betrage der Brechungsindizes 
selbst nicht bestimmt werden. 

Im folgenden werden nun die Brechungsindizes des auBerordentlichen 
und des ordentlichen Strahles aus den an diinnen CdS-Einkristallplatt- | 
chen auftretenden Interferenzerscheinungen auch bei tiefen Tempe- 
raturen ermittelt. Wegen einer kiirzlich aufgetretenen Diskrepanz in | 
den Angaben iiber die Anisotropie der Brechungsindizes synthetischer | 
CdS-Kristalle bei Zimmertemperatur wird auch hierauf eingegangen. 


2. Zur Untersuchungsmethode 


Eine Metallfadenlampe mit Optik und Polarisationsfilter liefert ein 
nahezu paralleles Lichtbiindel linear polarisierten Lichtes. Der Aus- 
breitungsvektor dieses Biindels fallt mit der Flachennormale der Kristall- 
flache (2110) eines Einkristallplattchens zusammen’. Das Licht durch- — 
setzt also eine planparallele (oder nahezu planparallele) Platte bei senk- 
rechtem Einfall. Die Polarisationsrichtung des Lichtes ist so gewahlt, 
daB diese mit der a-Ebene (und damit auch mit der c-Achse) des Kristalls 
einen Winkel von 45° bildet. Die experimentelle Anordnung hierzu ist 
bereits frither® angegeben worden. 

In dem hier beschriebenen Falle spaltet sich die Lichterregung beim 
Durchgang durch den Kristall wegen seiner Doppelbrechung in zwei 
Komponenten auf. Die eine liegt in der a-Ebene, die andere, senkrecht 
zu der ersten, schwingt in der c-Richtung des Kristalls. Bei Anwendung 
linear polarisierten Lichtes sind beide Schwingungszustande bei Eintritt 
in den Kristall phasengleich. Sie sind es wegen der unterschiedlichen 
Laufzeiten durch den Kristall (die ja durch ihre Brechungsindizes cha- 
rakterisiert werden) nach Verlassen des Kristalls im allgemeinen Falle 
nicht mehr. Man erhalt elliptisch polarisiertes Licht, das nur in ganz 
speziellen Fallen wieder in linear polarisiertes Licht entartet. Die Be- 
dingung hierfiir ist bekanntlich die, daB beide Schwingungszustande 
beim Austritt aus dem Kristall wieder phasengleich sind oder sich um z 
unterscheiden. Diese beiden Falle kann man experimentell leicht nach- 
weisen. Sie geben sich durch Ausléschung des Lichtes durch ein zweites 
Polarisationsfilter als Analysator zu erkennen. 

Im ersten Falle (beide Lichtwellenziige verlassen den Kristall gleich- 
phasig) erhalt man die Ausléschung bei gekreuzten Polarisationsprisinen. 
Er ist fiir die Wellenlangen gegeben, fiir die gilt: 


An Np (1) 


? GoBRECHT, H., u. A. BARTSCHAT: Z. Physik 136, 224 (1953). 
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Der zweite Fall (die Phasendifferenz zwischen beiden Wellenziigen 
betragt 2) ist durch Ausléschung des Lichtes bei Parallelstellung von 
Polarisator und Analysator nachzuweisen. Fiir ihn gilt: 


An (as) =N (2) 


In den Formeln (1) und (2) bedeuten: 
An =n) —% = Differenz der Brechungsindizes des auBerordentlichen 
und des ordentlichen Strahles, 
4, = Vakuumwellenlange des Lichtes, fiir die die Bedingung der Aus- 
léschung erfiillt ist, 
D = Kristalldicke und 


N, durchlauft die ganzen Zahlen --. — 2, —1, 0,4, 2, 3, ... bzw. N, die 
Zahlen --. — 3, > +4, +3,... 


und zeigt damit die Phasendifferenz zwischen beiden Wellenziigen in 
Einheiten von 22 an. 

Fine spektrale Untersuchung des Polarisationszustandes des Lichtes, 
welches unter den genannten Bedingungen einen Kristall von der 
Dicke D durchdrungen hat, gibt also Auskunft tiber die unterschiedlichen 
Laufzeiten fiir beide Strahlen und laBt damit die Wellenlangenabhangig- 
keit der Anisotropie der Brechungsindizes ermitteln. 


3. MeBergebnisse und Bestimmung der optischen Anisotropie 
in Abhadngigkeit von der Wellenlange und der Temperatur 


a) Verhalten bei Zimmertemperatur. Zerlegt man das Licht, das in 
der vorstehend beschriebenen Versuchsanordnung durch den Analysator 
hindurchtritt, spektral in der Weise, daB man den Kristall auf dem Spalt 
eines Spektrographen abbildet, so erhalt man Spektren von der Art, 
wie sie die Fig. 1 wiedergibt. Das Teilbild a zeigt die Ausléschungen 
im Falle gekreuzter Polarisatoren, das Teilbild b unter sonst gleichen 
Bedingungen bei Parallelstellung der Polarisatoren. Zur Identifizie- 
rung der Ordnung der Interferenzen, wie sie in der Fig. 1 angegeben 
ist, wird auf eine friihere Veréffentlichung® verwiesen. 

Mit Hilfe der Beziehungen (1) und (2) ist nun an Kristallen ver- 
schiedener Dicke die Differenz in den Brechungsindizes im Spektral- 
bereich von 5135 bis 14000 A bestimmt worden. Hierbei ist aus Griinden, 
die auch bereits angegeben worden sind® zu beachten, daB z.B. bei der 
Auswertung nach der Beziehung (1) die Ausléschungen im Spektral- 
bereich 5235 A (N =0) bis 5960 A die Folge der Zahlen 0, 1, 2, 3, ... bis 
N.,,. als letzte Ausléschung fiir A< 5960 A durchlauft, fiir Ausléschungen 


max 
10* 
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i ~5960 A die vorhergehende Indizierung in der Folge der weiteren Aus- 
loschungen riicklaufig vorzunehmen ist. Das Ergebnis ist in der letzten 


peek oe 
2-2-2 + 12,, 
Fig. 1a u. b. Ausléschungslinien eines diinnen CdS-Einkristalls zwischen zwei Polarisatoren. Flachennormale 
der Kristallflache (2710) und Strahlrichtung des Lichtbiindels laufen parallel. Die Schwingungsebene des 
Lichtes bildet mit der a-Ebene (und der c-Achse) des Kristalls einen Winkel von 45°. a Die Polarisatoren in 
gekreuzter Stellung; b die Polarisatoren in Parallelstellung. Kristalltemperatur: 20° C 


Spalte der Tabelle 1 zusammengestellt. In der vorhergehenden Spalte 


dieser Tabelle sind zum Vergleich die Differenzen angegeben, die sich 
Tabelle 1. Differenz dey Brechungsindizes An bei Zimmertemperatur 
In - 108 In - 10% 
AJA : a[A : a 
Nach Eigene Nach Eigene 

Czyzax ® | Messungen CzyzaxK® Messungen 
5 | — 28 7 OOO 18 i705 
5) UGYO, ment 7 500 14 17,2 
ie Was | —— Bl S000 12 i Ffias 
5 200 6,2 8 500 10 16,9 
5235 F 0,0 9000 9 16,8 
5250 2X0) 9 500 9 16,0 
5300 6,0 10000 7 16,4 
5350 9,0 10 500 Ss OD 
5400 10,9 11.000 tS) 16,0 
5 500 37 13,4 11 500 7] 15,8 
7/0 31 16,3° 12000 5 18 6 
6000 Di iD 12.500 4 Ve & 
6250 24 ANAS 13 000 | 5 15.5 
6 500 21 17,75 14.000 A 15,5 
6750 19 LEO 


aus einer neuen, sehr genauen Bestimmung der Brechungsindizes nach 
der Prismenmethode von CzyzAK, BAKER, CRANE und HowE®8 ergeben. 


© CzYZaK, S.J., W.M. Baker, R.C. CRANE u. J.B. Howe: J. Opt. Soc. Amer. 
47, 240 (1957). 
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Griinde fiir die Diskrepanz kénnen nicht angegeben werden*. Es sei 
aber auf eine Untersuchung von ALLEN und CRENSHAW? aus dem Jahre 
1913 verwiesen, die damals die Brechungsindizes an reinem Greenockit 
bestimmt haben. Das von ihnen (ebenfalls nach der Prismenmethode) 
am Mineral Greenockit festgestellte anisotrope Verhalten wird durch 
die hier mitgeteilten Ergebnisse auf andere Weise, namlich auf der Basis 
der Phasenbeziehung zwischen beiden Strahlen beim senkrechten Durch- 
gang durch eine planparallele Platte an synthetischen Kristallen in 
seinem Charakter bestatigt. 


Ed / eee 


: a 
acca 
\ 


i 
| | ( 


| 2if a. ~% - 


Fig. 2a u.b. Wie Fig. 1, jedoch bei einer Kristalltemperatur von —180° C. a Die Polarisatoren in gekreuzter 


Stellung; b die Polarisatoren in Parallelstellung 


b) Verhalten bei —180° C. In ganz entsprechender Weise wurden die 
Untersuchungen bei — 180° C gefiihrt. Hier bewahrt sich das Verfahren 
in besonderem Mabe, weil die experimentellen Bedingungen ebenso ein- 
fach zu erfiillen sind wie bei Zimmertemperatur. Dagegen wird die Be- 
stimmung nach der Prismenmethode durch die Notwendigkeit eines 
Immersionsmittels bei tiefen Temperaturen experimentell sehr erschwert. 

Fig. 2 gibt eine Spektralaufnahme unter den Bedingungen der Fig. 14 
wieder, jedoch bei —180° C. Vergleicht man die Lage der Ausléschungs- 
linien +1 und +2 in dieser Aufnahme mit ihrer Lage bei Zimmer- 


* Anmerkung bei dev Korrektur: Soeben ist eine weitere Publikation von SzyzaK 
u. Mitarb. tiber die Brechungsindizes erschienen. Die neuen Werte, die sie auch 
wieder nach der Prismenmethode ermittelt haben, beseitigen weitgehend die 
Diskrepanz zu unseren Untersuchungen. Vgl. Szyzax, S.J., R.C. CRANE u. T.M. 
BIENIEWSKI: J. Opt. Soc. Amer. 49, 485 (1959). 

9 ALLEN, E.T., u. J.L. CRENSHAW: Z. anorg. allg. Chem. UD, SOs 
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temperatur, so sieht man, daB der TemperatureinfluB auf diese Aus- 
léschungslinien im langwelligen Teil des Spektrums klein ist, wahrend 
die dichte Folge der Linien im kurzwelligen Teil des Spektrums unmittel- 
bar zeigt, daB im Falle tiefer Temperatur die Anisotropie der Brechungs- 

indizes zu weit groBeren Werten verfolgt werden kann. 
Die Auswertung solcher Aufnahmen nach den Beziehungen (1) und 
(2) liefert die Wellenlangenabhangigkeit der Anisotropie der Brechungs- 
indizes An. Die gefundenen Werte sind in 

Tabelle 2 Tabelle 2 zusammengestellt. 
Differenz dey Brechungs- In dieser Tabelle sind als Beispiele die 
hanes ANE SO Differenzen der Brechungsindices fiir zwei 
unterschiedliche Kristalle angegeben. Sie 
zeigen im Rahmen der MeBgenauigkeit glei- 
ches Verhalten in der Nahe der Kante der 


Kristall 1 | Kristall 2 


4907 = 17 Grundgitterabsorption; es erfolgt aber eine 
4910 7G) , ® 
ioe a oe nachweisbare Aufspaltung der Werte fiir 1” 
4920 —112 im Spektralbereich 2 > 4950 A. DaB es sich 
a P. ~ 
#92) 9719 hier nicht etwa um eine Schwankung handelt, 
4930 = 55h) 55 F ; : 
4935 7s welche durch die Rechnung in das Ergebnis 
4940 ao getragen wird, ist ausfithrlich untersucht 
ae s a7 worden. Zudem ist die optisch isotrope 
4960 | —44 | —45 Wellenlange der photographischen Aufnahme 
#OTOM Wee 35, |) 38 direkt zu entnehmen. In der Fig. 3 sind die Aus- 
too, | a2 — an loschungslinien nahe der Absorptionsk 
4000) baa | —26 éschungslinien nahe der Absorptionskante 
5000 ==90) || ==2255 von zwei Kristallen bei +20 und —180° C 
a 7 a Lager ae zusammengestellt. Die Kristalle sind gerade 
J + | — Ae . 
S100. 1 see | 1s so ausgewahlt worden, daB der eine (oberes 
m2) ar Spektrum) mit etwa 52 doppelt so dick ist wie 
S150) ] 6 42) : : Oa re a Solero 
5200 ee eae der andere (unteres Spektrum). Dies erkennt 
B50) || Sa) = Ra man bei den linken Aufnahmen daran, daf 
die Ausléschungslinie N, = —2 beim oberen 
Kristall mit der Ausléschungslinie NV, = — 4 des unteren Kristalls spektral 


zusammenfallt. Die optisch isotrope Wellenlange beider Kristalle ist 
bei Zimmertemperatur gleich (5235 A). Bei — 180°C zeigen die Kri- 
stalle Unterschiede im gesamten wiedergegebenen Spektralbereich, 
soweit er fiir den Vergleich zur Verfiigung steht. Hieraus folgt, daB sich 
zu tiefen Temperaturen hin individuelle Unterschiede an den Kristallen 
nicht nur in bezug auf die optisch isotrope Wellenlange, sondern in ihrem 
Brechungsverhalten im gesamten betrachteten Spektralbereich bemerk- 
bar machen, und zwar muB sich der EinfluB dieser Ursache auf die 
Brechungsindizes fiir den einen Schwingungszustand der durchlaufenden 
Lichtwelle dem Betrage nach von seinem EinfluB auf den anderen 
Schwingungszustand unterscheiden. Es ist also auch die Temperatur- 
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abhangigkeit der optisch-isotropen Wellenlange zu tiefen Temperaturen 
hin individuell verschieden ®. 

Bei den Aufnahmen der Fig. 3 wurde die fiir die photographische 
Aufzeichnung notwendige Strahlungsintensitat so klein gehalten, daB 
ihre Erhéhung um einen Faktor von etwa 100 noch keinen EinfluB auf 
die Lage der Ausléschungslinien nahm. Auch zeigten Untersuchungen 
mit gefiltertem Licht (Interferenzfilter 5200 A fiir 20°C bzw. 5000 A 
fiir —180°C) keine Unterschiede beziiglich der Lage der optisch-iso- 
tropen Wellenlange. 


a 


GH 


b 


Fig. 3a u. b. Nachweis individueller Unterschiede in der Lage der optisch isotropen Wellenlange bei tiefer 
Temperatur. a Die Aufnahmen zeigen zunichst an zwei Kristallen, da die optisch isotropen Wellenlingen 
bei 20° C spektral zusammenfallen. (Vgl. im oberen und unteren Spektrum die Ubereinstimmung in der Lage 
der Ausloschung N = 0). b Bei —180° C unterscheidet sich die Lage der optisch isotropen Wellenlange bei 
diesen beiden Kristallen sehr merklich voneinander, Auch auBerhalb dieses Spektralbereiches machen sich 
Unterschiede in der Differenz der Brechungsindizes an beiden Kristallen bei 180° C bemerkbar 


4. Bestimmung der Brechungsindizes bei senkrechtem Durchgang 
durch eine Platte 


Um nun auch nach einem ahnlichen Verfahren die Betrage der 
Brechungsindizes in ihrer Abhangigkeit von der Wellenlange festlegen 
zu kénnen, wurden ausgesuchte diinne Kristallplattchen, welche unter 
dem Mikroskop keine Streifung zeigen, auf das Auftreten einer Inter- 
ferenzerscheinung durch Mehrfachreflexion untersucht. Die apparative 
Anordnung hierfiir bleibt unverandert. Man findet bei diesen Kristallen 
— gelegentlich auch nur auf enge Bereiche beschrankt — ein Streifen- 
system, wie es z.B. die Fig. 4a im griinen Spektralbereich bei Durch- 
strahlung mit natiirlichem Licht zeigt. Es ist eine Folge von Streifen- 
bereichen zu beobachten, die mehr oder minder gut ausgepragt ist. Es 
liegt nun nahe, das Auftreten solcher Bereiche als Superposition zweier 
Streifensysteme durch Anwendung linear polarisierten Lichtes, dessen 
Schwingungsrichtung man mit den Kristallachsen zusammentallen laBt, 
in zwei einfache Streifensysteme aufzulésen (Teilbild b und c der Fig. 4). 
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Kopiert man die Aufnahmen b und c dieser Figur iibereinander, so erhalt 
man ein Bild entsprechend Fig. 4a. 

Die beschriebene Interferenzerscheinung ist zwar in der Reflexion 
stirker ausgepragt, dennoch werden die Bestimmungen der Brechungs- 
indizes aus Griinden gréBerer experimenteller Genauigkeit (geradliniger 
Strahlengang) im Durchstrahlverfahren ausgefiihrt. 

Fiir das Auftreten eines Intensitatsmaximums bei der Wellenlange 4 
durch Interferenz des durchgehenden Strahls mit dem zweifach reflek- 
tierten besteht zwischen der Kristalldicke D, dem Brechungsindex 


Fig.4a—c. Interferenzen durch Mehrfachreflexion an einem dtinnen CdS-Einkristallblattchen. a Bei 

Durchstrahlung mit natiirlichem Licht; b bei Durchstrahlung mit linear polarisiertem Licht, dessen Schwin- 

gungsebene der des auBerordentlichen Strahls entspricht und c bei Durchstrahlung mit linear polarisiertem 

Licht, dessen Schwingungsebene der des ordentlichen Strahls entspricht. Die Uberlagerung der Teilbilder b 
und c ergibt wieder eine Intensitatsverteilung entsprechend Fig. 4a 


und der ganzen Zahl N der Wellenlangen zwischen den Kristallflachen 
die Bezichung 


Die = (3) 


Die nachstehend ausgefiihrten Bestimmungen der Brechungsindizes 


erfolgen an Kristallen, deren Dicken zwischen 20 und 70 u legen. 


a) Bestimmung der Brechungsindizes bei Zimmertemperatur. Zur 
Anwendung der Beziehung (3) wird bei bekannter Kristalldicke D zur 
Bestimmung von Nj fiir eine Wellenlange A, der zugehorige Brechungs- 
index (Ag) bendtigt. Auf Grund der Tatsache, da die spektrale Lage 
der Interferenzmaxima fiir den ordentlichen und den auferordentlichen 
Strahl im gesamten untersuchten Spektralbereich sich am besten an den 
Verlauf der Brechungsindizes anschlieBen laBt, den D.C. REYNOLDS, 
CzyZAk, ALLEN und C.C. REyNoLtps™ angegeben haben, wird fiir die 


REYNOLDS) DiCr Sm) CZv ZAK ka Oa AMEN C1 Ol NOrDSam|: Opt. soc 
Amer. 45, 136 (1955). 
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folgenden Ermittlungen des Brechungsindex fiir den ordentlichen Strahl 
bei 5780 A (das ist auBerhalb der starken Absorption) zu 


angenommen. Mit diesem in der letzten Stelle gemittelten Wert fiihrt 
die Bestimmung von N°*8° unter Auswertung des gesamten Beobachtungs- 
materials der Kristalle, die an dieser Stelle ein Maximum aufweisen, 
auch am besten auf eine ganze Zahl. 


+ 20°C | 
47 Sry A 
isorrope Wellenlonge 
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Wellenlange A 


Brechungsindizes des auBerordentlichen und des ordentlichen Strahls bei 20° C 


ie 
w, 


Als Brechungsindex n,, fiir den auBerordentlichen Strahl bei 5780 A 
folgt dann mit dem zugehérigen Wert von Am =0,016, aus vorstehender 
Tabelle 1 


Da die Untersuchungen im Spektralbereich normaler Dispersion 
erfolgen, ist hiermit die Numerierung aller Interferenzmaxima eindeutig 
festgelegt: Von N°**® ausgehend sind die Interferenzmaxima zu ktirzeren 
Wellen hin laufend mit N*8°-+4, N580 12 N58013... zu belegen; 
nach langeren Wellen hin erfolgt die Numerierung sinngema mit 
N*780 — il N°780 — By 

Das Ergebnis solcher Ermittlungen der Brechungsindizes ist in 
Fig. 5 zusammengestellt. Diese von der ersten Untersuchungsmethode 
unabhiangige Bestimmung des Gesamtbetrages der Brechungsindizes 
bestatigt erneut den Charakter der Anisotropie der Brechungsindizes, 
wie er in der Tabelle 1 festgelegt ist. 

b) Bestimmung der Brechungsindizes bei —180°C. Eine photo- 


graphische Aufnahme der spektralen Folge der Interferenzen des auber- 
ordentlichen und des ordentlichen Strahls bei — 180° C zeigt die Fig. 6. 
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Man erkennt aus der Zunahme in der Streifendichte bei Annaherung an 
die Absorptionskante unmittelbar, daB der Betrag des Brechungsindex 
in diesem Spektralbereich stark zunimmt und daB die Anisotropie der 


4916 —_ jj [A] 


Fig.6a u. b. Spektrale Folge der Interferenzstreifensysteme bei 180° C. a Fur den auBerordentlichen 
Strahl und b fiir den ordentlichen Strahl. Die Verdichtung in der Streifenfolge nahe der Absorptionskante 
zeigt unmittelbar den Anstieg im Betrag der Brechungsindizes 


Brechungsindizes offensichtlich ursachlich mit der unterschiedlichen 
Absorption in dem betreffenden Spektralbereich verbunden ist. 
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Fig. 7. Brechungsindizes des auferordentlichen und des ordentlichen Strahls bei — 180‘ c 


Da fiir —180°C kein MeBwert als Anschlu8punkt fiir die zahlen- 
maBige Ermittlung des Brechungsverhaltens bekannt ist, wurde dieser 
auf folgende Weise erschlossen: 


Es erfolgte zunachst die Ausmessung des Kristalls bei Zimmertempe- 
ratur, indem die Zahl N°78° der Wellen fiir den doppelten optischen Licht- 


| 
| 
| 
| 
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weg zwischen den Kristallgrenzflachen bei der Wellenlainge 2—=5780 A 
bestimmt wurde. (Die Wahl dieser Wellenlinge ist weitgehend will- 
kiirlich.) Alsdann wurde der Kristall bei standiger visueller Beob- 
achtung der Veranderungen im Spektrum auf — 180° C abgekiihlt. Die 
Interferenzstreifen in diesem Spektralbereich bewegen sich hierbei zu 
kiirzeren Wellen hin, woraus folgt, daB der Brechungsindex im gelben 
Spektralbereich bei Temperaturerniedrigung abnimmt. Diese Abnahme 
betragt ftir den auBerordentlichen Strahl bei einer Temperaturerniedri- 
gung von + 20 auf — 180° C etwa 1,1,%. Fiir den ordentlichen Strahl 
ist sie etwas kleiner (rund 1%). Hierbei ist zunachst der EinfluB der 
Kristalldickenanderung auf Grund der Temperaturanderung unberiick- 
sichtigt geblieben. Eine Untersuchung von R. SEIBERT"™ iiber den 
thermischen Ausdehnungskoeffizienten gestattet némlich (unter der 
Voraussetzung des Fortbestehens der Konstanz des Ausdehnungs- 
koeffizienten zu tieferen Temperaturen hin) eine Abschatzung des hier- 
durch entstehenden Fehlers. Er ist von der Gr6Be 0,2% und kann daher 
im Kahmen einer anzustrebenden sinnvollen Mebgenauigkeit des 
Absolutbetrages im Spektralbereich 24< 6000 A vernachlassigt werden. 
Die weitere Auswertung erfolgt wie bei Zimmertemperatur. Das 
Ergebnis ist in Fig. 7 graphisch dargestellt. Die Ubereinstimmung mit 
der in Abschnitt 3b beschriebenen Differenzmessung ist im Rahmen der 
MeBgenauigkeit vollstandig. 


c) Der Temperaturkoeffizient des Brechungsindex im Spektralbereich 


4900 — A < 6400 A und im Temperaturbereich von — 180° C bis + 20° C. 
Um itber den Verlauf der Temperaturabhangigkeit der Brechungs- 
indizes im genannten Temperaturintervall und tiber ihre spektrale Ab- 
hangigkeit Aussagen machen zu kénnen, wurde das Interferenzspektrum 
beim Aufheizen von — 180° auf + 20° C bei etwa 100 Zwischentempera- 
turen photographiert. Fig. 8 zeigt diese Aufnahmen: unten befindet sich 
das Interferenzspektrum bei — 180°, oben bei + 20°C. Man erkennt, 
daB sich die von unten nach oben durchlaufenden Interferenzstreifen 
(es sind Interferenzen mit konstantem N) beim Aufheizen aus dem 
kurzwelligen in den langerwelligen Spektralbereich verlagern. Hieraus 
folgt, daB der Brechungsindex im gesamten aufgezeichneten Spektral- 
bereich mit steigender Temperatur zunimmt. Es ist also 

dn 

OIE akan 4900 <A<6400 A und fiir —180< T< +20°C 


Die Werte des Temperaturkoeffizienten sind dem Betrage nach 
grok fiir den kurzwelligen Spektralbereich und klein fiir den langwelligen 
Bereich und fiihren im Falle der beiden Grenzzustande (— 180 und 


11 SerBerRT, R.: Ann. d. Physik (6) 6, 241 (1949). 
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20° C) auf die Brechungsindizes, die in den Fig. 7 und 5 angegeben 
worden sind. Der OrdinatenmaBstab in Fig. 8 ist nicht linear. 
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Fig, 8. Anderung in der spektralen Lage der Interferenzstreifen (Anderung des Brechungsindex) mit der 
Temperatur. Der Kristall wird von 180° C auf + 20° C aufgeheizt. Hierbei werden laufend die Verande- 


rungen in der Lage der Interferenzstreifen photographiert. Man entnimmt der Aufnahme unmittelbar, daB 
sich der Brechungsindex im kurzwelligen Teil des Spektrums mit der Temperatur stark Andert: im 
langwelligen Teil ist diese Anderung klein 


5. Diskussion 

Vergleicht man den in Fig. 5 dargestellten Verlauf des Brechungs- 
index von Einkristallen mit dem an CdS-Aufdampfschichten von Gortes- 
MAN und FERGUSON!? sowie von HALL, jr.8 bestimmten Verhalten, so 
bemerkt man zwei charakteristische Unterschiede: 

a) Zum kurzwelligen Teil des untersuchten Spektralbereiches steigt 
der Brechungsindex von Einkristallen zu wesentlich gréBeren Werten an 
als bei Aufdampfschichten. Bei 5150 A ist namlich der Brechungsindex von 


12 


GoTTESMAN, J., u. W.F.C. Fercuson: J. Opt. Soc. Amer. 44, 368 (1954). 
Ge telwcw spe, |olmoe Me Olen, Store, Amv, 2G, Moe (ORS). 
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Einkristallen bereits gréBer als 2,73 (vgl. Fig. 5) und steigt nach kiirzeren 
Wellen zu noch gréBeren Werten an, wahrend die genannten Autoren 
als Maximalwert des Brechungsindex von Aufdampfschichten im sicht- 
baren Spektralbereich bei 5000 A Werte zwischen 2,48 und 2,68 ermitteln. 

b) Zu langeren Wellen hin (etwa A +5500 A) sinkt der Brechungsindex 
von Einkristallen auf kleinere Werte ab als beiden Aufdampfschichten von 
Hav’. Bei Aufdampfschichten ist ferner, wie GOTTESMAN und FERGUSON 
gezeigt haben’, der Betrag des Brechungsindex wesentlich abhangig 
von den Praparationsbedingungen (z.B. der sog. ,,Aufdampfrate‘‘). 

Beide Unterschiede kénnen gedeutet werden, wenn man die (nahe- 
liegende) Annahme macht, daB die Periodizitat des Kristallgitters bei 
Einkristallen, die bei hohen Temperaturen (etwa 900° C) gewachsen sind, 
weniger gest6rt ist als bei den Aufdampfschichten. Der starke Anstieg 
des Brechungsindex bei Annaherung an die Absorptionskante ist als 
Folge der Resonanzerscheinung aufzufassen, die dann stark ausgeprigt 
ist, wenn die innere Dampfung (durch die St6rungen der Periodizitat 
des Grundgitters verursacht) klein ist. 

Wie aus Tabelle 2 hervorgeht, machen sich auch in der Differenz 
der Brechungsindizes individuelle Unterschiede bemerkbar, deren 
Ursache offensichthch durch Gitterst6rungen (dazu gehért auch der 
Einbau eines Aktivators in ein Gitter) bedingt ist. Dies konnte an 
beiden Kristallen in der unterschiedlichen strukturellen Auspragung der 
langwelligen griinen Emissionsbandengruppe bei — 180° C beobachtet 
werden. Offensichtlich wirkt sich der Aktivator auch auf die Differenz 
bei der experimentellen Ermittlung der Lage der Absorptionskanten fiir 
den auBerordentlichen und den ordenthchen Strahl aus. Dies zeigen 
einmal eigene Beobachtungen und zum anderen auBert es sich in den 
Literaturangaben, deren Werte zwischen 8 A! und 35 bis 40 A? variieren. 

Ein Vergleich der Fig. 5 und 7 zeigt, da im untersuchten Spektral- 
bereich sowohl die Dispersion bei — 180° C gr6Ber ist als auch der Betrag 
fiir den Brechungsindex zu gr6Beren Werten verfolgt werden kann als 
dies bei Zimmertemperatur der Fall ist. 

Hiermit ist gezeigt, daB das Temperaturverhalten des Brechungs- 
index von CdS (die Dispersion als Resonanzphanomen betrachtet) in 
gleicher Weise in dem Sinne gedeutet werden kann, da® mit einer 
Erhohung der thermischen Energie des Kristalls auch seine Dampfung 
zunimmt. Fiir das elastische Verhalten von CdS im MHz-Bereich ist 
dies bereits friiher gezeigt worden”. 

Herr cand. ing. J. zum Brucu hat bei der Durchfiihrung der Versuche wert- 
volle Hilfe geleistet. 

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir fiir finanzielle FOrderung 
dieser Arbeit. 

14 Gross, E.F., u. M.A. Jacopson: Dokl. Akad. Nauk SSSR. 102, 485 (1955). 

15 Goprecut, H., u. A. BarTscHAT: Z. Physik 153, 529 (1959). 
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Aus dem Institut fiir Angewandte Physik der Universitat Hamburg 


Eine Untersuchung der Elektronenkomponente 
von Elektronenlawinen 


Von 
L. FROMMHOLD 
Mit 11 Figuren im Text 
(Eingegangen am 19. Mai 1959) 
The oscilloscopic study of pulses due to the electron component of avalanches in 
homogeneous fields confirms that the number of electrons increases exponentially 
with time. Measuring drift velocity v_ and applying recent measurements of the 
first Townsend coefficient ~, we find the time constant t to be equal to 1/% + v_ 
as was expected.—We get the axial diffusion radius of the electron swarm and 
thus the mean energy of agitation (0-4 to 0-7 eV) and the cross section for electron 
impact. — Space charge influence becomes apparent with carrier numbers of 
about 10? electrons, attenuating the temporal rate of further growth of the avalan- 
che. This is in accordance with earlier work on avalanches done in our institute. — 
The investigation was made with methane in the range of E/p from 28 to 58 
V/em + mm Hg, with pd-values from 50 to 1500cm:+-mm Hg, with mean gas 
amplification from e!? to e!?, and with gap widths of 2, 3, and 6 cm. 


I. Einleitung 


Nach den tiblichen Vorstellungen wird das Wachstum der Elektronen- 
lawinen im homogenen Feld beschrieben durch 


Nhe = Nees 


(m = Zahl der Elektronen; x =v_-t Weg der Elektronen in Feldrich- 
tung ; %) = Zahl der Primarelektronen einer Lawine bei x =0 (Kathode) ; 
a« = erster Townsend-Koeffizient, v_ = Driftgeschwindigkeit der Elek- 
tronen). Demnach erfolgt die Tragervermehrung exponentiell mit einer 
Zeitkonstanten 1/av_. 

Das Ziel dieser Arbeit ist zu priifen, ob dieses exponentielle Wachs- 
tumsgesetz erfiillt wird. Zu diesem Zweck haben wir die Driftgeschwin- 
digkeit v_ der Elektronen in Methan gemessen (vgl. Anhang) und mit 
den bekannten «-Werten! multipliziert, um so die berechnete Zeit- 
konstante 1/av_ mit der gemessenen t zu vergleichen. 

Das MeBverfahren ist folgendes (Fig. 1): Der Elektronenanteil 1_ (¢) 
des Stromes einer Lawine, die mit einem Elektron an der Kathode 
startet (m)=1), betragt 


el = ee eae ae 


~ 
a 
~ 


| ScHLUMBOHM, H.: Z. angew. Phys. 11, 156 (1959). 
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(¢ = Elementarladung, d = Plattenabstand). Der Stromanteil der posi- 
tiven Ionen ist wegen der viel geringeren Driftgeschwindigkeit v, zu 
vernachlassigen; fiir Methan ist in unserem Feldstirkebereich ne 
1,1 -10* und somit 7, (f) nur etwa 1% von 7_(é). Liegt die Entladungs- 
strecke tiber einen hinreichend groBen Widerstand R an der Hochspan- 
nungsquelle, und oszillographieren wir den Spannungsabfall w(é) an 
diesem Widerstand, so gilt mit obiger Formel 


t 


Cu (Z) — [i (t) ; ot= fe exvt 


ad 


. 


0 


(C = Kapazitat der Entladungsstrecke), d.h. der Spannungsverlauf 1 (é) 
ist der Tragerzahl n(t) proportional. Fiir Zeiten, die gréBer sind als die 
Flugzeit d/v_ der Elektronen, verlauft w(t) schwach ansteigend, bis alle 
Ionen nach der Zeit d/v, 
=10°°sec die Kathode er- i 
reicht haben. In unserem 
Fall wird wegen des gerin- 
gen Beobachtungszeitraums 
(1407 sec) dieser langsame 
Anstieg als ein Plateau der 
Hohe 1 erscheinen, (tt FN 

Die Methode und die ver- > ora Fe 
wendete Apparatur ist bereits , Jes. ne Tee 

‘ : Fig. 1. Elektronen- und Ionenstrom einer Elektronenlawine, 

beschrieben2; die Bandbreite als Funktion der Zeit (schematisch) 
von Verstarker und Oszillo- 
graph betrug 50 MHz. Die Empfindlichkeit der Verstarker wurde (soweit 
nicht anders vermerkt) so hoch gewahlt, daB das Verstarkerrauschen 
sich eben bemerkbar machte: Eine Lawine mit 3. 10® Elektronen 
fiihrte auf dem Oszillographenschirm zu einem 1 cm hohen Impuls 
(etwa 1 mV), wahrend das Rauschen etwa 0,1 cm betrug. — Alle 
Druckangaben sind auf 20° C reduziert. 


II. Messung 
1. Allgemeine Form des Oszillogranims 


In Fig. 2 ist ein Oszillogramm einer Elektronenkomponente darge- 
stellt, wie wir es in Methan bei £/p =37,5 V/cm Torr; d=3cm, p= 
419,6 Torr; erhalten haben. — Ubertragen wir diesen Spannungs- 
verlauf in ein logarithmisches Netz, wie in Fig. 2 unten, zeichnen wir also 
den Logarithmus der Spannung w(t) als Funktion der Zeit ¢ auf, so 


2 VOGEL, |. Ke: Z. Physik 148,355 (1957): 
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erhalten wir stets (bei weit tiber 1000 Oszillogrammen) anfangs anstei- ff 
gende Geraden, entsprechend einem exponentiellen Anwachsen. Aus 
der Neigung der Geraden entnehmen wir die Zeitkonstante 7, die in 
Abschn. 2 und 4 in Abhingigkeit von duBeren Bedingungen (Feld- 
starke E, Druck p, Abstand der Platten d) untersucht wird. 


molt 7 ss | 


: | 
| 
| oT eet Pye ee | 
Ca ——E 
+ 20ns > 
er ] a ] 
mVolt | 


G3 


gi 


fe} 


Zeit t 

Fig. 2. Spannungsoszillogramm einer Elektronenkomponente in Methan (E/p = 37,5, pd = 359, etwa 5 - 10° 

Elektronen), Unten die Umzeichnung in ein logarithmisches Netz. Man erkennt das anfangs exponentielle 
Anwachsen sowie das Einbiegen in die Horizontale wahrend der Zeit At 


AnschheBend an den Bereich exponentiellen Anwachsens erfolgt, 
wahrend einer Zeit At*, der Ubergang in die Horizontale (Elektronen- 
strom = 0). Nach dem Schema Fig. 1 ist eine von Null verschiedene 
Ubergangszeit unverstandlich, da der exponentiell angewachsene 
Elektronenstrom bei ¢=d/v_ abrupt zu 1_ =O iibergeht, wenn die Elek- 
tronen in die Anode eintreten, 4¢ somit gleich Null ware, wie dies in 
Fig. 2 gestrichelt eingezeichnet ist. — Offenbar erfahrt die urspriinglich 


* Wir messen A/ von einem Zeitpunkt ¢, an, wenn der oszillographierte Span- 
nungsverlauf w(t) 5 bis 7% unter der ansteigenden Geraden in Fig. 2 bleibt, bis zu 
einem Zeitpunkt /,, wenn etwa 93 bis 95% der Impulshéhe wu, erreicht sind. 
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punktformig gedachte Elektronenwolke auf ihrem Weg zur Anode eine 
Aufweitung, deren achsiale Ausdehnung beim Einlaufen in die Anode 
gemessen wird durch v_- At. In Abschn. 3 und 4 werden wir diese Uber- 
gangszeit naher untersuchen in Abhangigkeit von Druck p, Flugzeit d/v_ 
und thermischer Energie des Elektronenschwarms bzw. E/p, sowie den 
Einflu8 der Verstarkeranstiegszeit ¢, diskutieren. 

Einem Bild wie Fig. 2 entnehmen wir schlieBlich noch den Span- 
nungshub #) der Elektronenkomponente, um daraus die Elektronenzahl 
zu berechnen 


ad 
Wes Cy P 


und diskutieren ihren Einflu8 auf die Struktur der Elektronenkompo- 
nente in Abschn. 4. 


2. Die Zeitkonstante 


Eine typische Verteilung von etwa 40 gemessenen Zeitkonstanten t 
zeigt Fig. 3 (E/p = 37,9 Vicm- Torr, d=359cm- Torr, d=3 cm). 
Die MeBunsicherheit ha- 
ben wir zu etwa +3% 
bestimmt, indem wir glei- 
che Oszillogramme mehr- 
fach ins logarithmische 
Netz iibertragen haben. 
Die mittlere quadratische 
Abweichung (,,Streubrei- 
fe) der Verteilung in as 30 IETS 
Fig. 3 betragt a 6,3 % und Fig. 3. Verteilung der MeBwerte der Anstiegszeitkonstanten 
5 . 23 ; (Methan, E/p = 37,9, pd = 359, d=3 cm, 1 ++: 7- 10° Elektronen 
ist sicher groBer als die pro Impuls). Die kleinsten vorkommenden Werte stimmen tiberein 
«Tc a oe ieee Sheen anoai oiae ey 
eine echte Streuung der der MeBpunkte im Intervall 
Zeitkonstanten vorliegt. 

Wir berechnen aus der «-Messung! und nach Fig. 9 den Wert 1/av_ 
Zu 23 nsec* und stellen fest, daB der Mittelwert der Messung t mit 
27 nsec gréBer als erwartet ausfallt. Bemerkenswert ist, daB der kleinste 
gemessene Wert der Anstiegszeitkonstanten mit 1/xv_ tibereinstimmt. — 
Dieser Befund ist typisch fiir alle MeBreihen: stets stimmt der klein- 
ste MeBwert innerhalb der MeBgenauigkeit iiberein mit dem berech- 
neten 1/xv_, der Mittelwert 7 ist stets etwa 10% gréBer als der kleinste 


aa 


RS SEN ES RSS es, SA SS) 
ioe ial 
oo 


G 


i. 


ao — 5/4 me v_=0,86- 107 cm/sec. Wir kénnen E/p und pd so genau messen, 


daB 1/xv_ auf +4% genau berechenbar ist. — Die Hochspannungsquelle lieferte 
Spannungsschwankungen von hdéchstens 0,05%, so daB ein einmal eingestellter 
au_-Wert auf 0,4% konstant blieb. 


Z. Physik. Bd. 156 11 
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MeBwert, und die Streubreite liegt mit 6 --- 8% tiber der MeBunsicher- 
heit (3%), wie Fig. 4 erkennen laBt. Wir haben dort als ausgezogene _ 
Kurve die nach Fig. 9 und! berechneten Werte «/p - v_ eingetragen, die 
das reziproke unserer Zeitkonstanten 1/%v_, dividiert durch den Druck , 
darstellen. So entsteht eine Funktion von £/f allein. Zum Vergleich 
sind die gemessenen Anstiegskonstanten t — ebenfalls reziprok in der 
Form 1/tp — eingetra- 
gen. Die offenen Kreise 


—— —— 
| 
| 
| 
| 


| 

| 
es | | (0) sind aus den klein- 
| | sten MeBwerten einer 
aan MeBreihe hergeleitet und 
S liegen stets auf der be- 
3 rechneten Kurve; Mit- 


telwert und Streubreite 
einer Messung sind syste- 
matisch gr6éBer als er- 
wartet. 

Einige weitere An- 
stiegskonstanten erhiel- 
ten wir, Indem wir durch 

einen Lichtblitz inner- 
| halb kurzer Zeit (etwa 
2.- 40-3 sec) etwa 2200 
Lawinen starten heen 
(u)= 200). Der oszillo- 
ri G97 Sacer graphische Impuls ist 

E/p dann m -fach vergroBert 


Fig. 4. Der berechnete Verlauf «/p + v_als Funktion von E/p. Zum und praktisch frei von 
Vergleich sind die gemessenen Anstiegszeitkonstanten, umgerechnet Rauschen, so daB wir 
auf 1/tp, eingetragen. Die aus den kleinsten MeBwerten erhalte- r i - 
nen Werte liegen auf der Kurve (©), Mittelwert und Streuung von im. logarithmischen Netz 


(%) liegen systematisch unter dem berechneten Verlauf, ebenso (wie Fig. 2) sehr genaue 


wie die an Lawinen mit Funkenauslisung erhaltenen Anstiegszeit- es c ‘ 
konstanten (@), die Mittelwerte tiber etwa 200 Lawinen darstellen Werte der Anstiegszeit- 
konstanten entnehmen 


konnen. Die MeBunsicherheit ist nur 1 --- 2%, und die gemessene An- 
stiegszeitkonstante stellt einen Mittelwert iiber j= 200 Lawinen dar, 
der ebenfalls systematisch gréBer ist als 1/av_ (@ Fig. 4). 

Um die Verteilung der MeBwerte Fig. 3 zu verstehen, miissen wir 
berticksichtigen, daB das elektrische Feld des Plattenkondensators nur 
naherungsweise homogen ist, und daB schon geringe Feldstarkednde- 
rungen zu relativ groBen Anderungen in « und der Anstiegszeitkonstanten 
1/xv_ fiihren. So bewirkt beispielsweise eine Feldstarkeanderung von 
— 1% in einem praktischen Fall (Methan, E/p= 30) eine Anderung von 
a um -—6% und von 1/xv_ um +7%. In unserem Fall (sog. 90°-Rogows- 
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ki-Profil) nimmt die Feldstarke vom héchsten Wert E,=U/d auf der 
Symmetrieachse um so mehr ab, je weiter wir uns von der Achse ent- 
fernen. Daher existiert auch eine ausgepragte raumliche Verteilung der 
beobachteten Lawinen iiber die 
Elektrodenflache, Fig. 5*. — 
Diese Verteilung hangt ab 
von der Tragerzahl n* der 
kleinsten Lawine, die den 
Oszillographen noch zu trig- 
gern imstande ist, und der 


* Es ist praktisch nicht zu er- 
reichen, da®{~ Elektronenlawinen 
nurim innersten Teil der Kathoden- 
flache starten; teilweise versagen 
die Lésungsvorschlage hierzu bei 
den hohen verwendeten Feldstar- 
ken, teils bleibt geniigend Streu- 
licht, das auf der gesamten Ka- Kathode 
thodenflache Elektronen auslésen 
kann. Ferner emittiert die Ka- 
thode bei Feldstarken um 10kV/cm 
auch ohne Bestrahlung zahlrei- 
che Elektronen (KERNER K., u, 

H. RaEtTHer: Z. angew. Phys. 6, 
212 (1954), KerRNER K.: Z. angew. 
Phys. 8, 1 (1956)]. — Um die 
Verteilungsfunktion W in Fig. 5 
zu berechnen, nehmen wir daher 4 — 
naherungsweise an, da iiberall ,/g 2 
auf der Kathode die gleiche Waht- pig 5, Feldverlauf im Rogowski-Profil. Die Ziffern bedeu- 
scheinlichkeit fiir den Austritt ten Feldstarkeschwichung (E,—E)/E, in Prozent. Die 
von Elektronen besteht. Dadurch Aquipotentiallinien sind im Abstand d/2, 2/a, 1/a%) und 0 
Best dic Zabt der Startclektegr 1 0m Anois OW frit de Wabash 
nen proportional 2a7- dr (y= Trigger-Pegel n* ist, an einem Ort der Anode ankommt, 
Abstand von der Achse) zu. Die- der zwischen ¢ und 7 + 67 liegt. 7%) =e%o4 ist die mittlere 
se Elektronen werden verstarkt Gasverstirkung auf der Achse, 1/« ist der mittlere Weg 

A ; a eines Elektrons in Feldrichtung zwischen zwei Ionisierungen 
mit der mittleren Gasverstarkung 

(+) 

n(v) = exp J «- 0s langs einer Feldlinie, die im Abstand v von der Symmetrieachse 


in die Elektroden miindet. (7) nimmt mit wachsendem Abstand v wegen der Feld- 
schwachung des Profils sehr schnell ab. Dadurch geht das Produkt n(r) - 27-07 
iiber ein Maximum. — Nun sei n*, der Trigger-Pegel des Oszillographen, fest vor- 
gegeben, so da alle Impulse mit einer Tragerzahl tiber n* oszillographisch sichtbar 
werden. Der Tragerzahlstatistik! von Elektronenlawinen entnehmen wir, da mit 
fallendem 7 auch schnell die Ereignisse mit m = n* selten werden, so da®B gerade die 
Verteilungsfunktion W = W(r/d; n*/n)) von Fig. 5 entsteht. dW =W - d7/d ist die 
Wahrscheinlichkeit, da® (unter obigen Voraussetzungen) ein oszillographisch be- 
obachteter Impuls von einer Lawine stammt, die im Abstand zwischen y und 7 + dv 
von der Achse ablauft. 
Niles 
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mittleren Gasverstarkung 7, =e*“ auf der Symmetrieachse der Ent- 
ladungsstrecke. 

In unserem Fall kommen meist Parameterwerte 1*/m) zwischen 1/5 
und 1 vor. Die meisten beobachteten Lawinen laufen also in einem Ab- | 
stand v= d/2 von der Achse (d = Plattenabstand) und daher im ge- | 
schwichten Feld. Wir beobachten oszillographisch das letzte Stadium _ 
der Lawinenentwicklung, etwa den Zeitabschnitt, in dem die Elektronen 
die letzten drei Ionisierungsweglangen 1/x durchlaufen; die meisten 
Lawinen finden also in diesem Teil ein im Mittel um etwa1/,% geschwach- 
tes Feld. Nur wenige entwickeln sich nahe der Achse, im Gebiet der 
hdchsten Feldstarke E,. Daher fallen die meisten MeBwerte der Zeit- 
konstanten t zu groB aus, und nur wenige Ereignisse ergeben den klein- 
sten, erwarteten Wert 1/av_. 

Um wieviel Prozent der haufigste MeBwert von t tiber dem berechneten Wert 
1/xv_ liegen soll, ist nach obiger Uberlegung nur zu schatzen, wir erwarten 3 ++: 4%. 
Bedenkt man jedoch, daB die Berechnung unter der Annahme eines zweidimensio- 
nalen Feldstarkeverlaufs entstand, was in Wirklichkeit nur in drei Dimensionen zu 
beschreiben ist, und da®B die tatsachliche Feldschwachung starker als berechnet 
ausfallen wird, so ist anzunehmen, daB die verbleibende Differenz (5 --- 8%) da- 
durch erklart wird. — Auch ist es méglich, da die in Abschn. 4 beschriebene Raum- 
ladungswirkung zu dieser Differenz beitragt. 

Wir halten es daher fiir berechtigt, aus unseren MeBwerten jeweils 
nur die kleinsten herauszugreifen, um sie mit 1/%)v_ zu vergleichen. Aus 
der Ubereinstimmung ziehen wir den Schlu8, daB das Wachstum der 
Elektronenlawinen in Methan exponentiell mit der Zeitkonstanten 1/av_ 
verlauft. 

3. Die Eintrittsdauer 


Die Mittelwerte Jt der Eintrittsdauer lagen in Methan je nach 
Druck #, Abstand d und Feldstarke (£/p) zwischen 8 und 25 nsec. Um 
daraus den achsialen Durchmesser des Elektronenschwarms zu berech- 
nen, mtissen wir die Verformung des Impulses durch den Horizontal- 
verstarker des Oszillographen beriicksichtigen. — Wie die Rechnung 
ergab, ist v.- A¢ dann mit dem Durchmesser der Elektronenwolke zu 
identifizieren, wenn A? geniigend groB gegen die Anstiegszeit t, des 
Verstarkers* ist; wird At vergleichbar mit ¢4, so diirfen wir naherungs- 
weise mit dem korrigierten Wert 
rechnen. athe \a ege 


Diese Korrektur begriinden wir wie folgt: Eine Lawine mit der Diffusionsbreite 
A?’ fiihrt zum gleichen Spannungsverlauf wie eine ,,ideale‘‘ Lawine ohne Diffusion 
am Ausgang eines Vierpols mit GauSscher Ubertragungsfunktion, dessen Anstiegs- 
zeit gleich A?’ ist. Ubertragt man solche Impulse mit einem weiteren Vierpol mit 
GauBscher Ubertragungsfunktion, mit der Anstiegszeit ¢4, so resultiert im Fall der 


* t4 = & nsec, gemessen von 10 bis 90% an hinreichend steilen Spannungsstufen. 
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»idealen“ Lawine nach bekannten Beziehungen eine Gesamtbreite At — \(4 pee 
und ebenso bei der Lawine mit Diffusion, da diese nicht zu unterscheiden war. 


Demnach erhalten wir Lawinenkopfdurchmesser bis zu 2mm (d= 
3cm, £/p =60 V/cm Torr, =20 Torr), Tabelle 1. 


Tabelle 4 
1 SS ee er he ee ee eee 
Diffusions- = 
Fip( =) atom] ero? omy | 4¥ (asec) | Sub | “I |p (ee 
| v_. At’ (cm) | Al (nsec) See 
—e_rwrr eee eee — — — — 
Bio 34,0. | 3. | | 999 5 0,03 +3 0,9 + 108 
BO, Oe" 37,9 3 359 9 0,07 223,55 1,3 10° 
38,4 3 307 9 0,08 ar 8 1,0- 10° 
89,0" 39)6 | 3 250 ONT lO One (+ 5) (Boy? GIO) 3 ileAh 2 s(0)2 
39,8 3 250 12 Os dt +4 1,4 105 
41,5 ++ 43,1 3 191 (GIA)S Babs) AO. sis (+5) (3,5 - 105); *1,4 - 108 
42,0 3 178 11 OL +4 1,4 - 10° 
55,9 3 63,0 | 15 0,20 +4 2-108 
35,0 D 495 5 | 0,04 eR 1-105 
Bras 997ml 5 Jae SO ee 2 Oh G2) mee O Nee Os AT (se UG) (Cisne 155) 0 soe 


Die mit einem Stern versehenen Werte sind nach S. 154, FuBnote, korrigiert, 
die zugeh6rigen, unkorrigierten Werte sind eingeklammert. 


__ Wahlen wir unsere Bedingungen (f, d, E/p) so, daB der Mittelwert 
At=t, wird, so ist der Durchmesser v_4?’ unmeBbar klein*. — 


4 
N 


70 


Streu- ' bre/te 


5 70 15 20 ns 

At 
Fig. 6. Verteilung der MeBwerte der Elektronen-Eintrittsdauer At. (Methan, E/p = 36,6 ++: 37,9, n=2°-:- 
8+10°). Der Mittelwert 4t und die Streubreite sind eingetragen. N Zahl der MeBpunkte pro Intervall 


Solche Messungen ergeben eine GauBbsche Fehlerkurve mit einem Streu- 
wert von +3 nsec, dies ist der Auswertefehler, der nach unserem Meb- 
verfahren stets zu erwarten ist. 

Eine typische Messung der Eintrittsdauer ist in Fig. 6 dargestellt. 
Es ergeben sich schwach unsymmetrische Verteilungen (mit einem 


* Dies ist z.B. bei p > 500 Torr, d<3 cm in Methan erfillt. 
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Schwanz zu groBen Zeiten); die mittlere quadratische Streuung betragt 
+3 bis +4 nsec, sie ist ebenso groB wie der eigentliche MeBfehler, so 
daB keine zusiitzliche natiirliche Streuung (abgesehen von den seltenen 
groBen MeBwerten) beobachtet wird. 

Wir wollen versuchen, das Diffusionsgesetz auf die Messung der 
Eintrittsdauer 4?’ anzuwenden, und nehmen an, da eine Elektronen- 
wolke der Dichte g in die Anode eintritt. Wahrend der Eintrittsdauer 
wollen wir die Gasverstarkung der Elektronen vernachlassigen. Dann 
gilt 


o = (42 Dt)-?- exp aE fg 


(D = Diffusionskoeffizient fiir Elektronen, x, y,z sind die raumlichen 
Koordinaten). Als Durchmesse1 definieren wir den Wert 


2 |x| =2) ely 5 
{/ I 


so daB etwa 85% aller Elektronen in diesem Durchmesser enthalten sind. 
Wir identifizieren diesen versuchsweise mit v_ - A?’ und setzen die Flug- 


2 
0, as eo oe 

fe sepaeedl a(t | anbe eat 
2 = 3-105. Efp) | | Methan 

2 2om_| 6¢m 

| ss +2 
1 a, Saga ea boo} 
is Bae 


0 70 20 50 40 50 60 70 
E/p V/cm-Torr 


Fig. 7. Diffusionskoeffizient D, bei 1 Torr, fiir Elektronen in Methan, als Funktion von E/p. Messung bei 
einem Plattenabstand von 3 cm, soweit nicht anders vermerkt. (©) MeSwerte nach Tabelle 1; (+) korrigierte 
Werte nach Abschnitt 4, FuBnote auf S. 154 


zeit ¢=«a/v_ ein. Daraus berechnen wir D und tragen in Fig. 7 den auf 
den Druck von 1 Torr normierten Wert D,=#/-D als Funktion von 
E/p auf*. Die Werte von D, sind untereinander vertraglich, ganz un- 
abhangig von der Flugzeit d/v_ (d =2, 3 und etwa 6 cm) und vom Druck; 
sie folgen naherungsweise dem Gesetz 

Dy 340 Bp (Sr). 


eumnsec 


Unter Verwendung der Einsteinschen Beziehung 


D/b = mv?/3 € 

* Dab der Diffusionskoeffizient in dieser Weise auf den Druck normierbar 

sein mu8, erkennt man am besten aus der Darstellung D = Av/3 (A = mittlere freie 

Weglange, v = mittlere thermische Geschwindigkeit). Hier ist p- A=, druck- 
unabhangig, ebenso pD=D,. 
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(0 = Beweglichkeit ; fiir Methan bei 1 Torr b, = pb =2,36 - 10° oneey 
Volt: sec ’ 
é = Elementarladung, mv?/2 = thermische Energie der Elektronen) er- 
halten wir 
Volt 
cml Rony. 


mv/2=0,013-E/p (eV); 30SE/p < 60 
Die thermische Elektronenenergie ergibt sich also zu 0,4--- 0,8 eV je 
nach £/, was ein verntinftiger Wert ist. Die thermische Energie wachst 
mit E/p; auch diese Tendenz ist zu erwarten, da E/f proportional ist zu 
der Energie, die ein Elektron im Mittel zwischen zwei St6Ben aus dem 
Feld aufnimmt. 


Aus der Ubereinstimmung der bei verschiedenem Abstand d gewonne- 
nen, auf den Druck normierbaren Werte D, sowie aus der Tatsache, daB 
aus D verniinftig erscheinende Werte fiir die thermische Energie der 
Elektronen ableitbar sind, die mit wachsendem E/f, wie zu erwarten, 
anwachsen, schlieBen wir, daB der Elektronenschwarmdurchmesser 
durch Diffusion entstanden ist. 


Wenn dieser Schlu8 richtig ist, so k6nnen wir daraus die statistische 
Schwankung von A?’ abschatzen. Eine solche Abschaétzung mu8 — ahn- 
lich wie die der Statistik der Tragerzahlen — die Verhaltnisse am Anfang 
der Lawinenentwicklung besonders beriicksichtigen, weil sich eine stati- 
stische Schwankung um so vollkommener herausmittelt, je gréBerdie 
Tragerzahl ist. Wir erhalten naherungsweise eine ,,nattirliche’’ Streu- 
breite von +A?’'/2ad entsprechend +3 .--- 4%. Dies ist selbst bei den 
groBten MeBwerten (etwa 20 nsec) noch klein gegen die MeBunsicherheit 
von +3 nsec, so daB die natiirliche Streuung nicht nachzuweisen war. 


Diffusionsbreitenmessungen an einzelnen Lawinen wurden bereits in 
der Nebelkammer? gemacht. Dort wurde gefolgert, daB die beobachtete 
keulenformige Ionenspur einer Lawine ihren typischen Offnungswinkel 
durch Diffusion des Elektronenschwarmes erhalt, dies also ein MaB fiir 
den Diffusionskoeffizienten der Elektronen bzw. deren thermischer 
Energie darstellt. Es wurden Elektronenschwarm-Durchmesser von 
2---4mm, senkrecht zur Lawinenachse, gemessen, die thermische 
Energie ergab sich auch hier zu etwa 1/,eV, in verschiedenen Gasen mit 
Alkohol- und Wasserdampfzusatz. (Plattenabstand d=3,6cm, E/p = 


30 --- 40). 
4. Zur Entartung der Lawine bei groBen Trigerzahlen 


Alle bis hierher mitgeteilten Messungen sind an Lawinen mit 
Tragerzahlen von einigen 10° Elektronen gemacht. Unter denselben 
Bedingungen, also konstantem E/p und fd, entstehen mit gewisser 


3 RaeTHER, H.: Ergebn. exakt. Naturw. 22, 73 (1949). 
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Wahrscheinlichkeit auch Lawinen mit mehr Elektronen auf Grund der 


natiirlichen Tragerzahlstatistik. 

Solche Impulse zeigen mit steigender Tragerzahl zunehmende Ent- 
artung: 1. Es wachst der Mittelwert 7 der Anstiegszeitkonstanten (etwa 
auf das 1,3fache von 1/a)v_ bei 108 Elektronen). Gleichzeitig wachst die 
Streuung um den Mittelwert in etwa gleichem Mafe, so daB immer noch 
vereinzelt als kleinster MeBwert t =1/%)v_ vorkommt. 2. Ebenso nehmen 
Mittelwert und Streuung von At in etwa gleichem MaBe zu. So erwarten 
wir unter gewissen Bedingungen (E/p = 29,9, pd =1523) ein At’= 3 nsec 


Leit % 


Fig. 8. Verschiedene Oszillogramme, umgezeichnet ins logarithmische Netz (Methan, E/p = 29,9, d=3 cm, 
pd = 1523, Mm =2+ 10’). Unten praktisch raumladungsfreie Lawinen, oben mit erkennbarer Entartung durch 
die Raumladung der positiven Tonen. Af unten: 8 nsec, oben durch Raumladungswirkung vergroBert: 23 ns 


und konnten (an Lawinen mit méglichst kleinen Tragerzahlen) tatsach- 
lich At/<4 nsec messen. Bei Tragerzahlen iiber 108 erhalten wir jedoch 
At= 23 +17 nsec; es ist also der achsiale Durchmesser im Mittel um eine 
GroéBenordnung gewachsen sowie eine echte Streuung entstanden, die 
nicht durch die MeBunsicherheit (-+-3 nsec) vorgetaduscht ist*. 


Die Darstellung solcher Oszillogramme im logarithmischen Netz laBt 
dies bereits erkennen: Der untere Teil der Fig. 8 stellt Impulse (bzw. 
Impulsausschnitte) zwischen 0,2 und 2mV, entsprechend etwa 0,7 -:- 


* Bei Tragerzahlen von 6 --: 12 - 10° Elektronen deutet sich diese Tendenz schon 
an: Die aus At’ berechneten D,-Werte fallen zu gro8 aus (etwa um einen Faktor 2), 
und die Streubreite wachst auf -- 5 nsec und mehr. Lassen wir bei solchen Mef- 
reihen die groBen Werte A? wegfallen, soweit diese offensichtlich entartet sind, so 
entsteht ein brauchbarer Wert von D,, der in Fig. 7 und in Tabelle 1 durch ein 
Kreuz bzw. einen Stern bezeichnet ist. 
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7-410° Elektronen dar; die Streuung der Anstiegszeitkonstanten ist 
gering, und Af stimmt praktisch tiberein mit der Anstiegszeit t4=8 nsec 
des Verstarkers, woraus wir At/<4 nsec entnommen haben. — Fig. 8 
oben stellt Impulse dar, die unter unverdnderten Bedingungen (Druck, 
Feldstarke, Abstand) entstanden sind und durch die natiirliche Trager- 
zahistatistik bis zu 2-108 Elektronen enthalten. Die Anstiege sind im 
Mittel flacher (t nimmt zu von 31 auf 35 nsec, das ist das 1,3fache von 
1/%9v_ = 27 nsec) ; die Streuung der Anstiegszeitkonstanten nimmt eben- 
falls zu, und schlieBlich sind die Anstiege oft auf ihrer ganzen sichtbaren 
Lange gekriimmt, so daB die MeBwerte At bis auf 60 nsec anwachsen 
_k6énnen. Der Mittelwert At ist auf 23 nsec angewachsen. 


Es ist sehr wahrscheinlich, daB diese starke axiale Verbreiterung 
_ des Lawinenkopfes mit der in der Nebelkammer? bei groBen Tragerzahlen 
beobachteten Verbreiterung senkrecht zur Achse eng zusammenhdangt. 

Zur Beriicksichtigung der Feldverhaltnisse unseres Plattenkondensators nach 
_ Fig.5 ist zu bemerken, daB das Verhaltnis n*/n, (Trigger-Pegel zu mittlerer berech- 
neter Gasverstaérkung) 0,17 bzw. 5 betrug. Wahrend also im ersten Fall (7*/m = 0,17 
bei einigen 10° Tragern) noch Feldverzerrungen von 1 -:: 2% haufiger vorkommen 
_ diirften und demnach der haufigste MeBwert um 7-::- 15% gréBer als 1/ogv_ aus- 
fallen darf, sollte im zweiten Fall (n*/7) = 5, bei etwa 108 Tagern) die Feldverzerrung 
des Rogowski-Profils keine Rolle mehr spielen. Die gesamte Diskrepanz von 30% 
von 1/%)v_ sollte daher eine Wirkung der Raumladung sein. 

Eine Abbremsung des (mittleren) Lawinenwachstums unter dem 
_ EinfluB der Raumladung von einigen 10%-Tragern ist bereits friiher be- 
obachtet worden?#:*. Diese fallt offenbar um so starker aus, je kiirzer der 
Abstand 1/« des Schwerpunktes der Ionenwolke vom Mittelpunkt der Elek- 
tronenwolke wird. Dies deutet hin auf die feldschwachende Wirkung der 
_ positiven Raumladung am Ort der Elektronen. Um das Ionenfeld abzu- 
schatzen, nehmen wir an, daB alle Ionen punktférmig im Schwerpunkt 
der Ionendichte vereinigt sind. Im Abstand i/« entsteht dadurch eine 
Feldschwachung 

EN 
+ are (tla? 


(eé) = 8,859 - 10-14 A sec/V cm), die im Mittel gleich stark auf alle Elek- 
tronen wirken wird. Setzen wir fiir die Tragerzahl m = 108%, so erhalten 
wir E,, =330 V/cm. Dies ist ein merkbarer Betrag der statischen Feld- 
starke E, (etwa 3%), so daB wir eine VergréBerung der Anstiegszeit- 
konstanten 1/av_. um 20% erwarten (Zahlenwerte fiir E/p = 29, 
pd= 1500, d=3cm). Dies ist etwa in Ubereinstimmung mit der 
30%igen Abweichung nach unserer Messung. 


4 ScHtumBoHM, H.: Z. Physik 151, 563 (1958); 152, 49 (1958). 
5 Ricuter, K.: Z. Physik (im Druck). 
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Anhang 


Die Driftgeschwindigkeit v_ und abgeleitete GroBen 


Die Driftgeschwindigkeit v_ der Elektronen, Fig. 9, haben wir gemessen a) mit 
Hilfe eines Funkens, der innerhalb 1 -:: 2: 1078sec etwa 200 Elektronen an der 


4-107 


cm 
$ 
ip 


fi 


70 


| 

| 

| 
gs | | 

30 #0 50 b0 70 
E/p V/em Torr 
Fig. 9. Driftgeschwindigkeit der Elektronen in Methan. Die mit (*) bezeichneten Werte sind mittels 
Funkenauslésung, die (O) mittels Photostatistik bestimmt. (+) MeBpunkte von FRANKE® 


Kathode, durch Photoeffekt, lieferte. Der elektrische Impuls des Funkens wurde 
auf den Verstarker gekoppelt und gab den Zeitpunkt des Elektronenaustritts aus 
der Kathode, Fig. 10. Der Zeitpunkt der Ankunft der Elektronenlawine an der 


| | Sel I I 


Fig. 10. Oszillogramm einer Elektronenlawine, die mit etwa 200 Elektronen gestartet ist, die durch einen 

Funken ,,gleichzeitig’ ausgelost wurden. Der Funkenimpuls ist auf den Verstarker gekoppelt und gibt den 

Zeitpunkt der Elektronenemission (A). Bei B laufen die ersten Elektronen in die Anode ein. Aus der Zeit- 

differenz d/v_errechnen wir die Driftgeschwindigkeit. (Atherdampf, p= 63,6 Torr, d=3cm, E/p=80,5, 
ad=14. Kastchenbreite = 10~’ sec, -héhe = 0,2 V; v_=0,8 - 107 cm/sec) 


Anode wurde, ahnlich wie in Fig. 2, im logarithmischen Netz bestimmt und aus der 
Zeitdifferenz t_=d/v_ die Driftgeschwindigkeit berechnet. b) Ferner konnten wir 
die Statistik des zeitlichen Abstandes der Photo-Nachfolgelawinen aufnehmen, die 
ebenfalls sehr zuverlassige Werte fiir d/v_ liefert, wir konnten weitere MeSpunkte®, 
die nach der gleichen statistischen Methode erhalten wurden, iibernehmen. 


6 FRANKE, W.: Diplomarbeit 1959, Hamburg. 
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Die besonderen Feldverhaltnisse im Rogowski-Profil verandern zwar die theo- 
retisch berechnete Statistik, doch kann man dem Maximum der Verteilungsfunk- 
Ge . 
tion nach wie vor den Wert d/v_ entnehmen, weil die Laufzeit AG) — | ae langs 
. . . . . . + (=) 
einer Feldlinie bis auf einige Promille konstant bleibt fiir alle Werte y, die wir nach 
Fig. 5 beriicksichtigen miissen. 


Ein bemerkenswertes Ergebnis unserer Driftgeschwindigkeitsmessung ist die 
konstante Beweglichkeit der Elektronen in Methan: Das konstante Glied in der 
Formel 


cm 
U_ = 2,36-10°- E/p — 0,04 - 10? ( 
sec 


spielt in unserem E/p-Bereich (30<4£/p<60 V/cm Torr) keine Rolle, da es nur 
wenige Prozent von v_ ausmacht. Deswegen diirfen wir schreiben 


ie Chay S wae ae cm? Torr 
ici sec - Volt 

(A, = mittlere freie Weglange fiir Elektronen bei 1 Torr, v = mittlere thermische 

Geschwindigkeit, m = Masse des Elektrons). Wir berechnen daraus die mittlere 

StoBfrequenz fiir Impulsiibertragung bei 1 Torr 


Ok = OPS oWOO — (Ay ittoxse o830)),, 


die auffallenderweise von E/p unabhangig ist. 


Ein Vergleich mit der mittleren Ionisierungsfrequenz bei 1 Torr, «,v_ (vgl. 
Fig. 4), lehrt, daB in unserem E/p-Bereich auf 2 - 10° bis 10° St6Be ein ionisierender 
StoB® fallt. 


Unter Hinzunahme der gemessenen Diffusionskoeffizienten D,, Fig. 7, erhielten 
wir bereits die thermische Energie 3 mv?, so daB wir der Sto®frequenz v/A, naherungs- 
weise eine mittlere freie Weglange A, entnehmen kénnen, Tabelle 2. Zum Vergleich mit 


Tabelle 2. Aus dey Driftgeschwindigketts- und Diffusionsmessung abgeleitete Bezie- 
hungen als Funktion von E/p 


E/p by vay imu? v Pe v[v_ x | ofa 
J i? : aU_ 
Volt ] cr Tat 1 (eVolt) ( ) (om) a (%) 
em: Torr / | \ sec: Volt sec Torr sec _ 


30 2,36: 108; 2-10! | 0,38 | 4,5-107| 0,0060 | 7,8 | 3,3 108 

40 2,36-10°| %- 10! | 0,54 | 5,2: 107! 0,0070 | 6,7 455° WAgSeed Oe 
BO 2 GOs t0s| ra 10." 1) 0564.95, 8-407 | 0,007.7. 16,0" | 5,6 210" 
60 DHo NO? | Se 1G | OW | OL ono" | @xows | 55 |) Ge Po NOP 


Beweglichkeit 6,, StoBfrequenz v/A,, thermische Energie 3 mv2, thermische 
Geschwindigkeit v, mittlere (geschwindigkeitsabhangige) freie Weglange A,, Umweg- 
faktor v/v_, mittlerer Energieverlust pro StoB x, Zahl der St6Be pro ionisierendem 


Sto ide j 
ob 
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den bekanntenWerten? haben wir den ,, Wirkungsquerschnitt‘‘ 1/A,in Fig. 11 als Funk- 
tion der Geschwindigkeit aufgetragen. Sie zeigen, daB ein ausgepragtes Ramsauer- _ 
Minimum auch im Molekiilgas CH, vorhanden ist, wie dies in einer friiheren Messung 
bereits angedeutet ist’. SchlieBlich berechnen wir noch den ,, Umwegfaktor‘ v/v_ 
und den mittleren Energieverlust x eines Elektrons beim StoB, der mit steigendem 
E/p wachst, wie zu erwarten ist. 


le 

Ay 

7/om 
750|- 


700 


Fig. 11. Wirkungsquerschnitt der Methanmolekiile gegeniiber langsamen Elektronen. A Aus der StoBfre- 
quenz v/A, berechnete, eigene Werte. B Bekannte Werte’. C Das 4° |/2-fache der gaskinetischen mittleren 
Weglange 


Die Arbeit entstand auf Anregung und unter der Fiihrung von Herrn Professor 
Dr. H. RAETHER, und ich habe ihm fiir viele klarende Gesprache sehr zu danken. — 
Herr cand. phys. G. FRANK hat fiir mich freundlicherweise die Messungen bei groBem 
Abstand (d=6 cm) mit seiner Apparatur besorgt, und die Deutschen Forschungs- 
gemeinschaft stellte dankenswerterweise die gesamte elektronische Mef®- und 
Priifeinrichtung zur Verfiigung. 


7 KorratH, R.: Handbuch der Physik, Bd. 34, S. 1. Berlin-Géttingen-Heidel- 
berg: Springer 1958. 
8 RAMSAUER, C., u. R. KoLttatH: Ann. Physik 4, 91 (1930). 
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Aus dem Physikalischen Institut der Universitat Mainz 


Zur Additivitat von Photostrom 
und Sekundarelektronenstrom 
Von 
E. BRINKMANN und H. DEIcHSEL 
Mit 2 Figuren im Text 


(Eingegangen am 9. Juli 1959) 


Papers from Exkertowa! and DEMBER? show contradicting results concerning the 
additivity of photoelectric current and secondary electron current. We found, 
upon investigation, that additivity exists between photoelectric current and 
secondary electron current for metals in agreement with EkErtTowa. The large 
departures from additivity, observed by DEMBER, receive reasonable interpretation 
in terms of an internal photoelectric effect in the oxide layer of his target. 


EKERTOWA! zeigte 1956 in einer Uberschlagsrechnung, daB bei Be- 
strahlung von Metallen mit ultraviolettem Licht wud Elektronen eine 
Additivitat von Photostrom und Sekundarelektronen-(SE)-Strom zu 
erwarten ist; eine Abweichung von der Additivitat (,,Zusatzstrom") 
kann danach maximal 10° des fiir sich gemessenen Photostromes be- 
tragen und diirfte deshalb kaum nachweisbar sein. 


EKERTOWA bestatigte experimentell die Additivitat von Photostrom 
und SE-Strom an Magnesium, Aluminium und ,,schwach oxydiertem“ 
Magnesium und Aluminium innerhalb der MeBfehlergrenze. Im An- 
schluB an ihre Messungen diskutiert sie eine Arbeit von H. DEMBER?®, 
der 1925 bei Bestrahlung einer Aluminiumplatte als Target keine 
Additivitat zwischen Photo- und SE-Strom fand. DEMBER stellte fest: 

4. Bei konstanter auffallender Lichtintensitat liefert gleichzeitiger 
Gliihelektronenbeschu8 des Targets einen ,,lichtelektrischen Zusatz- 
strom‘, der je nach den Bedingungen bis zu 148mal gréBer sein kann 
als der Photostrom allein. 

2. Die lichtelektrische Empfindlichkeit des Aluminiums erstreckt sich 
wahrend der Bestrahlung durch Gliihelektronen bis zu Wellenlangen 
weit oberhalb der Grenzwellenlange (,,bis zu roten Lichtstrahlen”). 

Diese Ergebnisse von DEMBER fiihrt EkERTOWA auf eine fehlerhafte 
Schaltung (vgl. ,, DEMBER 1925“ in Fig. 1) und mangelhafte Versuchs- 
bedingungen zuriick. Sie begriindet ihren Einwand folgendermaBen: 


1 ExertowA, L. I.: Z. techn. Phys. USSR. 26, 1665 (1956). 
2 DemBER, H.: Z. Physik 33, 529 (1925). 
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a) ,,Die Elektronen erreichen den Emitter mit ihren thermischen | 
Anfangsgeschwindigkeiten™. 


b) ,,Bei so kleinen Elektronenenergien mu der Strom tiber das 
Galvanometer, hervorgerufen durch die Primarelektronen, eine dem 
Photostrom entgegengesetzte Richtung haben”. 


c) ,, Diese Griinde zusammen mit dem fehlenden Saugfeld (d.h. dem 
wahrscheinlichen Vorhandensein einer Raumladung) und den Bedin- 
gungen eines schlechten Vakuums (bis 10> mm Hg) machen die Ergeb- 
nisse der Arbeit von DEMBER recht zweifelhaft”. 


Target 


Netz. 


Anode 


kathode 


aj tulle = 


Fig. 1. Schaltschema der Versuchsanordnung. DEMBER 1925: 


PSS ; unsere Schaltung: ——— ------ 


AbschlieBend stellt EkKERTOWA auf Grund ihrer Messungen fest, daB 
, die Ergebnisse von DEMBER unverstandlich bleiben, selbst wenn man 
annimmt, da sein Target oxydiert war‘. Gerade diese letzte Feststellung 
schien uns aber unbefriedigend: einerseits herrscht bei Metallen ver- 
mutlich eine Additivitat zwischen auBerem lichtelektrischem Effekt 
und Sekundaremission*, andererseits reichen nach unserer Auffassung 
die Einwande von EKERTOWA nicht aus, um einen so grvoben Effekt zu 
verstehen, wie ihn DEMBER gemessen hat. 


Wir wiederholten aus diesem Grunde die Demberschen Messungen 
mit mdglichst gleicher Anordnung. Unsere Messungen bestatigten die 
von DEMBER gefundenen Ergebnisse: 


{. Es tritt tatsachlich ein ,,Zusatzstrom“ J,** auf, der aber nicht 
als _,,lichtelektrischer Zusatzstrom‘‘ bezeichnet werden darf, da es 
sich um einen Elektronenemmstrom in das Target handelt. J, wachst 
bei konstanter Lichtintensitat und steigendem Gliihelektronenstrom 


* Eine Durchsicht der Literatur ergab keine Anhaltspunkte zu dieser Frage, 
von den beiden zitierten Arbeiten abgesehen. 

** Zusatzstrom I,=I(Gi4pn)— (|Gi] —|Ipn|) wobei positives Vorzeichen in 
das Target einstromende Elektronen bedeuten soll. 


Additivitat von Photostrom und Sekundarelektronenstrom 


1014 


(Tabelle): 7, geht gegen Null, wenn der Glithelektronenstrom kleiner 
als etwa 107° A wird, speziell ist |Z,| etwa 2000mal gréBer als 


der Photostrom 


allein 


(10-29 A) 


bei einem Gliihelektronenstrom von 
(0), 7/7 oO mas 


2. In qualitativen Versuchen 
ergab sich ferner, da8 J, auch 
bei Einstrahlung von sichtbarem 
Licht (Schott-Filter) deutlich von 
Null verschieden bleibt (Grenz- 


wellenlange des Aluminiums etwa 


3000 iW 


Dariiber hinaus haben wir J, 
gemessen, wenn das Netz auf posi- 
‘tiver Spannung U,, gegeniiber dem 
Wie Fig. 2 
nimmt J, mit zunehmender posi- 


Target 


lag. 


zeigt, 


tiver Spannung ab, ist aber bis zu 


Spannungen von +10V immer 
noch deutlich vorhanden. 


Um den AnschluB8 an die Arbeit 


von EKERTOWA Zu erhalten, er- 
hohten wir die Energie der auf 
das Target gelangenden Elektronen 


(Kathode auf — 100 V gegen Erde) 
und legten ein Saugfeld zwischen 
Target (geerdet) und Netz (Netz 
auf +10V gegen Erde). Unter 
diesen Bedingungen fanden wir in Ubereinstimmung mit EKERTOWA 
innerhalb unserer MeBgenauigkeit J,=0 (Additivitat). 


02 
Od | T 
OF 7 
= 0,5 | x= 
Ex 
/pp —_— 
Hie as A 


Fig. 2. GréBe des ,,Zusatzstromes‘‘7, als Funktion der 
Absaugspannung Uy 00; Verlauf des Photostromes 
(allein) als Funktion der Absaugspannung Uy x x 


Tabelle. Vergleich der MeBergebnisse von DEMBER (1925) mit denen dieser Arbeit. 
(Alle Stréme mit 10-1° A als Einheit!) 


DEMBER 1925 


MeBwerte dieser Arbeit 


Photostr 
allein 


Gliih- 
elektronen- 
strom allein! 


om 
1 


,,Zusatz- 
strom‘‘? 


Photostrom 
allein 


Gliih- 


| elektronen- | 
strom allein 


| 
| Zusatzstrom 
I; 


Netz- 
potential 
gegentiber 
Target 


89,6 6,7 26,9 : ls d 
89,6 690 1167 = il 600 450 OV 
89,6 3646 5183 = 7000 2100 OV 
= 1,6 On +10V 

1) bei DEMBER ohne Vorzeichen! —8 620 21 +10V 
= 6300 275 +10 V 
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Die Ergebnisse, insbesondere die Feststellung, daB der ,,Zusatz- § 
strom“ ein Glithelektroneneinstrom in das Target ist, gestatten eine ver- ff 
niinftige Deutung der Resultate von DEMBER. | 

Da das Target aus kompaktem Aluminium bestand, befand sich auf. 
der Targetoberflache unter den von DEMBER benutzten Versuchsbedin-| 
gungen sicher eine Oxydschicht. Infolge geringer Leitfahigkeit dieser 
Schicht flieBen die auf das Target treffenden Gliihelektronen thermischer | 
Energie nur langsam durch die Oxydschicht zur Erde ab, wobei sich} 
das Target an seiner Oberflache negativ aufladt, so daB nur ein Teil | 
der Glithelektronen das Target erreicht. Bestrahlt man jetzt die Oxyd-| 
schicht gleichzeitig mit Licht, so wird durch imneren Photoeffekt die 
Leitfahigkeit der Oxydschicht wesentlich vergréBert. Dadurch wird die 
negative Aufladung abgebaut, wodurch mehr Gliihelektronen das Target 
erreichen kénnen (von DEMBER miBverstandlich als _,,lichtelektrischer 
Zusatzstrom‘ bezeichnet). Das Auftreten eines ,,Zusatzstromes bel 
Bestrahlung des Targets mit Licht, dessen Wellenlange gréBer als die | 
Grenzwellenlange des Aluminiums ist, kann ebenfalls zwanglos mit dem | | 
inneren Photoeffekt erklart werden. | | 

Um die von uns gegebene Deutung der Demberschen Ergebnisse zu | 
unterbauen, wurde schlieBlich der Widerstand einer von Aluminium | 
abgelésten Al,O,-Folie gemessen und eine erhebliche Abnahme des 
Widerstandes bei Bestrahlung mit Licht festgestellt. 


j 
1 w 


Herrn Professor Dr. Ing. R. KoLLAtH danken wir fiir sein forderndes Interesse 
an der Durchfiithrung der Arbeit. 
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Institut fiir Elektronenmikroskopie 
am Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft, Berlin-Dahlem 


Eine Objektkammer 
mit universell beweglichem Praparattisch 
fiir Elektronenbeugungsuntersuchungen* 


Von 
W.D. RIECKE und F. STOCKLEIN 
Mit 8 Figuren im Text 


(Eingegangen am 12. Juni 1959) 


_ A new specimen stage has been developed for the adjustment of specimens in 
reflection diffraction experiments. It permits small areas of the object surface to 
be investigated individually at different orientations, for all axes of rotation 

_ intersect in one point on which the electron beam is directed. To obtain a well- 
defined orientation of the specimen, its surface has first to be adjusted orthogonal 
to the azimuthal axis of rotation, so that the azimuth and, by inclining the azi- 
muthal axis, the angle of incidence can be chosen independently. In order to bring 
other parts of the object surface to examination, the specimen can be displaced in 
two orthogonal directions lying within its surface, and in one direction perpendicular 
to it. During diffraction investigations, the object can be observed simultaneously 
with a light microscope, by which means the selection of the area to be examined 
is facilitated and some additional information relative to the geometry of the 
surface and the present orientation of the specimen may be obtained. 


I. Einleitung 


Fiir die Untersuchung von Praparaten mit Hilfe der Elektronen- 
beugung ist es wichtig, die Probe relativ zum Elektronenstrahl aus- 
richten zu kénnen. Dies ist besonders dann notwendig, wenn man die 
Oberflache massiver Objekte untersuchen will, weil hierbei die Elek- 
tronen unter einem kleinen Winkel fast streifend einfallen miissen. Im 
Laufe der Entwicklung spezieller Elektronenbeugungsgerate wurde eine 
Reihe von Praparattischen gebaut und in der Literatur beschrieben. Im 
konstruktiven Aufbau, und zwar besonders in den zur Justierung des 
Praparats benutzten Verstellelementen unterscheiden sie sich zum Teil 
erheblich voneinander. Diese Praparattische haben die Aufgabe, der 
Probe eine gewiinschte Orientierung zum Elektronenstrahl zu geben und 
dabei méglichst noch eine beliebige Stelle der Praparatoberflache zur 


* Auszugsweise vorgetragen von W.D. Rrecke auf dem IV, Internationalen 
Kongre® fiir Elektronenmikroskopie, Berlin 1958; s. auch Bd. ,,[V. Internationaler 
KongreB fiir Elektronenmikroskopie, Berlin 1958". Berlin-Géttingen-Heidelberg : 
Springer (im Druck). 
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Untersuchung in den Elektronenstrahl zu bringen. Man benotigt hierzu | 
zwei Rotations- und zwei Translationsbewegungen, denn, wie bereits | 


Heise! betont hat, ist sowohl die Rotation der Probe um den Elektronen- | 
strahl als Achse als auch die Verschiebung in Richtung des Strahles fir | 
die Untersuchung ohne Bedeutung. Damit man aber mit dem Pra- ff 


parattisch ziigig arbeiten kann, mu die Probe tibersichtlich und leicht | 
reproduzierbar justiert werden kénnen. Hieraus ergibt sich fiir die | 
Konstruktion des Tisches eine Reihe von Forderungen, die wir im 
folgenden besprechen wollen und die wir bei der Entwicklung eines neuen | 
Praparattisches beriicksichtigt haben. 


II. Grundsatzliches zur Praparatbewegung 
Der Praparattisch dient dazu, die Probe fiir die jeweilige spezielle 
Untersuchung richtig zu justieren. Wenn die Oberflache massiver Pra- 
parate mittels Elektronenbeugung untersucht werden soll, mu man 
dabei bekanntlich 


4. den Strahl fast streifend auf die Oberflache einfallen lassen, 


2. den im folgenden als Azimut bezeichneten Winkel zwischen einer 
in der Oberflache eventuell vorhandenen Vorzugsrichtung und der Ein- 
fallsebene des Elektronenstrahls beliebig wahlen kénnen und 


3. den Elektronenstrahl auf die interessierende Obertlachenstelle 
richten. 

Die Praparatbewegungen lassen sich in zwei voneinander unab- 
hangige Gruppen einteilen: 

a) Rotationsbewegungen, mit deren Hilfe das Praparat bei der 
Untersuchung einer bestimmten Stelle orientiert werden kann, 

b) Translationsbewegungen, mit deren Hilfe eine neue Praéparatstelle 
zur Untersuchung in den Strahl gebracht wird. 


a) Rotationsbewegungen. Mit je zwei geeignet gewahlten Rotations- 
und Translationsbewegungen lassen sich zwar grundsatzlich alle erforder- 
lichen Einstellungen ausfiihren, jedoch erwies es sich bei der praktischen 
Arbeit mit einem diese Verstellméglichkeiten bietenden Praparattisch2 
als sehr nachteilig, daB im allgemeinen die Rotationsachsen nicht 
durch die interessierende Objektstelle gehen und diese deshalb wahrend 
des Orientierens der Probe aus dem Elektronenstrahl auswandert. Daher 
konnten wir die Veranderung des Beugungsdiagramms dieser Stelle 
wahrend der Praparatbewegung nicht kontinuierlich verfolgen und das 
untersuchte Gebiet nicht ,,individuell justieren. Dariiber hinaus ist 
es ziemlich schwierig, eine beim Orientieren ausgewanderte Praparat- 
stelle mit Hilfe von Translationsbewegungen wieder in den Elektronen- 

1 Heise, F.: Optik 9, 139 (1952). 

? RIECKE, W.D.: Z. wiss. Mikroskop. 63, 427 (1958). 
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strahl zu bringen, weil man den Auftreffpunkt des Strahles auf der 
Praparatoberflache meistens nicht erkennen kann. 

Die genannten Schwierigkeiten treten nicht auf, wenn sich die der 
Orientierung dienenden Drehachsen schneiden und die interessierende 
Objektstelle, d.h. der Auftreffpunkt des Strahles, im Achsenschnitt- 
punkt liegt. Die Oberflache kann dann ,,punktweise“ untersucht werden. 
Von dieser Forderung gingen wir daher bei unseren Uberlegungen fiir 
den Bau eines verbesserten Pra- 
parattisches aus. 

Bei der Auswahl der Dreh- 
achsen stand der Gesichtspunkt 
im Vordergrund, daB das Orien- 
tieren der Probe méglichst iiber- 
sichtlich und leicht reproduzier- 
bar werden sollte. Dies ist nach 
unserer Meinung dann der Fall, 
wenn man den Einfallswinkel des 
Elektronenstrahls und das Azimut 
unabhangig voneinander einstel- 
len kann. Hierzu muB zunachst 
die zur Einstellung des Azimuts 
dienende Drehachse stets senk- 
recht auf der untersuchten Objekt- : 

Fig. 1. Lage von azimutaler Drehachse und Neigungs- 
stelle stehen. AuBerdem mu man achse; Definition des Azimuts. 1 Praparat, 2 unter- 
sie zusammen mit der Probe suchte Praparatstelle, 3 ausgezeichnete Richtung in 


; der Priparatoberflache, 4 Azimut, 5 Projektion des 
gegen den Elektronenstrahl kip- einfallenden Elektronenstrahls 7 auf die Praparatober- 


pen kénnen, umden Finfallswinkel Mee, ? Fnfatenntel  Nciwsices,¢ sata 
zu verandern. Diese Verhaltnisse Neigungsachse 
sind in der Fig.1* dargestellt. 

Bei der azimutalen Drehung kann das Praparat 7 um eine auf dem 
Elektronenstrahl 7 fast senkrecht stehende Achse 9 frei gedreht werden. 
Steht dabei das zu untersuchende Flachenelement 2 senkrecht auf der 
azimutalen Drehachse, so bleibt der Einfallswinkel 6 der Elektronen 
bei jedem beliebigen Azimut derselbe. Als Azimut 4 bezeichnen wir den 
Winkel zwischen der Projektion 5 des einfallenden Elektronenstrahls 7 
auf die untersuchte Objektoberflache 2 und einer in dieser liegenden, 
durch die Struktur der Probe bestimmten Vorzugsrichtung 3. 

Bei der Neigung werden Praparat und azimutale Drehachse zusammen 
um eine Achse 8 gedreht, die auf dem Elektronenstrahl und der Azimut- 
achse senkrecht steht. Hierbei wird der Einfallswinkel der Elektronen 


gedndert, wahrend das Azimut unverandert bleibt. 


* Gleiche Einzelheiten wurden in allen Figuren mit gleichen Nummern be- 


zeichnet. 
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Man kann nun natiirlich nicht damit rechnen, daB die inter- | 


essierende Stelle der Praparatoberflache von vornherein zur Azimut- I) 


achse senkrecht steht. Nach unserer Meinung ist es aber ftir die prak- | 
tische Arbeit sehr wichtig, jede individuelle Oberflachenstelle wahrend 
des Betriebes relativ zur azimutalen Drehachse orientieren zu kénnen. | 
Denn nur dadurch kann man auch Proben mit Oberflachen, die aus 


mehreren, um nicht zu groBe Winkel gegeneinander geneigten Flachen- | 


stiicken bestehen, ohne Schwierigkeiten an jeder Stelle bei azimutaler 
Drehung und Neigung untersuchen. 


Wir haben uns deshalb nicht auf die zwei theoretisch erforderlichen 
Rotationsachsen beschrankt, sondern zwei weitere Drehachsen, die im 
folgenden als Deklinationsachsen bezeichnet werden, vorgesehen, um 
die man das Objekt schwenken und so seine Oberflache orthogonal zur 
Azimutachse orientieren kann. Als Deklination bezeichnen wir dabei 
den Winkel zwischen der im untersuchten Oberflachenelement errich- 
teten Normalen und der azimutalen Drehachse. Ein zur Azimutachse 
richtig orientiertes Flachenstiick hat also die Deklination null. 


Die zur Kompensation der Deklination getroffene Einstellung mu8 
natiirlich bei Neigung oder azimutaler Drehung der Probe erhalten 
bleiben. Daher miissen die Deklinationsachsen mit den dazugehérigen 
Einstellgliedern bei diesen Bewegungen mitgedreht werden. 


b) Translationsbewegungen. Bei den Translationsbewegungen er- 
scheint es uns giinstig, wenn zwei der Verschiebungsrichtungen aufein- 
ander und auf der azimutalen Drehachse senkrecht stehen. Ist ein 
groBerer, ebener Bereich der Praparatoberflache senkrecht zur Azimut- 
achse orientiert, so wird diese Oberflache bei der Verstellung kreuztisch- 
artig ,,in sich*‘ verschoben. Hat man die Oberflache vorher mit Hilfe 
der unten beschriebenen Héhenverstellung erst einmal in den Dreh- 
achsenschnittpunkt geschoben, so geht sie auch nach dem Verstellen 
des Kreuztisches durch diesen Punkt, und die jeweils dort befindliche, 
vom einfallenden Strahl getroffene Praparatstelle kann unverziiglich 
bei azimutalem Drehen oder beim Andern des Einfallswinkels untersucht 
werden, ohne daB die betreffende Stelle aus dem Elektronenstrahl aus- 
wandert. 

Unterschiede der Praparatdicke werden durch die dritte Trans- 
lationsbewegung ausgeglichen, die fast senkrecht zur Praparatoberflache 
verlauft und die wir als Héhenverstellung bezeichnen wollen. Hierdurch 
wird auch, wie oben erwahnt, die Objektoberflache bei Beginn der 
Untersuchung in den Drehachsenschnittpunkt geschoben. 


Wahrend der Translationsbewegungen diirfen Azimut, Neigung und 
Deklination der Probe nicht verandert werden, damit eine einmal ecin- 
gestellte giinstige Orientierung erhalten bleibt. Bei Drehbewegungen 
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wiederum werden die fiir die Translationsverstellung bendtigten Triebe 
als starre Einheit mitgeschwenkt, so daB die im Drehachsenschnittpunkt 
liegende Praparatstelle dort festgehalten wird. 


III. Prinzipieller Aufbau des Praparattisches 


Der Konstruktion unseres neuen Priparattisches haben wir sowohl die 
in Abschnitt IT enthaltenen Uberlegungen iiber die Auswahl geeigneter 
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Fig. 2. Vereinfachte Darstellung des Aufbaus des Praéparattisches. 7 Praparat, 7 einfallender Elektronen- 
strahl, § Neigungsachse, 9 azimutale Drehachse, 11 geratefestes Gehduse, 12 Kardan, 13 Hohlwelle, 75 Rohr 
zur Verbindung des Praparattragers 74 mit der Verstelleinrichtung, 16 Triebe zum Kompensieren der Dekli- 
nation, 77 Fiihrung und 78 Verstelltriebe des Kreuztisches, Ankopplung zum Kompensieren 19 und zur 
Kreuztischverstellung 20; 21 Trieb zum Einschieben der Probenoberflache in den Elektronenstrahl, 
22 Beugungsdiagramm, 23 feste Kardanachse; 24, 25 bewegliche Kardanachsen 


Drehachsen und Verschiebungsrichtungen zugrunde gelegt als auch die 
dort ebenfalls schon begriindete Forderung, daB sich alle Drehachsen im 
Auftreffpunkt des Elektronenstrahls schneiden sollen. Der Aufbau der 
fiir die Bewegung der Probe wichtigen Bauelemente ist in Fig. 2 stark 
vereinfacht wiedergegeben. Samtliche Verstellungen kénnen ohne Be- 
liiftung der Apparatur und deshalb unter standiger Beobachtung des 
Beugungsdiagramms ausgefiihrt werden. 
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a) Rotationsbewegungen. Zum Festhalten der untersuchten Pra- 


paratstelle beim Orientieren dient eine Kardanfithrung mit drei _ 


Fig. 3a—c. Festhalten der untersuchten Praparatstelle mit Hilfe der Kardanftihrung beim Drehen um eine nicht 
mit den Kardanachsen zusammenfallende Drehachse. J Praparat, 3 ausgezeichnete Richtung in der Pra- 
paratoberflache, 7 einfallender Elektronenstrahl, 23 feste Kardanachse; 24, 25 bewegliche Kardanachsen, 
26 Schnittpunkt der Kardanachsen, 27 Drehachse 


aufeinander senkrecht stehenden und sich im Punkt 26 schneidenden 
Achsen 23, 24 und 25 (Fig. 3). Die Probe J ruht auf dem Praparat- 

i trager 14, der seinerseits auf ein Rohr 15 
aufgeschraubt ist, das zusammen mit 
der Hohlwelle 73 um die Kardan- 
achse 25 gedreht werden kann. Die 
untersuchte Prdaparatstelle liegt im 
Achsenschnittpunkt 26, auf den der 
Elektronenstrahl gezielt werden muB. 
Durch eine Kombination von Drehungen 
um die drei Kardanachsen kann man, 
wie aus Fig.3 zu ersehen ist, gleichzeitig 
sowohl jede gewiinschte Orientierung 
der auf der Praparatoberflache er- 
richteten Normalen vornehmen, als auch 
den Azimutwinkel (Drehung um die 
Oberflachennormale) einstellen, ohne 
Fig. 4. Vereinfachte Darstellung der Ver- daB die untersuchte Praparatstelle 


stelleinrichtung ftir Drehbewegungen. 7 ein- 


fallender Elektronenstrahl, 8 Neigungsachse, aus dem Achsenschnittpunkt 26 aus 
9 azimutale Drehachse, 26 Drehzentrum, é. : ; ' 
29 in der Ebene 28 verschiebbares Fiihrungs- wandert. Man kann dabei die 1 esul- 


stiick zum Kompensieren der Deklination; tierende Rotation um jede behebige 
30, 31 Verschiebungsrichtungen des Fiih- : : : ; 
rungssttickes und zugehérige Deklinations- auch um eine nicht mit den Kardan- 
achsen 30a, 31a; 32 Verstellbiigel zum — achsen tibereinstimmende Drehachse aus- 

Kippen der azimutalen Drehachse D 

fiihren. 

So fallen die Achsen der im Abschnitt II beschriebenen Rotations- 

bewegungen im allgemeinen nicht in die Richtung der Kardanachsen. 


Diese Drehungen werden mit Hilfe der in Fig. 4 schematisch dargestellten 


Hine Objektkammer fiir Elektronenbeugungsuntersuchungen 109 


Verstelleinrichtung ausgefiihrt. Um den Deklinationswinkel der Proben- 
oberflache gegenitber der Azimutachse zum Verschwinden zu bringen, 
verschiebt man das Fihrungsstiick 29 kreuztischartig in der Ebene 28. 
Die beiden Deklinationsachsen 30a und 31a stehen zwar stets senkrecht 
aufeinander, aber jede Achse ist um den Verstellwinkel der anderen, 
zu ihr senkrechten Deklinationsachse gegen die Azimutachse 9 geneigt. 
Bei der azimutalen Drehung wird der Kreuztisch mitsamt dem Rohr 15 
um die Azimutachse 9 gedreht, und die Kardanachse 25 lauft auf einem 
Kegelmantel um die Azimutachse herum, dessen halber Offnungswinkel 
der zum Ausgleich der Deklination eingestellte Kompensationswinkel 
ist. Bei der Neigung schlieBlich wird die Azimutachse zusammen mit 
dem Kreuztisch durch Schwenken des Biigels 32 gegen die Senkrechte 
auf Elektronenstrahl und Neigungsachse gekippt. Die maximalen Ver- 
stellungen betragen + 15° beim Kompensieren der Deklination, 360° 


bei der azimutalen Drehung und +5° bei der Neigung. 


Die Verwendung der Kardanfithrung zum Festhalten der unter- 
suchten Praparatstelle hat den Vorteil, daB wir zwar vier Drehachsen 
haben, aber nur die drei im allgemeinen nicht mit ihnen tibereinstimmen- 
den Kardanachsen hohe Rundlaufgenauigkeit aufweisen und zum 
Schnitt gebracht werden miissen. Damit die abgebeugten Elektronen 
bis zu einem Beugungswinkel von 15° unbehindert austreten kénnen, 
und das Beugungsdiagramm auch bei starken Verstellungen des Kardan- 
ringes, die bei groBen Deklinationswinkeln auftreten, nicht abgeschattet 
wird, haben wir die feste Kardanachse 23 in Richtung des einfallenden 
Elektronenstrahls gelegt und ihre Lager mit einer hohlen Achse von 
entsprechend groBem Durchmesser versehen (s. Fig. 6). 


b) Translationsbewegungen. Bei der Kreuztischverstellung wird das 
Rohr /5 zusammen mit dem Praparattrager und dem Praparat senkrecht 
zur azimutalen Drehachse verschoben. Die Verstelltriebe sind an der 
um die Kardanachse 25 drehbaren Hohlwelle /3 befestigt und werden 
beim azimutalen Drehen um diese Achse gedreht. Wenn man die 
Praparatoberflache senkrecht zur azimutalen Drehachse orientiert hat, 
so fallt die Kardanachse 25 mit dieser im allgemeinen nicht zusammen, 
sondern ist um den zum Kompensieren der Deklination eingestellten 
Winkel dagegen verkippt. Deshalb muB sich das Rohr 1/4 bei der Kreuz- 
tischverstellung relativ zur Hohlwelle /3 in Richtung der Kardanachse 24 
verschieben lassen. Bei den Orientierungsbewegungen andererseits darf 
sich das Rohr /5 relativ zur Hohlwelle 13 nicht bewegen, damit die 
untersuchte Praparatstelle von der Kardanfiithrung im Drehzentrum 
festgehalten wird. Hierzu koppelt man bei den Drehbewegungen das 
Rohr 15 mit Hilfe einer Klemmvorrichtung /9 an die Hohlwelle 13 
(Fig. 5a). Zur Kreuztischverstellung lésen wir diese Verbindung und 
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koppeln das Rohr /5 mit~- 
tels einer weiteren Klemm- 
vorrichtung 20 an eine 
Kreuztischfithrung /7, die 
sich nur  senkrecht zur 
Azimutachse — verschieben 
laBt (Fig. 5b). 

Die dritte Translations- 
bewegung, die Héhenver- 
stellung, wird durch Ver- 
schieben des Rohres 1/5 
in Richtung seiner Achse 
ausgefiihrt. Die Verschie- 
bungsrichtung steht nicht 
genau senkrecht auf der 
durch die beiden Kreuztisch- 
verstellungen bestimmten 
Ebene, sondern ist um den 
zum Kompensieren der 
Deklination — eingestellten 
Winkel, der maximal 15° 
betragen kann, gegen die 
Azimutachse geneigt. Hier- 
durch wird eine héchstens 
25% der Hohenverstellung 
betragende, in die Kreuz- 
tischebene fallende Bewe- 
gungskomponente hervor- 
Fig. 5au.b, Schematische Darstellung der Ankopplung des gerufen. Da diese bei den 
Priparates a an die Kardanfiihrung; b an die Kreuztisch in der Praxis vorkommen- 
fihrung. 7 Praparat, 9 azimutale Drehachse, 75 Rohr zur den, im allgemeinen kleinen 


Verbindung des Praparattragers mit der Verstelleinrichtung, 


17 Fiihrung des Kreuztisches, 19 Ankopplung zum Kompensie- Hohenkorrekturen nicht 
ren der Deklination, 20 Ankopplung zur Kreuztischverstellung, 


25 bewegliche Kardanachse stort, hielten wir den fiir 


Fig. 6, Schnitt durch die Objektkammer. 11 geratefestes Gehiuse, 11a Endscheiben zur Zentrierung der 
Objektkammer auf der elektronenoptischen Bank, 72 Kardan, 15 Rohr zur V erbindung des Praparattragers 14 
mit der Verstelleinrichtung, 16 einer der beiden Triebe zum Kompensieren der Deklination, 77 Fiihrung und 
18 Verstelltriebe des Kreuztisches, 27 Trieb zum Einschieben der Oberfliche in den Elektronenstrahl, 23 feste 
Kardanachse und Gerateachse, 24 perce pone Kardanachse (senkrecht zur Bildebene, deckt sich in der 
Zeichnung mit der Neigungsachse 8), 25 bewegliche Kardanachse (deckt sich in der Zeichnung mit der azi- 
mutalen Drehachse 9), 33 Lager und 34 Antriebsschnecke fiir azimutale Drehung, 35 eine der beiden Riick- 
stellfedern ftir die Drehung um die Deklinationsachsen, 36 Klemmbackenpaar zur Ankopplung bei Kreuz- 
tischverschiebung, 37 Klemmbacken zur Ankopplung beim Kompensieren der Deklination, 38 Hebel zum 
wechselweisen Anlegen oder Abheben der Klemmbacken, 39 KihlwasseranschluB, 40 Elektronenstrahler zur 
Praparatheizung, 41 Faltenbalg, 42, 43, 44 Nutringmanschetten, 45 abnehmbarer Deckel, 46 lonenstrahler, 
47 Schutzglasmagazin, 48 Entlader, 49 Kreuztischverstellung fur das Auflichtmikroskop 50 mit 
Kleinbildkamera 51 
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eine saubere Entkopplung der Hohenverstellung von der Kreuztisch- 
verstellung notwendigen mechanischen Aufwand nicht fir gerechtfertigt. 


Die maximal mdéglichen Verstellungen betragen -} 2mm _ bet den 


Kreuztischbewegungen und + 2,5 mm bei der Héhenverstellung. 


LES hess 


Fig. 7. Blick von oben auf die Objektkammer bei abgenommenem Deckei, Auf dem Praparattrager /¢ liegt 
ein Bleisulfidkristall. Der Praparathalter 52 flir zwei Durchstrahlungspraparate ist in das Gewindestiick 53 
eingespannt und kann anstelle des Praparattragers 74 in den Praparattisch eingeschraubt werden 


IV. Konstruktive Ausfihrung der Objektkammer 


Einen Schnitt durch die von uns entwickelte Objektkammer* findet 
man in Fig. 6, eine Ansicht der gedffneten Kammer in Fig. 7. Aus 
Raumgriinden kénnen wir nur auf wenige, besonders interessante Details 
eingehen. 

* Die Objektkammer wurde in der unter Leitung von W. ScHurz stehenden 
Werkstatt des Fritz-Haber-Instituts gebaut. Die Verfasser méchten allen Beteilig- 
ten fiir ihre Mitarbeit danken, 
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a) Der Praparattrager. Die Objektkammer wurde als Einsatzstiick 
fiir eine elektronenoptische Bank? mit horizontal liegender Achse gebaut. 
Wir k6énnen daher massive Proben ohne besondere Befestigung auf die 
ebene Auflageflache des Praparattragers legen, da diese héchstens um 
die Summe von Neigungs- und Kompensationswinkel, d.h. um maximal 
20°, gegen die Horizontale gekippt wird und die Objekte auf dieser rela- 
tiv schwach geneigten Flache noch nicht verrutschen. Besonderes Befe- 
stigen, z.B. durch Aufkleben, ist nur bei sehr unregelmaBig geformten 
Proben erforderlich. Die. Erfahrung zeigt, daB die Objekte auch durch 
den beim Auspumpen oder Lufteinlassen entstehenden Luftzug nicht 
verschoben werden. Der Praparatwechsel ist also einfach und wenig 
zeitraubend. Ein Verspannen der Objekte durch Klemmschrauben oder 
ein Verschmutzen durch Klebmittel braucht nicht befiirchtet zu werden. 
Der Praparattrager ist nach Beliiften der Apparatur und Abnehmen 
des Deckels bequem zuganglich. Wir haben ihn mit einem schiissel- 
formigen Auffanger umgeben, damit die Proben nicht aus Versehen in 
den Dichtungsbalg 4/ fallen und die Querverstellung blockieren kénnen. 


Anstelle des Praparattragers fiir massive Proben kann ein Halter 
fiir je zwei Objektblenden oder Netze eingesetzt werden, der bei Unter- 
suchungen mit durchstrahlbaren Objekten benutzt wird. Diese Prapa- 
rate kénnen ohne Beliiften des Gerates abwechselnd in den Strahl ge- 
bracht werden. Wir kénnen daher stets jeweils eine der Blenden mit 
einer Eichsubstanz beschicken und zur Bestimmung der Apparatekon- 
stanten verwenden. 


b) Die Kardanfihrung. Wie im Abschnitt III ausgefiihrt wurde, 
sorgt die Kardanfiihrung dafiir, daB die untersuchte Praparatstelle bei 
Rotationsbewegungen nicht aus dem Elektronenstrahl auswandert. Sie 
liegt dabei im Schnittpunkt der Kardanachsen, der das Zentrum der 
Drehbewegungen darstellt. Aus diesem Grunde muB man die Kardan- 
achsen durch Justieren moglichst genau zum Schnitt bringen; die Lage- 
rungen der Achsen miissen auBerdem losefrei sein, eine hohe Rundlauf- 
genauigkeit aufweisen und gleichzeitig leichtgingig sein. Diese Forde- 
rungen lassen sich mit Drahtkugellagern gut erfiillen. Nur die zur 
Kardanachse 23 gehérenden Lager kénnen nicht justiert werden. Die 
Lager der Achse 24 lassen sich mit einem Exzenter verstellen. Die 
Lager der Achse 25 kénnen mit Hilfe feingangiger Justierschrauben seit- 
lich verschoben werden. 

Die Justierung* haben wir in folgender Weise vorgenommen. Auf 
dem Praparattrager wurde ein wie bei einer Spitzenkathode angeatzter 


* Die Verfasser méchten Herrn J. RADTKE fiir seine Hilfe beim Justieren der 


Kardanfiithrung danken. 
3 Ruska, E.: C. R. du Colloque C.N.R.S. Toulouse, April 1955, S. 253. 
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Wolframdraht befestigt. Die Spitze beobachteten wir mit zwei Licht- | 
mikroskopen bei etwa 900facher VergréBerung, und zwar mit einem | | 


Mikroskop von oben direkt, mit dem anderen in Richtung der Gerdte- | . 
achse ebenfalls direkt, in Richtung der Neigungsachse hingegen tiber i 
einen Spiegel. Durch Verfolgen der Bewegung der Spitze beim Ver- |f 


andern der Deklination und beim azimutalen Drehen war dann die Lage 
der Kardanachsen zu erkennen. Mit Hilfe der Exzenter und der Justier- 
schrauben konnten wir dann die drei Achsen mit ausreichender Genauig- _ 
keit zum Schnitt bringen. Diese Einstellung wurde mit Sicherheits- 
schrauben fixiert und braucht daher wahrend der Arbeiten mit dem 

Praparattisch nicht nachjustiert zu werden. 


Wir haben das Auswandern eines anfanglich im Achsenschnittpunkt | 
liegenden Objektpunktes wahrend der Drehbewegungen im Licht- 
mikroskop verfolgt. Dabei fanden wir, daB er sich beim vollen Uber- 
streichen aller Verstellungsbereiche nie um mehr als 5 uw von der Aus- 
gangslage entfernt. 


c) Vakuumdichtungen. Weil alle Drehachsen durch den Schnitt- | 
punkt der Kardanachsen gehen, konnten wir die Rotationsbewegungen 
trotz groBer Drehwinkel sehr einfach abdichten. An dem Kardanring 12 
wurde ein Dichtungsstiick befestigt, das mit einer Oberflache in Gestalt 
einer zum Kardanmittelpunkt konzentrischen Kugelzone versehen ist. 
Diese Oberflache liegt gegen die Dichtungslippen einer im Gehause- 
boden angeordneten Nutringmanschette 43 an, die beim Drehen um die 
Kardanachsen 23 und 24 dichtet. Beim Drehen um die Kardanachse 25 | 
sorgt die Nutringmanschette 42 fiir die Abdichtung. Bei den senkrecht 
zur Kardanachse 25 liegenden Komponenten der geradlinigen Ver- 
stellungen wird der Faltenbalg 4/ verformt, wahrend die Nutring- 
manschette 44 bei Verschiebungen in Richtung der Achse 25 abdichtet. 


Sowohl die besprochenen als auch alle anderen nicht zum Abdichten 
von Bewegungen dienenden Vakuumdichtungen kénnen ohne Demon- 
tage der zur Kardanfiihrung gehérenden justierten Lager gewartet oder 
ausgetauscht werden. 


d) Einstellgenauigkeit. Um Beugungsdiagrammserien, die von dem- 
selben Praparat bei verschiedenen Orientierungen aufgenommen wurden, 
auswerten zu kénnen, muB man die GréBe der zwischen den einzelnen 
Aufnahmen vorgenommenen Winkelverstellungen kennen. Wir haben 
deshalb eine Reihe von Skalen mit Nonien angebracht, mit deren Hilfe 
man die Drehbewegungen genau verfolgen kann. Im gesamten Verstell- 
bereich laBt sich die Einstellung des Azimuts und der Neigung auf 
5 Winkelminuten, die Verstellung um die Deklinationsachsen auf 2,5 Win- 
kelminuten genau ablesen. Kleine Anderungen des Azimuts oder der 
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Neigung kénnen mit Hilfe von Feintrieben in einem Bereich von +0,5° 
auf 0,5 Winkelminuten genau vorgenommen werden. 


Ein entsprechend prazises Verfolgen der Translationsbewegungen ist 
in der Praxis nicht nétig. Auch ware eine genaue Anzeige der Bewe- 
gungen durch Skalen an den Trieben wegen der in die Richtung der 
Kardanachse 25 fallenden Komponente der Querverschiebung und der 
senkrecht zur azimutalen Drehachse liegenden Komponente der Héhen- 
verstellung, deren GréBe, wie oben ausgefiihrt, von der GrdBe des zum 
Ausgleich der Deklination der Probe eingestellten Winkels abhangt, 
mechanisch nicht einfach zu verwirklichen gewesen. Die Skalen an den 
Trieben sind daher nur ein grober Anhalt fiir die GrdBe der Verstellung, 
die in beiden Fallen auf etwa 5 » genau abgelesen werden kann. 


e) Verwendung unmagnetischer Materialien. Bei elektronenoptischen 
Geraten laBt es sich bekanntlich nicht vermeiden, daB der Elektronen- 
strahl durch magnetische Streufelder um kleine Betrage von der idealen 
Bahn abgelenkt wird. Diese Felder werden durch den Streuflu8 magneti- 
scher Linsen oder durch remanenten Magnetismus in aus Eisen be- 
stehenden Bauelementen des Gerates hervorgerufen. GréBe und Ver- 
teilung des Streufeldes und daher auch die Ablenkung des Strahles 
andern sich in unkontrollierbarem MaBe, wenn man, z.B. beim Justieren, 
die das Stdrfeld beeinflussenden Eisenteile verschieben muB. 

Damit eine solche Riickwirkung auf den Strahl wahrend des Arbeitens 
mit dem Praparattisch nicht auftritt, haben wir samtliche beim Justieren 
bewegten Teile des Praparattisches aus unmagnetischem Material ange- 
fertigt. Da die Kugellager der Kardanfiihrung genitigend tragfahig sein 
miissen, um den auf der Dichtungskugel stehenden Luftdruck aushalten 
zu ko6nnen, wurden sie aus Berylliumbronze angefertigt. 


f) Zusatzeinrichtungen. Das Vakuumgehause 11 der Objektkammer 
wird nach oben durch einen leicht abnehmbaren Deckel 45 abgeschlossen. 
Dieser ist mit einem Einblickfenster versehen, durch welches man die 
Probenoberflache mit einem Lichtmikroskop 50 mit Auflichtilluminator 
bei 80facher VergréBerung betrachten und die Justierbewegungen ver- 
folgen kann. Das Lichtmikroskop wird von einer auf dem Gehause 11 
befestigten Traverse getragen und kann sowohl zur Scharfstellung in 
Richtung auf die Probenoberflache als auch kreuztischartig verstellt 
werden. Wenn man den Deckel abnehmen will, klappt man das Mikro- 
skop an einem Scharnier nach hinten. 

Durch Offnungen im Deckel sind ein Entlader 48 zum Beseitigen von 
Aufladungen bei der Untersuchung isolierender Proben und ein Ionen- 
strahler 46 zum Reinigen der Praparatoberflache eingefihrt. 

Die Praparate kénnen wahrend der Beugungsuntersuchung auf tiber 
1000° C erhitzt werden. Der hierbei benutzte Praparattrager besteht 
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aus einer Kappe aus Tantalblech, die auf ein der thermischen Isolation J 
dienendes Keramikrohr aufgeschoben ist. Sie wird durch Elektronen- J 
bombardement mittels eines besonderen, auf der Riickseite des Bleches 
einfallenden Elektronenstrahles erhitzt. Der hierfiir benétigte Elek- 
tronenstrahler 40 ist am unteren Ende des Rohres /5 angebracht und 
macht die Rotations- und Translationsbewegungen beim Justieren der | 
Probe mit. Das Praparat kann daher in jeder méglichen Einstellung § 
geheizt werden. Der Heizstrahler wird mit vier Justierschrauben so § 
ausgerichtet, da der Strahl auf der Achse des Rohres 15 verlauft und ff 
die Tantalkappe von unten trifft. Er arbeitet bei einer Anodenspannung 
von 5000 V mit einer Stromstaérke von 10 mA. Die Heizleistung kann 
durch Verringern der Strahlspannung herabgesetzt werden. Das Rohr 14 | 
ist mit einem wasserdurchflossenen Kiihlmantel versehen, welcher die 
vom Praparattrager durch Leitung abgegebene Warme abfiihrt. Ferner 
enthalt es Zuleitungen fiir Thermoelemente, mit denen die Praparat- 
temperatur gemessen werden kann. 

Damit dasim Deckel angebrachte Einblickfenster beim Erhitzen leicht 
verdampfender Substanzen nicht bedampft und dadurch undurchsichtig 
wird, kann eine Reihe von Glasplattchen aus einem am Deckel ange- 
brachten Magazin 47 sukzessive zum Schutz vor das Fenster geschoben 
werden. 

V. Die Justierung des Elektronenstrahls 

Die durch die universelle Justierbarkeit des Praparattisches gege- 
benen Vorteile kénnen nur dann voll ausgenutzt werden, wenn die zu 
untersuchende Praparatstelle im Schnittpunkt der Kardanachsen liegt. 
Der Elektronenstrahl muB also auf diesen Punkt gezielt werden, was mit 
Hilfe des auf dem Praparattisch angebrachten Lichtmikroskops ohne 
Schwierigkeiten gelingt. 

Hierzu wird anstelle des Praparattragers ein um 45° gegen die Achse | 
des Rohres geneigter Leuchtschirm eingesetzt und mit dem Lichtmikro- | 
skop von oben beobachtet. Bei 80facher VergréBerung des Mikroskops | 
ist die Kérnigkeit der Leuchtschirmoberflache schon deutlich zu sehen. 
Die Lage der DurchstoBpunkte der Azimutachse und der Kardanachse 24 __ 
durch die Leuchtschirmebene kann man leicht erkennen, weil sich beim | 
Verstellen um diese Achsen die Leuchtschirmkérner um die DurchstoB- | 
punkte drehen. Fallen die DurchstoBpunkte nicht zusammen, so geht | 
die Leuchtschirmoberflache nicht durch den Kardanmittelpunkt. Man | 
verstellt dann die Héhe des Schirms so lange, bis er durch den Achsen- 
schnittpunkt geht, und kann den Elektronenstrahl auf diesen einrichten. 
Zum Justieren des Strahles benutzen wir magnetische Ablenksysteme. 
Die Einstellung bleibt auch nach Einlassen von Luft und Neuevakuieren | 
erhalten, so da man eine gréBere Anzahl von Praparaten untersuchen 
kann und nur bei Wechsel des Strahlenganges erneut justieren muB. 
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VI. Die Verwendung der elektronenoptischen Bank 
als Beugungskamera 


Fig. 8 zeigt die in die elektronenoptische Bank eingesetzte Objekt- 
kammer. Das im Bild nicht mehr sichtbare Strahlrohr ist etwa eine 
Bildbreite vom linken Bildrand entfernt zu denken. 


Fig. 8. Ansicht der in die elektronenoptische Bank eingesetzten Objektkammer mit Exzentertubus 54 und 
Plattenkammer 55 


Die elektronenoptische Bank mit waagerechter Gerdteachse hat ftir 
Elektronenbeugungsexperimente groBe Vorteile. Wir haben bereits oben 
darauf hingewiesen, daB man die massiven Proben einfach auf den 
Praparattrager legen kann und besondere Einrichtungen zur Befestigung 
les Praparates nicht nétig sind. Die das Rohr zusammensetzenden 
Bauelemente kann man leicht austauschen, um den Strahlengang den 
Erfordernissen der Untersuchung anzupassen. 
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So kann man z.B. zwischen Strahlrohr und Objektkammer eine 
kurzbrennweitige Elektronenlinse anordnen, welche die Elektronen- | 
quelle stark verkleinert abbildet. Projiziert man dieses etwa 1 yp grofe 


3ild mit Hilfe einer weiteren, diesmal langbrennweitigen Linse auf den ff 


Leuchtschirm, so erhalt man Diagramme mit hoher Beugungsauflésung. 
3ildet man es in die Praparatebene ab, so kann man die Ausdehnung 
des bestrahlten und daher beugenden Bereiches stark verkleinern. Hier- 
durch konnten wir z.B. bei Einkristallen mit gestérter Oberflache die 
Bestrahlung auf kleinere brauchbare Bezirke beschranken und gute 
Kikuchi-Diagramme erhalten, obwohl sich natiirlich wegen des fast 
streifenden Strahleinfalls der beugende Bereich in Strahlrichtung nicht 
so stark begrenzen ]a4Bt wie senkrecht dazu. 

Den Abstand zwischen Praparat und Leuchtschirm kénnen wir 
durch Einsetzen von Abstandstuben bequem zwischen 30 und 120 cm 
verandern. Diese Methode ziehen wir der Veranderung der effektiven 
Beugungslange mit Hilfe von Elektronenlinsen vor, die zwar das Beu- 
gungsdiagramm in geeigneter GréBe auf dem Endbildschirm abbilden 
k6nnen, aber die Gefahr der Verfalschung des Diagramms durch Ab- 
bildungsfehler mit sich bringen. 

Zur Aufnahme von Durchstrahlungsdiagrammen verwenden wir die 
iibliche zentrische Anordnung von Endbildschirm und Photoplatte. 
Bei Beugungen mit streifendem Strahleinfall wird bekanntlich durch 
das massive Praparat selbst die untere Halfte des Diagramms abge- 
schattet. Wir benutzten daher in diesem Fall einen besonderen Tubus, 
der die Aufnahmekammer nach oben so weit exzentrisch zur Bankachse 
verschiebt, da der unabgebeugte Strahl fast am Rande von Leucht- 
schirm oder Photoplatte auftrifft und somit praktisch das gesamte Format 
zur Aufnahme des Beugungsdiagramms ausgenutzt werden kann. 

Da in einem der folgenden Hefte dieser Zeitschrift ttber einige mit 
dieser Objektkammer ausgefiihrte Arbeiten berichtet werden soll, gehen 
wir an dieser Stelle auf Anwendungen und Ergebnisse nicht naher ein. 


Die Verfasser danken Herrn Professor Dr. E. Rusxa fiir forderndes Interesse 
an der Entwicklung des Praparattisches. 
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Die Reichweite von Elektronen und Positronen 
kleiner Energie in Kupfer, Silber und Gold 
Von 
K. GUBERNATOR und A. FLAMMERSFELD 


Mit 6 Figuren im Text 


(Eingegangen am 8. Juni 1959) 


In continuation of previous work! the range of 40 to 160 keV monoenergetic 
electrons and positrons in copper, silver, and gold is determined and the correspond- 
ing range-energy-relations are stated. In copper the positrons have a shorter range 
than electrons of the same energy, but in silver and gold they have a longer range, 
in disagreement with the values calculated by Netms?. For the three absorption 
materials all the ranges of electrons can be described by the formula E~ = 14,3 - 
(Z3/A) - R61, and all the ranges of positrons by E+ = 29,7 - (Z/A) - R®* (E in keV, 
R in mg/cm”). The ratio of the range of positrons to that of electrons for copper 
agrees rather well with the calculated one, but for silver and gold it differs con- 
siderably. This might be due to the increasing influence of the elastic scattering 
of the particles on nuclei. 


1. Einleitung 


Fiir die Reichweiten von Elektronen in Aluminium sind schon 
mehrere empirische Energie-Reichweite-Beziehungen* aufgestellt wor- 
den, in der vorigen Arbeit! auch erstmals eine solche fiir Positronen. 
Diese Beziehungen werden vielfach verwendet und haben sich gut be- 
wahrt. Sie sind entweder durchweg fiir Aluminium als Absorbermaterial 
gemessen oder es wird nur insofern zwischen verschiedenartigen Absor- 
bern unterschieden, als man die Reichweiten auf gleiche Flachendichten 
(iiblicherweise in mg/cm?) bezieht. 


Eine genauere Kenntnis der Abhangigkeit der Reichweiten R von 
der Kernladungszahl Z des Absorbermaterials ist nun fiir viele Fragen 
sehr wichtig. Die Absorptionskurven von SELIGER* und von AGU u. a.° 
zeigen schon qualitativ die Anderung der Reichweite mit Z bei mittleren 


* Zur Literatur s.1 und 3. 

1 GUBERNATOR, K.: Z. Physik 152, 183 (1958). 

2 Nets, A. T.: Circ. Nat. Bur. Stand. 577, 1 (1956). 

3 VarsuHnI, Y. P., u. R. C. KARNaATAK: Ann. Physik (7) 2, 413 (1959). 

4 SELIGER, H. H.: Phys. Rev. 100, 1029 (1955). 

5 Acu, B.N.C., T. A. Burpett u. E. MatsuKxawa: Proc. Phys. Soc., Lond. 
72, 727 (1958). 
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Teilchenenergien. Husarn und PutmMan® sowie MEISTER” stellen — | 
ebenfalls fiir mittlere Energien — die Z-Abhangigkeit ihrer Absorptions- | 


kurven formelmaBig dar. Aber fiir andere Substanzen als Aluminium — Hs 


liegen bisher noch keine systematischen Reichweitebestimmungen und | 
keine Energie-Reichweite-Beziehungen vor. 

Von besonderem Interesse ist die unterschiedliche Absorption von 
Elektronen und Positronen in verschiedenartigem Material. Bei Alu- 
minium ergibt sich eine recht befriedigende Ubereinstimmung zwischen 
den gemessenen! und den von NELMs? berechneten Werten fiir das Ver- 
haltnis von Positronen- zu Elektronenreichweiten. Die vergleichenden 
Absorptionsmessungen fiir Elektronen und Positronen von SELIGER* 
zeigen aber bei Silber, Zinn, Blei und Gold gar keine Ubereinstimmung 
mit den Berechnungen von NELMS. 


Daher sollen in der vorliegenden Arbeit in dem fiir manche Fragen 
interessierenden Bereich unterhalb 200 keV bis zu médglichst kleinen 
Energien hin die Reichweiten von Elektronen und Positronen in anderen 
metallischen Folien (dafiir boten sich Kupfer, Silber und Gold besonders 
an) bestimmt, die entsprechenden Energie-Reichweite-Beziehungen auf- 
gestellt und die Vergleiche zwischen Elektronen- und Positronenreich- 
weiten gefiihrt werden. 


2. Apparatur 


Die Reichweitenbestimmung in Kupfer, Silber und Gold erfolgt mit 
derselben Versuchsanordnung wie diejenige in Aluminium; die Appara- 
tur wird in der vorigen Arbeit! ausfiithrlich beschrieben (s. dort Fig. 1). 
Die Absorptionsfolien * werden wieder auf vier auswechselbare Revolver- 
scheiben aufgebracht, so daB bei den Messungen die Schichtdicken in 
folgenden Grenzen variiert werden kénnen: 


fiir Kupfer von 1,60 bis 50,7 mg/cm?, 
fiir Silber von 2,31 bis 35,0 mg/cm?, 
fiir Gold von 3,88 bis 35,2 mg/cm?. 


Als Elektronenquelle findet ein ThB-Praparat, als Positronenquelle 
ein Na®?-Praparat Verwendung. 


3. MeBergebnisse 


Die Absorptionskurven von Elektronen und Positronen werden in der 
iiblichen Weise fiir die drei Absorbersubstanzen aufgenommen. Zur 


* Die Metallfolien in Starken bis herab zu 2 uw wurden von W.C. Heraeus, 
Platinschmelze, Hanau, hergestellt. 

6 Husain, S.A., u. J. L. Purman: Proc. Phys. Soc., Lond. A 70, 304 (1957). 

* MerstTeR, H.: Z. Naturforsch. 13a, 722, 809 (1958). 
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Bestimmung der Maximalen Reichweite R tragt man die Intensitat N(x) 
in logarithmischem MaBstab iiber der Absorberdicke x in linearem MaB- 
stab auf und ermittelt diejenige Schichtdicke, bei der die Absorptions- 
kurve in den Untergrund einmiindet. Dieses Einmiinden erfolgt bei 
allen hier untersuchten Substanzen verhaltnismaBig steil und ohne 
nennenswerten Auslaufer der Absorptionskurven. Der Untergrund wird 
durch Vorschalten weiterer Absorberschichten stets noch ein betriicht- 
liches Stiick verfolgt; er erweist sich in allen Fallen als konstant. Auch 
hier kann wieder festgestellt werden, daB die Reproduzierbarkeit der 
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Fig. 1. Energie-Reichweite-Beziehungen fiir Kupferabsorber. —@— Fiir Elektronen: E~ = 18,1 R°*; 
—o— ftir Positronen: E+ = 19,5 R050 


so definierten Maximalen Reichweite der bei allen anderen Reichweite- 
definitionen tiberlegen ist. 


Auf diese Weise kénnen die Maximalen Reichweiten in Kupfer und 
Silber mit einem mittleren Fehler von +2%, in Gold mit einem von 
+3% festgelegt werden. Der Fehler in den Reichweiten ist in Gold 
etwas groBer, weil wegen der verfiigbaren Folien die Schichtdicke nicht 
in so kleinen Schritten variert werden kann wie bei den iibrigen Metallen. 


Die Messungen der Reichweiten von Elektronen und Positronen wer- 
den in folgenden Energiebereichen durchgefiihrt : 
fiir Kupfer je 20 Werte zwischen 43,4 und 166,4 keV, 
fiir Silber je 16 Werte zwischen 46,4 und 148,1 keV, 
fiir Gold je 16 Werte zwischen 51,7 und 161,8 keV. 
Die Ergebnisse zeigen Fig.1 bis 3. Die Teilchenenergie FE ist als 


Funktion der Maximalen Reichweite R in doppelt logarithmischem MaB- 
13% 
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stab aufgetragen. Fiir jede Absorbersubstanz laBt sich fiir jede der beiden _ 
Teilchenarten eine Gerade als optimale Anpassung an die MeBpunkte — 
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Fig. 2. Energie-Reichweite-Beziehungen ftir Silberabsorber. —@— Ftir Elektronen: E~ = 18,5 R613; 
—o— ftir Positronen: E* = 17,8 R508 


finden. Beriicksichtigt man das Auflésungsvermégen des Spektrometers 
sowie die Unsicherheit in der Auswertung der Absorptionskurven und in 
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Fig. 3. Energie-Reichweite-Beziehungen fiir Goldabsorber. —@— Fiir Elektronen: E-— 18,9 R825 - 
—o— fiir Positronen: E+ = 16,2 R822 


der Bestimmung der Foliendicken, so kann hier iiberall der mittlere 
Fehler des Einzelwertes in der Energie und in der Reichweite zu je 
3% angesetzt werden. Fiir die mittlere Abweichung der MeBwerte 


at 
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von der jeweils zugehérigen Geraden liefert eine Fehlerabschatzung in 
allen Fallen etwa +0,3%. 


Jede dieser Geraden la8t sich als Formel angeben, die also die ge- 
wonnenen MeBergebnisse sehr gut darstellt. Es ergeben sich drei Formeln 


a 
E£=84S5keV 


05 


Nw -No 
No) -No 


SS 
SES 


relative Intensitat 


05 


ee 


15 


Absorberdicke x {mg/cm?] 


tig. 4, Absorptionskurven von Elektronen (oberes Bild) und Positronen (unteres Bild) der Energie 84,5 keV. 
—o— Fir Aluminium, — @— fiir Kupfer. Fiir Silber + und Gold A sind nur die MeBpunkte eingezeichnet 


dir die Reichweiten von Positronen in Kupfer, Silber und Gold und drei 
‘ntsprechende fiir Elektronen. In der Tabelle sind die so erhaltenen 
formeln angegeben: in Zeile 4 und 5 die Energie von Positronen und 
*lektronen als Funktion der Reichweite, in Zeile 6 und 7 die Reich- 
veite von Positronen und Elektronen als Funktion ihrer Energie. 
Jie frither gefundenen Beziehungen fiir Aluminium! sind mit auf- 
‘enommen., 
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Als Hauptergebnis kann folgendes angegeben werden: Im hier unter- | 
suchten Bereich haben Positronen in Kupfer eine geringere Reichweite — | 
als Elektronen gleicher Energie, in Silber und Gold haben Positronen § 
eine grébere Reichweite als Elektronen. 


Tabelle. Energie-Reichweite-Beziehungen fiir den Energiebereich von 40 bis 160 keV | 
(fiir Aluminium von 10 bis 160 keV). Alle Reichweiten in mg/cm® 


Absorber Aluminium | Kupfer Silber | Gold 
| } 
= 13 | 29 47 79 
WADE 0,4818 | 0,4564 0,4357. | ~—-:0,4040 
ZA = 1,1330 | 1,4022 18723 97205 
(nie 21,2 R582 | 19,5 R0,590 17,8 R0,608 | 46,2.R0,622 
E-= 20,0 R588 | 48,4 0,800 18,5.F:818 | 48,9 %0,626 
(E in keV) | 
| 
Ric 7590 E17 809 £170 739 £1,685 | 753 61,61 
R-= 773EL7 | 8021.8 664 ENS | | 572100 
(E in MeV) | | | | 
pe es Mw ibs | | E 
iia ae | 0,982 0:92 1,010 £9,983 1,113.29.92 | 4,316 29,01 
(E in MeV) | 


In Fig. 4 sind als Beispiel die Absorptionskurven von Elektronen 
und Positronen der Energie E = 84,5 keV fiir die vier verschiedenen 
Absorbersubstanzen gezeigt. Die Zahlraten N(x) bei der Absorber- 
dicke x sind — nach Abzug des Untergrundes N, — auf die Anfangs- 
intensitaten N(0) ohne Absorber bezogen. Die Kurven fiir Aluminium 
und Kupfer sind ausgezogen, die fiir Silber und Gold haben einen 
ahnlichen Verlauf, so daB nur die MeBpunkte eingetragen sind. — Der 
EinfluB von Réntgenbremsstrahlung auf die Reichweitebestimmung ist 
zu vernachlassigen, derjenige von Vernichtungsstrahlung im Falle der 
Positronen wird bei der Auswertung der Absorptionskurven beriick- 
sichtigt. 


4. Z-Abhangigkeit der Reichweiten 


HusaIn und Putman® haben die Absorptionskurven fiir das B-Spek- 
trum des P* (E,,,x=1,7 MeV) in Be, C, Al, Cu, Ag und Au gemessen. 


Indem sie die Zaéhlraten N(x) als Funktion der GréBe x- (Z/A) - ez! auf- 
tragen, erhalten sie einen nahezu identischen Verlauf aller Absorptions- 
kurven fiir Z7=4 bis Z=79. x ist die Absorberdicke in mg/cm?, Z die 
Kernladungszahl und A die Massenzahl der Absorbersubstanz. Fiir 
verschiedene B-Spektren mit Maximalenergien von 0,3 MeV S Emax < 
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2,9 MeV findet MEISTER’ einen ahnlichen Zusammenhang. Bei Beschran- 
kung auf Kernladungszahlen oberhalb der von Aluminium erreichen 
Husain und Putman praktisch noch ein Zusammenfallen aller Absorp- 
tionskurven mittels der einfachen Beziehung 


N(x) =}(x- Zi), (1) 


Der Einflu8 der Kernladungszahl auf den Verlauf der Absorptions- 
kurven wird durch zweierlei bestimmt: der Energieverlust der Teilchen 
auf Grund von Anregung und Jonisation der Hiillenelektronen ist pro- 
portional zur Zahl der Elektronen in der durchlaufenen Schicht, gibt 
man % in mg/cm? an, also proportional zu x -Z/A. Die elastische Streu- 
ung an den Atomkernen dagegen ist proportional zu x-Z?/A [s. z. B. 
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Fig. 5. Elektronenreichweite R-- Z3/A als Funktion der Energie E~ fiir Kupfer, Silber und Gold: 
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in 1 Formel (9) und (10)]. Die Streuung der Teilchen vergr6Bert mit 
wachsendem Z ihre mittlere Weglange beim Durchgang durch die 
ibsorbierende Materie. Das Zusammenwirken beider Effekte kann nun 
offenbar durch eine empirische Beziehung, etwa Formel (1), dargestellt 


werden. 


Es liegt nun nahe, eine ahnliche Abhangigkeit ftir die gemessenen 
Vaximalen Reichweiten zu suchen. In Fig. 5 ist die Elektronenenergie E~ 
Us Funktion der GroBe R-- Z4/A in doppelt logarithmischem MaBstab 
wufgetragen. Fiir die Substanzen Kupfer, Silber und Gold fallen alle 
Reichweiten sehr genau auf einer Geraden zusammen, die durch die 
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Formel 


Eo = 143 > R61 (E- in keV, R in mg/cm?) (2)| 


beschrieben wird. Der hier benutzte kleine MaBstab gestattet nicht, 
alle MeBpunkte wiederzugeben. Eine Fehlerabschatzung ergibt fiir die | 
mittlere Abweichung aller gemessenen Werte von (2) etwa +0,4%.. 
Diese so gefundene Z-Abhangigkeit der Elektronenreichweiten fiir 7 = 29 J 
fiihrt zu der Beziehung | 

Rr ala 6). 
Rs ZP/A1 ‘ 
wobei R; die Maximale Reichweite in einem Absorber der Kernladungs- |) 
zahl Z, und der Massenzahl A, ist, R, die Reichweite von Elektronen 
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Fig. 6. Positronenreichweite Rt+Z/A als Funktion der Energie E+ fiir Kupfer, Silber und Gold: 


Z 
E+ = 29,7 Tt Re; 60 


der gleichen Energie in einem Absorber mit Z, und A,. In der Tabelle 
sind die Werte Z'/A fiir unsere Absorber angegeben. Falls sich diese 
oder eine ahnliche einfache Beziehung allgemein — insbesondere auch 
fiir Aluminium bei gréBeren Elektronenenergien — bestatigt, so hat man 
damit eine Méglichkeit zur bequemen Umrechnung von Reichweiten in 
verschiedenen Absorbersubstanzen. 

Die Z-Abhangigkeit der Positronenreichweiten hat in dem hier unter- 
suchten Bereich die einfachere Form x -Z/A. In Fig. 6 sind die in den 
drei Absorbern Kupfer, Silber und Gold gemesssenen Reichweiten ge- 
meinsam dargestellt ; es lassen sich wiederum nicht alle MeBpunkte ein- 
zeichnen. Die Positronenenergie E* ist als Funktion von R*- Z/A in 
doppelt logarithmischem Mafstab aufgetragen. Alle Reichweiten fallen 


Die Reichweite von Elektronen in Kupfer, Silber und Gold 187 

sehr genau auf einer Geraden zusammen, fiir die sich die Formel 
b= 397 = R080 (E* in keV, R in mg/cm?) (4) 
ergibt. Die mittlere Abweichung aller MeBwerte von (4) betragt auch 


hier etwa +0,4%. Die Positronenreichweiten fiir Z=29 lassen sich 
mittels der Bezichung 


Ratan: 
Ry ai (5) 


ineinander umrechnen. Die Werte Z/A fiir unsere Absorber sind eben- 
falls in der Tabelle angegeben. 


5. Diskussion 

Wie Fig. 1 zeigt, haben im Kupferabsorber Positronen eine kleinere 
Reichweite als Elektronen gleicher Energie. Das ist in der vorange- 
gangenen Arbeit schon fiir Aluminium, fiir das sich der gleiche Tat- 
bestand ergibt, ausfiihrlicher diskutiert worden. Es bedeutet offenbar, 
daB auch in Kupfer die gréBere Bremsung der Positronen ihre kleinere 
elastische Streuung iiberwiegt. Das Verhaltnis von Positronen- zu 
Elektronenreichweite R*/R™ (s. Tabelle) stimmt ftir Kupfer innerhalb der 
Fehlergrenzen recht gut mit dem von NELMs? berechneten iiberein; es 
ergibt sich ein ganz ahnlicher Verlauf wie fiir Aluminium (s. in ! Fig. 4). 


Ganz anders werden die Verhaltnisse aber bei groéBeren Kernladungs- 
zahlen. In Silber und Gold — Fig. 2 und 3 — haben Positronen eine 
gréBere Maximale Reichweite als Elektronen gleicher Energie, was im 
Gegensatz zu den theoretischen Werten von NELMms steht. Dort wird 
die Wahre Reichweite allein aus dem Energieverlust infolge von An- 
regung und Ionisation berechnet, was bei Energien unter 750 keV bei 
allen Kernladungszahlen fiir Positronen stets kleinere Reichweiten als fiir 
Elektronen liefert. 


Die Tatsache, daB in Silber und Gold aber die Positronen gréBere 
Reichweiten haben, erklart sich aus dem mit wachsendem Z bemerkbar 
werdenden Einflu8 der Kernstreuung. Wie schon in? ausgefiihrt [s. dort 
Formel (9)], ist der differentielle Wirkungsquerschnitt ftir elastische 
Streuung der Teilchen am Coulomb-Feld der Atomkerne fiir Elektronen 
stets groBer als fiir Positronen. Der Unterschied ist bei kleinen Kern- 
ladungszahlen nur gering, gewinnt aber bei gréBerem Z an EinfluB: die 
Elektronen erhalten eine kiirzere Reichweite als Positronen. 

Bei Silber und Gold ist eine Ubereinstimmung im Reichweitenver- 
haltnis R+/R~ mit den berechneten Werten natiirlich nicht mehr gegeben. 
Auch die Z-Abhiangigkeit der Reichweiten stimmt fiir Positronen und 
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erst recht fiir Elektronen nicht mit der berechneten tiberein. Beide 
Tatsachen kann man qualitativ schon den Absorptionskurven bei SELI- | 
GER‘ entnehmen. Die Reichweite der Teilchen in Substanzen von mitt- | 
lerem oder groBem Z wird eben nicht mehr allein durch den Energie- ff 
verlust bestimmt, sondern auch durch ihre Streuung beeinfluBt. Zudem ff 
wird im Bereich der Bindungsenergien der K-Elektronen (fiir Ag: | 
Ey =25,5 keV; fiir Au: £,=80,7 keV) die Gtilltigkeit der Betheschem | 


Bremsformel eingeschrankt. Jedenfalls wird auch ftir kleine Energien 
bei Kernladungszahlen oberhalb der von Aluminium die Herleitung der |ff 


Reichweite allein aus dem Energieverlust ungenau. 


Die Research Corporation, New York, die Deutsche Forschungsgemeinschaft | 
und das Bundesministerium fiir Atomkernenergie und Wasserwirtschaft stellten _ 
zur Durchfiihrung der Arbeit Mittel zur Verfiigung. 
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Absorption und Weg interferierender Réntgenstrahlen 
im schwach deformierten Kristallgitter * 
Von 
G. BORRMANN und G. HILDEBRANDT 
Mit 6 Figuren im Text 


(Eingegangen am 1. Juni 1959) 


La6t man interferierende Molybdan-/,-Strahlung bei Zimmertemperatur eine 
3,2 cm dicke Kalkspatplatte durchqueren (reflektierende Netzebene parallel zur 
Spaltflache) und beobachtet man Intensitat und Lage der beiden an der Austritts- 
flache aus dem Zerfall der Wellenfelder entstehenden Reflexe PR) und R, wahrend 
der Kristall vermdge einer Temperaturdifferenz AT zwischen Austritts- und Ein- 
trittsflache verformt wird, so findet man: 

a) Die Starke beider Reflexe geht auf 1 bis 3% zuriick, wenn AT =0 durch AT = 
+ 0,6° C ersetzt wird (was einer ,, Verformung“ des durchstrahlten Kristallbereiches 
um nur wenige Bogensekunden entspricht). 

b) Das Energieverhaltnis R,/R der beiden Reflexe betragt bei AT =0 etwa 1,2, ist 
aber bei AT = +0,4° C um knapp 30% gréBer, bei AT = — 0,4° C um ebensoviel 
kleiner. 

c) Die Stelle, an der die Strahlen den Kristall verlassen, andert-sich nicht. 

Die dynamische Theorie der Réntgenstrahl-Interferenzen, die ein ideales Gitter 
voraussetzt, laBt sich naturgemaB nicht zur Berechnung des Haupteffektes, des 
Intensitatsabfalls nach a), gebrauchen. Trotzdem kann man mit ihrer Hilfe einige 
Aussagen machen, darunter als wichtigste die aus b) und c) gefolgerte Hypothese, 
jeder das verformte Gitter durchquerende (durch ein Wellenfeld gebildete) Strahl 
sei gekriummt. 


1. Ein Vorversuch 


Die starke Wirkung ungleichmaBiger Erwarmung auf die anomale 
Absorption der Rontgenstrahlen im Kalkspat ist ktirzlich beschrieben 
worden!. Diese Wirkung ist verstandlich. Der unverformte Kristall war 
bei Interferenz um viele GréBenordnungen durchlassiger, als es dem 
normalen Absorptionskoeffizienten entsprochen hatte. Die reduzierte 
Absorption ist an die Existenz von Wellenfeldern gebunden, und diese 
setzen ein ideales (oder doch nahezu ideales) Gitter voraus. Jede De- 
formation des Kristalls mu8 die Wellenfelder st6ren und folglich die 
Absorption vergréBern. Um hieriiber Naheres zu erfahren, wurden 
Temperaturdifferenzen bestimmter GréBe zwischen Eintritts- und Aus- 
trittsflache wahrend der Durchstrahlung des Kristalls aufrechterhalten. 


* Max von LAvE zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
1 BORRMANN, G., u. G. HiLpDEBRANDT: Z. Naturforsch. 11a, 585 (1956). 
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2. Experimentelles 


Die Kalkspatplatte lag zwischen zwei mit je einer Offnung fiir die ] 


Strahlen versehenen Kupferplatten, durch die temperiertes Wasser floB 
(Fig. 1). Entweder hatten beide Platten dieselbe 
Temperatur von 20° C oder nur die eine, wah- 
rend die andere dariiber hinaus erwarmt wurde. 


Der Weg der interferierenden Mo-K,-Strah- 
lung langs der reflektierenden Netzebene war 
in einer besonderen Versuchsreihe gepriift und 
bestatigt worden (unter ? kurz erwahnt). Auch 
von der Netzebene ein wenig abweichende Stiah- 
len traten auf (,,Strahlenfacher“, vgl. 3), die 
Reflexe Ry und R waren dementsprechend breit. 
Die Bremsstrahlkomponenten des Primarstrahls 
wurden durch normale Absorption bis auf einen 
geringen Rest unterdriickt, dem tiberdies die 
obere Kupferplatte den Austritt aus dem Kri- 
stall verwehrte. 


Fig. 1. Schema der Versuchs- 
anordnung. K Kalkspatplatte, 
Dicke D = 3,2cm. Fiir Mo-Ke 
ist 4~=22cm™, alsowD = 70. 
Cu Kupferplatten mit den Tem- 
peraturen 7, und T,. Tempera- 


Ein Geiger-Miiller-Zahlrohr ma8 nacheinan- 
der Ry und R in voller Breite. Die Zahlraten 


turdifferenz an K:AT=T,—T,. 
P Primarstrahl, N reflektierende 
Netzebene (Bragg-Winkel 6,7°), 
Ry, und R Reflexe, GM Geiger- 


lagen zwischen 2000 und 15 Imp/min (bei einem 
Nulleffekt von 65 Imp/min), die Zahlzeiten 
zwischen 5 und 30 min je MeSpunkt. 


Miiller-Zahlrohr Jede Messung bestand aus vier Serien (nam- 


lich den Ry- und den R-Serien bei AT =O und 
AT <0), die jedesmal mit AT =0 begannen. Die je zwei R,- und 
R-Serien schlossen bei AT =0 mit einem Fehler von maximal 2,5 % 
aneinander an. 


3. Ergebnisse 


Die Messungen wurden an vier einige Millimeter voneinander ent- 
fernten Kristallstellen durchgefiihrt, die in einem Bereich lagen, der aus 
zahlreichen Weitwinkel-Absorptionsdiagrammen des ganzen Kristalls als 
recht gleichmaBig tibernormal durchlassig bekannt war. Die an diesen 
Stellen erhaltenen Ergebnisse stimmten beziiglich der GréBe des Intensi- 
tatsabfalls im wesentlichen tiberein, in Einzelheiten jedoch zeigten sich 
Unterschiede. Offensichtlich sind von Stelle zu Stelle wechselnde Ab- 
weichungen vom idealen Gitter vorgegeben, die aber klein sind im Ver- 
haltnis zu den Abweichungen, die der Temperaturgradient hervorruft. 


2 BorRMANN, G.: Optik 10, 405 (1953). 
3 BoRRMANN, G., G. HILDEBRANDT u. H. WAGNER: Z. Physik 142, 406 (1955). 
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Die Fig. 2 und 3 geben die an zwei Kristallstellen gewonnenen Be- 
obachtungsdaten wieder; in Fig. 2 ist ein linearer, in Fig. 3 ein log- 
arithmischer IntensitatsmaBstab gewahlt. Die Kurven zeigen : 
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Fig. 2. Die Starke der vom Kristall durchgelassenen Wellenfelder in Abhangigkeit von der 
Temperaturdifferenz 
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Fig. 3. Wie Fig. 2, jedoch an einer anderen Kristallstelle gemessen und im logarithmischen 
OrdinatenmaBstab aufgetragen 


a) Eine Temperaturdifferenz von 0,6° C zwischen Eintritts- und Aus- 
trittsflache der Strahlen geniigt, um die Intensitat auf 1 bis 3% des bei 
AT =0 gemessenen Wertes zu reduzieren. Dies gilt sowohl fiir Ry als 
auch fiir XR, unabhangig von der Richtung des Temperaturgefalles. 
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b) Alle Kurven sind symmetrisch zur maximalen Ordinate (fiir 6 von 
insgesamt 8 Kurven gilt das genau). 
An Einzelheiten zeigt sich: 


c) Die maximalen Intensitaéten sind an verschiedenen Kristallstellen 
etwas verschieden. Dies muB auf Gitterfehlern beruhen. 

d) Die Scheitelpunkte der Kurven liegen meist nicht bei AT 0: 
AuBer dem Fall, daB beide Maxima im negativen Gebiet liegen, ist 
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Fig. 4. Unten: Energieverhaltnis R)/k in Abhangigkeit von AT an vier Kristallstellen. Oben: Mittelwerte 
dieser vier MeBreihen 


beobachtet worden, da R bei negativem AT kulminiert, Ry bei posi- 
tivem. Diese Lage halten wir fiir die am wenigsten verfalschte und sehen 
in einer so einseitigen Lage wie in Fig. 2 die Wirkung von Kristall- 
fehlern: im von auBen nicht beeinfluBten Kristall sind mancherlei gering- 
fiigige Abweichungen vom idealen Gitter denkbar, die beispielsweise 
durch die bei A 7 <0 eintretende Verformung zunachst verringert wer- 
den; dann muB die Intensitat aber notwendigerweise bei positiven 
Werten um so rascher absinken. 

e) Ry- und A-Kurve sind stets in der gleichen Richtung gegenein- 
ander verschoben. Folglich hangt das Starkeverhaltnis R,/R von AT ab. 
Fig. 4 zeigt dies fiir alle vier Kristallstellen. Die MeS8punkte streuen 
stark, aber ein durch das ganze AT-Intervall hin sich erstreckender 
Anstieg der GréBe Ro/k ist unverkennbar. Im oberen Teil der Fig. 4 
ist als Kurve der Mittelwerte von R,/R eine Gerade gezeichnet, deren 
Steigung 0,8 pro 1° C betragt (die Kurve ist auf die Nahe von AT =0 
beschrankt worden, weil die MeBgenauigkeit nach auBen abnimmt). 
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f) Bet AT =O ist Ry immer starker als R. Nach Fig. 4 betragt der 
R,/R-Mittelwert 1,2. 

Punkt f kann mit der dynamischen Theorie verglichen werden. Wir 
begniigen uns hier mit der Feststellung, daB der theoretische Wert 1,1, 
betragt. Angesichts der zweifellos vorhandenen Kristallfehler stimmen 
die Werte recht gut iiberein. 

Punkt e bildet den Hauptgegenstand der folgenden Diskussion. 


4. Diskussion 


a) Praktische Folgerung. Die Versuche zeigen zunachst, daB genaue 
Resultate der itbernormalen Durchlassigkeit eines groBen Kristalls nur 
erhalten werden k6nnen, wenn dieser in allen Teilen die gleiche Tem- 
peratur besitzt. Unbeabsichtigte Temperaturgradienten kénnen sich 
leicht einstellen, besonders bei Erwarmungs- und Abkiihlungsversuchen 
zam Studium der atomaren Warmebewegung. Tatsachlich hat sich die 
erwartete Zunahme der Durchlassigkeit eines mit fliissiger Luft gekiihlten 
Kalkspatplattchens erst gezeigt, nachdem die genannte Bedingung er- 
fiillt worden war. 

Sehr schwach absorbierende vollkommene Kristalle verhalten sich 
bekanntlich umgekehrt wie hier beschrieben: die im Laue-Fall reflek- 
tierte Strahlung nimmt an Starke zu, wenn der Kristall z.B. gebogen 
wird. Die Ursache ist in einer Zunahme des Winkelbereichs der Inter- 
ferenz zu suchen. Dieser Effekt ist auch bei den hier besprochenen Ver- 
suchen zu erwarten; praktisch spielt er aber keine Rolle, weil die Ver- 
formungen zu geringfigig sind. 


b) Die GréBenordnung der Verformung. Der beobachtete Intensitats- 
abfall ist zur Zeit nicht berechenbar, weil es eine Theorie der Réntgen- 
strahl-Interferenzen in einem schwach verformten, urspriinglich idealen 
Gitter nicht gibt*. Die Verformung der Kristallplatte zu berechnen ist 
deshalb nicht versucht worden, doch erscheint es niitzlich, wenigstens 
ihre GroBenordnung anzugeben. 

Es gibt zwei Griinde fiir eine ,, Verstimmung“ des Gitters gegen die 
von der Eintrittsflache ausgehenden Wellenfelder, namlich die Anderung 
der Gitterkonstanten und die Kriimmung der reflektierenden Netz- 
,ebene‘‘. Wir notieren die Verformungen, die sich bei einer gleichmaBi- 
gen Erwarmung des Kristalls um AT einstellen wiirden und betrachten 
die Resultate als Naherungswerte der Unterschiede, die sich zwischen 
den beiden Oberflachen als Folge einer Differenz 47 ausbilden. 


Aus der Braggschen Gleichung sin - = ae ergibt sich mit dem 


Netzebenenabstand d =3,03 A und der Wellenlange 4 =0,71 A der Re- 


* Eine Naherungsrechnung findet man in }%, 
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flexionswinkel bs zu 6,7°. Da der lineare Ausdehnungskoeffizient senk- J 


d 


recht zur reflektierenden Netzebene etwa ia 4 - 10-5 pro °C betragt?, | 


; . O 
so erhdlt man aus der differenzierten Braggschen Gleichung A (3) =| 


a Ad 


oO 
—tg ae bei Erwarmung um 0,6° C A ( | 


ae —0o,15’" als Anderung 


des Reflexionswinkels. 


Bei Erwarmung dehnt sich der Kalkspat in Richtung der optischen | 
Achse aus und zieht sich in Richtungen senkrecht dazu geringfigig — 
zasammen. Der Winkel zwischen den Spaltflachen (im Betrag von 105°) Jf 
nimmt ab (E. MITscHERLICH 1824); bei Erwarmung um 0,6°C dndert 


er sich um — 3,6/"°. 


Die beobachteten Intensitatsanderungen werden also jedenfalls durch 
sehr kleine Verstimmungen hervorgerufen. Sie sind in Beziehung zu 
setzen zum Winkelbereich der Reflexion. Die Halbwertsbreite des 


Reflexes R im Laue-Fall ohne Absorption berechnet sich zu 3,5’. Der | 


volle Winkelbereich ist erheblich gréBer, er macht die Drehung der 
Netzebene mit: er andert seine Lage um einen Winkel, der kleiner ist 
als er selbst. Dies macht die Beobachtung, daB auch der verformte 
Kristall noch von Wellenfeldern durchquert wird, qualitativ verstandlich. 


Von der Eintrittsflache bis zu einer Tiefe von 0,01 cm im 3,2 cm 
dicken Kristall hat sich die Netzebene nur um — - 3,60" +0,01" ge- 
2) 


dreht; eine solche Schichtdicke ist aber mehr als ausreichend, um die 
dynamische Theorie in Kraft zu setzen. Dies bedeutet, daB nahe der 
Eintrittsflache des verformten Kristalls die Wellenfelder und damit die 
Strahlenfacher, insbesondere der Facher kleinster Absorption, sich ebenso 
bilden werden wie im unverformten Kristall. Die Frage ist, was mit 
dem Facher schwacher Absorption geschieht, wenn er tiefer ins ver- 
formte Gitter eindringt. 


c) Die Grundlage der Diskussion. Die im AnschluB an die Versuche 
auftauchenden Fragen der R6éntgenoptik kénnen teils beantwortet, teils 
wenigstens formuliert werden, ohne da die Gitterverformung bekannt 
zu sein braucht. Den Schliissel zum Verstandnis gibt die Theorie der 
Wellenfelder, die zwar auf die Hauptbeobachtung, den durch Verfor- 
mung hervorgerufenen Intensitaétsabfall der Reflexe, ohne weiteres nicht 
angewendet werden kann, wohl aber auf R,/R. Allerdings riickt damit 
gerade diejenige Gré8e in den Vordergrund, deren Variation in den 
Versuchen nur nebenher registriert wurde. 


4 Cooxsry, €.D., u. D. Cooxsry: Phys. Rev. 36, 85 (1930). 
° Voiet, W.: Lehrbuch der Kristallphysik. Leipzig u. Berlin 1910. 
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R/k ist nach der Art der Messung ein Energieverhiltnis, denn das 
Zahlrohr registrierte beide Reflexe in voller Breite. Wir miissen daraus 
zunachst das Intensitatsverhaltnis 

+ =o (1) 
bestimmen. Es ist seiner Herkunft nach im Fall 7 =0 das mittlere 
Intensitatsverhaltnis im Restfacher kleiner Absorption (vgl. 3, Fig. 3); 
wenn wir mit « rechnen, ersetzen wir demnach den Facher durch einen 
einzigen Strahl. Auch bei Verformung 
siebt der Kristall die Strahlung klein- 
ster Absorption aus; R,/R andert sich 
und damit auch «. Diese Variation 
kann dann der Diskussion zugrunde ge- 
legt werden, denn durch « sind alle 
Eigenschaften eines sich als Wellen- 
feld fortpflanzenden Strahls gegeben, 
vor allem die Strahlrichtung im Kri- 
stall und der auf diese Richtung be- 
zogene Absorptionskoeffizient. 

Die Beziehung zwischen F/R und 
«stellt Fig. 5 her. Ein Energiestrom, dar- 
gestellt durch den Poynting-Vektor 6, 
Paeicht die Austrttsilache des Kri- ~ fiy-<) Zar Verteilune der Stiahlungsenergié 
stalls. Vom Flachenelement d/ gehen RITE ET ICS 
die zwei Wellen aus, die die Reflexe Ry 
und R bilden. Die Intensitaéten der beiden Wellen sind nach der 
Theorie im Au®enraum dieselben wie im Kristall, « bleibt unveradndert. 
Die Wellenvektoren der beiden Wellen im AuSenraum weisen (bis auf 
Differenzen von Bogensekunden) in die Richtung der Einheitsvek- 
toren 8, und 8 der v. Laueschen Interferenzbedingung §—%3),=A am 
Mosaikkristall. 

Bezeichnet yg den Cosinus des Winkels zwischen 8) und dem Lot 3 
auf der Austrittsflache, Vi den Cosinus des Winkels zwischen 8 und 4, 
‘so gilt ersichtlich 


Poe (2) 


Wie die Strahlungsenergie auf die beiden Reflexe verteilt wird, hangt 
also von der Neigung der Austrittsflache ab. 


An der planparallelen Platte ist speziell 


vo LOR) (3) 
panty ie 
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worin y, und y, die entsprechenden Richtungscosinus, bezogen auf die | 
Eintrittsflache, bezeichnen. 
oO : : 
Ferner ist yp =cos G — a VY}, = COS G + =) wo g den Winkel zwi- 
schen 3 und der Netzebene bedeutet. Mit g=15° wird ae P07: 


Bei AT =0 war R,/R =1,20 (vgl. 3f), bei AT =—0,4° C hingegen 
0,88. Gi. (2) liefert %)=1,12 bei AT =0 und a =0,82 bei AT = —0,4° C5} 
a wird um 27% kleiner. 


Im folgenden wollen wir statt dessen die Werte %) = 1,0 und «=0,7,)} 
bei AT = —0,4° C benutzen; erstens zwecks Erleichterung der Diskus- | 
sion; zweitens, weil die experimentellen Werte wahrscheinlich wegen | 
Kristallfehlern etwas zu hoch ausgefallen sind; drittens, weil der experi 
mentelle Strahlweg (Abschnitt d) mit 
a =1 iibereinstimmt. Verwendung 


quenzen nicht wesentlich. 


d) Der Strahlweg im Kristall. In | 
dem durch « bestimmten Wellenfeld jf 
ist die Richtung des Energiestroms 
nach v. LAvE®, Gl. (5) und (9), gege- 
Fig. 6. Der Strahlweg im Kristall. Strahl S,,. ben durch 
im unverformten Kristall; bei 4T = — 0,4°C 2 
gilt der als Kreisbogen gezeichnete Strahl Sz SCxng So + 3. (4) 
(die Kriimmung ist 10fach tibertrieben). Den bei 


AT = + 0,4°C giiltigen Strahlweg erhalt man : F 
Fechispicseuineon eae Diese Beziehung soll auch noch gel- 


ten, wenn das einfallende Strahlen- 
biindel relativ zu den Kristalldimensionen eng begrenzt ist7, sie gibt 
dann die Richtung des durch « charakterisierten Strahls S, im Kristall. 


Sj» verlauft hiernach parallel zur Netzebene; dieser Weg ist auch 
im hier untersuchten 3,2cm dicken Kristall experimentell gefunden 
worden. Dieser Strahl und S, , sind in Fig. 6 eingezeichnet. Beide gehen 
von A aus, da ja der Eintrittspunkt der Strahlung von AT unabhangig 
ist. Sie schlieBen einen Winkel ¢ ein, der sich aus dem Ansatz sin ¢ = 


(8) +8) X (%3 +3)/[8 +8] |S) +3] zu 


sin ¢ = (x — 1)sin 2/102 + 2acosd (5) 


ergibt; mit «,=0,7 erhalt man | ¢|=1,2° (damit dieser Winkel gut er- 
kennbar wird, wurde er in Fig. 6 zehnfach gréBer gezeichnet). Der Aus- 


° v. Laug, M.: Acta crystallogr. 5, 619 (1952). 
? BORRMANN, G.: Naturwiss. 42, 67 (1955). 


der wahren Werte andert die Konse- | 
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trittspunkt C von Sy, liegt dann um etwa 


ah 
LEZ 186 32 mm = 0,7 mm 
gegen B verschoben. Dem entspricht eine Parallelverschiebung der 
Reflexe Ry und R. Der Versuch zeigte aber nichts davon; eine Ver- 
riickung um 0,2 mm hatte mit Sicherheit bemerkt werden miissen. 

Nun 148t sich aber ein anderer Strahlweg denken, der nicht mit den 
Versuchsergebnissen im Widerspruch steht. Bedenkt man nadmlich, daB 
der beobachtete Wert « =0,7 nur nahe der Austrittsflache gelten muB, 
nicht aber im Kristallinnern, so kann man, von A ausgehend, auf ge- 
krimmten Wegen nach B gelangen. Ein derartiger Strahlweg Sx ist 
in Fig. 6 als ein Kreisbogen eingezeichnet, der A unter dem gleichen 
_ Winkel zur Netzebene verlaBt, mit dem er in B endet (« hat bei B den 
Wert 0,7; bei A ist « =1/0,7), denn wahrscheinlich wird derjenige Strahl 
die geringste Absorption erleiden, der, eine bestimmte Kriimmung vor- 
ausgesetzt, mdglichst wenig von der Netzebene abweicht (nach Fig. 2 in %). 

Eine Voraussetzung fiir derartige Strahlwege wird von der Theorie 
erfiillt. Der von A ausgehende Strahlenfacher kleinster Absorption reicht 
von % bis §; es ist denkbar, daB je nach dem Grad der Verformung 
wechselnde Strahlen dieses Fachers die Platte mit einem Minimum an 
Absorption durchqueren. 

Zu den Gesetzen der Optik, die gekriimmte Strahlen nur in Medien 
mit raéumlich verdnderlichem Brechungsindex zulassen, besteht kein 
Widerspruch. Der Brechungsindex (der Einzelwelle) ist im Interferenz- 
fall keine reine Materialkonstante, sondern, ebenso wie der Absorptions- 
koeffizient, eine Eigenschaft des Wellenfeldes, folglich durch « bestimmt 
(vgl. W. KossEL'). 


e) Die Absorption. Die GréBe « bestimmt nach Gl. (4) die Strahl- 
richtung, diese wiederum die Absorption des Strahls (vgl. *); folglich 
1aBt sich der auf die Strahlrichtung bezogene Absorptionskoeffizient (1s 
durch « ausdriicken. Von M. v. LAUE® und H. WacneER (?°, Kapitel V) 
ausgehend, erhalt man 


Vea (CW Ne te 2A]/a)/\/1 + a2 + 2% cos? (6) 


mit der Abkiirzung 4 =C | i | . Hierin ist C=1 zu setzen (Schwin- 


01 
gung & senkrecht zur Strahlenebene) ; C =cos# (€ in der Strahlenebene) 
eingesetzt zeigt, daB diese Strahlung wegen zu starker Absorption un- 
beriicksichtigt bleiben kann. Mit «=1 folgt aus (6) der minimale 


8 KossEL, W.: Ann. Physik 6, 97 (1949). 
9 vy. Laug, M.: Acta crystallogr. 2, 106 (1949). 
10 WaGner, H.: Z. Physik 146, 127 (1956). 
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Absorptionskoeffizient 


Hnin — oe (1 7 A) : (7) 

ErfahrungsgemaB ist A =0,9 zu setzen, denn damit folgt aus Gl. (7) 

Min = 0,101 p, in Ubereinstimmung mit dem in ™ experimentell ermittel- 

ten Wert 0,1 w. Gl. (6) ergibt mit « =0,7 “5 =0,115 p. Mit diesen Werten 

berechnen wir die Absorption der beiden geraden Strahlen S; 9 und S97. 
Beide werden geschwacht gemaB 


|S] =| Sol e**", (8) 


wo | G,| die Anfangsintensitat im Punkt A der Fig. 6 bedeutet; diese ist 
fiir beide Strahlen nahezu gleich (Fig. 1 in 3). Auch die Weglange / darf 
fiir beide als gleich betrachtet werden. An der Austrittsflache sollten 
folglich beide Strahlen das Intensitatsverhaltnis e~ °°" *??-*:? — 0,44 besit- 
zen. Da die Absorption langs des gebogenen Weges geringer ist, sollte das 
wirkliche Intensitatsverhalntis zwischen 1 und 0,44 hegen. 

Nach den Experimenten fallt die Intensitat starker ab: Fig. 2 und 3 
zeigen fiir R, und R einen Abfall auf 10 bis 20% der bei AT =0 geltenden 
Werte. Die Absorption scheint also gréBer zu sein als durch Gl. (6) 
beschrieben. Sicher ist dieser SchluB freilich nicht, allein schon weil 
R, und # als integrales Reflexionsvermégen zu berechnen waren, was 
aber im verformten Kristall nicht médglich ist. Aus diesem Grunde 
wollen wir den SchluB nur als Anregung benutzen, um dieselbe Frage 
von der Theorie aus zu priifen. 

Sicher ist, daB ein Strahl S, beim weiteren Eindringen in das ver- 
formte Gitter nicht langer existieren kann, weil er einer bestimmten 
Stelle im Winkelbereich der Interferenz zuzuordnen ist und dieser Be- 
reich sich mit zunehmender Tiefe im Kristall verlagert. Entsteht nun, 
wie das Experiment zeigt, ein neuer Strahl S,,, ebenfalls mit kleiner 
Absorption, so ist zu vermuten, daB das nicht alles ist, sondern daB, 
im einfachsten Fall in Analogie zum Vorgang an der Eintrittsflache, 
noch ein zweites Wellenfeld mit tibernormaler Absorption entsteht, das 
den Kristall nicht zu durchdringen vermag. So kénnte es sein, daB 
dem Strahl kleiner Absorption, den wir mit veranderlichem « den 
Kristall durchdringen sehen, langs seines Weges laufend Energie da- 


durch entzogen wird, daB Strahlen groBer Absorption immer neu erzeugt 
werden. 


f) Ein réntgenographisches Datum der Verformung. Die «-Schwan- 
kung lings des gebogenen Strahlweges erméglicht schlieBlich noch eine 
Aussage tiber die Verlagerung des Winkelbereichs der Interferenz beim 
Ubergang von der Eintritts- zur Austrittsflache; denn, wie erwahnt, 


' BorRMANN, G.: Z. Kristallogr. 106, 109 (1955) 
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gehdrt zu jedem «-Wert eine bestimmte Stelle jenes Bereichs. Aus den 


Gln. (26), (34), (37), (38) (v. Laue®) folgt — fiir Kristalle mit Symmetrie- 
zentrum — 


“2sind 


ee = C| xn, (Vs Hy, (0) 


wo y, den Einfallswinkel, gemessen gegen das Lot auf der Eintritts- 
flache bedeutet, w,, die Mitte des Interferenzbereichs, C=1; y,, ist im 
vorliegenden Fall vom Betrage 1,8 - 10°® (mach !2, S. 145). 

Gl. (9) ergibt mit « =1/0,7 (Eintrittsflache) den Wert 1,6 - 10-6, mit 
a =0,7 (Austrittsflache) —1,1 -10-§; die Schwankung A (p— Y,,) be- 
Eragt 2,7 -40°° oder 0,6”. 

Was bedeutet diese Schwankung? Die Antwort lat sich zur Zeit 
nur geben, wenn man den verformten Kristall durch eine Anzahl identi- 
scher planparalleler Schichten mit idealem Gitter ersetzt; jede Schicht 
unterscheide sich von der folgenden in gleicher Weise ein wenig beziiglich 
der Lage des Interferenzbereiches, weil die Gitterkonstante verandert 
und die reflektierende Netzebene ein wenig gedreht sei. Dann bleibt die 
Einfallsvichtung durch den ganzen Kristall hindurch erhalten (genauer: 
zwischen den Schichten, weil diese planparallel sind). Folglich andert 
sich wy, weil der Interferenzbereich sich relativ zu dieser festen Richtung 
verlagert hat. Nach Abschnitt 4b ist im vorlegenden Fall die Drehung 
der Netzebene ausschlaggebend; von der Eintritts- zur Austrittsflache 
dreht sie sich im Fall AT <0 entgegengesetzt dem Uhrzeiger und zwar 
um schatzungsweise 2,4’’. Uber den Drehungssinn sagen die nach Gl. (9) 
berechneten Werte dasselbe, denn, da y,,, bei Drehung der Netzebene 
konstant ist, nimmt wp ab, d.h. das Lot auf der Eintrittsflache dreht 
sich entgegen dem Uhrzeiger. Die berechneten 0,6’’ stimmen freilich 
mit den geschatzten 2,4” nicht eben gut tiberein. 


SchluB 


Wie die Diskussion gezeigt hat, hieBe es auf Fingerzeige verzichten, 
wollte man bei solchen Versuchen nur einen der beiden Reflexe beobach- 
ten. Gerade ihr Stirkeverhdltnis ist wichtig. Wesentliche Voraussetzung 
ist auf der experimentellen Seite die durch hohe Absorption bewirkte 
Isolierung einzelner Wellenfelder (genauer: eines schmalen Strahlen- 
fachers), auf der theoretischen Seite dementsprechend die Betonung der 
Eigenschaften dieser individuellen Felder. 

Uber die weitere Priifung der Hypothese der gekriimmten Strahlen 
wird an anderer Stelle berichtet™. 


A ZACHARIASEN, W.H.: Theory of X-Ray Diffraction in Crystals. New York 


1945. 
13 HILDEBRANDT, G.: Z. Kristallogr. (im Druck). — Physik. Verh. 9, 6 (1958). 
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Impedanz und Lagrange-Funktion 
linearer dissipativer Systeme* 


Von 
J. MEIXNER 


(Eingegangen am 14. Juli 1959) 


A simple proof is given for the theorem, that the difference of electrical and mag- 
netic energies is the same for equivalent 2n-terminal networks, to which the 
same electromotive forces are applied. For this difference, called the Lagrange 
function, an explicit expression in terms of the admittance matrix, is given. An 
analogous theorem is proved in the thermodynamic theory of relaxation pheno- 
mena and an extension is given to the case of general linear dissipative systems. 


1. Einleitung 


Bekanntlich ist durch die Impedanzfunktion Z(p) die Struktur eines 
Netzwerkes nicht eindeutig bestimmt. Ein beriihmtes Beispiel hierfiir 
ist ein Netzwerk mit zwei parallelen Zweigen, von denen der eine einen 
Widerstand R und eine Kapazitat C in Serie, der andere einen gleichen 
Widerstand R und eine Induktivitat L =R?C in Serie enthalt. Eine 
einfache Rechnung zeigt, daB die Impedanz dieses Netzwerkes gleich R 
ist, daB es sich also gegentiber jeder Eingangsspannung w(t) genau so 
verhalt wie ein einfacher Widerstand R. 

Man nennt Netzwerke verschiedener Struktur mit gleicher Impedanz- 
funktion auch aquivalente Netzwerke. Solche geben fiir jeden angelegten 
Spannungsverlauf w(t) den gleichen Stromverlauf, wenigstens soweit es 
sich um Einschaltvorgange handelt. Sie haben aber auch hinsichtlich 
ihrer energetischen Eigenschaften Gemeinsamkeiten. Nicht als ob sie 
bei gleichem w (¢) in jedem Augenblick die gleiche gespeicherte elektrische 
Energie und die gleiche gespeicherte magnetische Energie hatten. Dies 
wird bereits durch das oben genannte Beispiel widerlegt. Indessen ]aBt 
sich allgemein sagen, daB die Differenz von elektrischer und magnetischer 
Energie beider Netzwerke in gleicher Weise von der Zeit abhangt, falls 
die gleiche Spannung w(t) angelegt ist. Dieser Satz ist von TELLEGEN! 
und von PostHuMUs und Douma? ausfiihrlich behandelt worden. 

Da fiir diesen Satz nur die Gleichheit der Impedanzfunktionen vor- 
auszusetzen ist, so wird man erwarten, daB sich die Differenz der elektri- 


* MAX von LAUE zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
1 TELLEGEN, B.D.H.: Philips Res. Rep. 7, 259 (1952). 
2 PostHumus, K., u. T. Douma: Philips Trans. News 3, Nr. 4 (1936). 
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schen und der magnetischen Feldenergie ebenfalls durch die Impedanz- 
funktion ausdriicken laBt. 

Im folgenden wird zunachst ein einfacher Beweis des Satzes von 
TELLEGEN und zwar gleich fiir 2”-Pole gegeben, und es wird zugleich 
die Differenz der elektrischen und der magnetischen Energie im Netz- 
werk explicit durch die Impedanzmatrix ausgedriickt. AnschlieBend 
wird ein analoger Satz in der thermodynamischen Theorie der Relaxa- 
tionserscheinungen formuliert. SchlieBlich wird gezeigt, daB dieser Satz 
einer weiteren Verallgemeinerung fiir die allgemeinsten linearen dissipa- 
tiven Systeme fahig ist. 


2. Beweis des Aquivalenzsatzes 
Wir gehen davon aus, da8 sich ein allgemeines C R L-Netzwerk in N 
unabhangige Maschen zerlegen laBt. Sind w,(¢) die eingepragten Span- 
nungen, 7, (¢) die Stréme in diesen Maschen, so gilt (vgl. etwa 3) 


N 
Sagar qk RPh + LiPo) (2=1,2,...,N). (1) 
Hierin ist qg, (¢) das Zeitintegral des Stromes 7, (t), # ist der Operator der 
Zeitdifferentiation, p=d/dt. Die C;,, R;,, L;, sind die Kapazitats-, 
Widerstands- und Induktivitatskoeffizienten. Ihre Matrizen sind sym- 
metrisch. Des weiteren bendtigen wir den bekannten Satz, daB die 
elektrische Energie durch 


Fe 
1 1 

= 2 
ef 4 pa Cik OES (2) 

die magnetische Energie durch 

N 
Wraga=% yy Lins We (3) 
t,k=1 


gegeben ist. 

Wir betrachten nun neben den Gln. (1) noch die entsprechenden 
Gleichungen fiir einen anderen Spannungsverlauf ; (¢), bezeichnen aber 
die Zeit dann mit ¢’ und setzen entsprechend #’=d/dt’. t und ¢’ sind 
also im Folgenden unabhangige Variable. Dann ergibt sich wegen 


5 a , 
Up =P) Up =P' dh 


. eat ieee ¢ ; N ; ' N Pe 
2 [mill 4; (t’) —u; (') 4;()] =(0' — 2) utes wth 3) Lavi (4) 


Nun ist die Koeffizientenmatrix in (1), wenn man gq, durch 7, ausdriickt, 
gleich der vollen Impedanzmatrix 


Zi(P) ep mon Rip pL, =Z,5(f)- (5) 


3 CaurErR, W.: Theorie der linearen Wechselstromschaltungen, 2. Aufl., S. 72. 
Berlin 1954. 
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Ihre reziproke Matrix ist die Admittanzmatrix Y,,(f). Its gilt also 


1,(t) = 2 V3 (D) mp (2) - (6) 


1 Vinlh) — Yeal?) dy ren Sl ks fat See 
es > RE 4; (t) u(t’) = cae tide reba intitn (7) | 
i,k=1 ° i,k=1 

Fiihrt man links die Differentiationen ~ und #’ nach ¢ und?’ aus und setzt 
dann t=?’ und w(t) =w’'(t), so hat man also die Differenz der elektrischen | 
und magnetischen Energie in wohldefinierter Weise durch den Span- 
nungsverlauf uw, (¢) und die volle Admittanzmatrix Y;,;(f) (¢,k =1, 2,..., 
N) ausgedriickt. 

Der Fall eines 2”-Pols mit mehr als 7 unabhangigen Maschen, »< JN, 
ist damit ebenfalls erledigt. Man nimmt etwa Spannungen w;(¢) in den 
ersten m-Maschen an und setzt die wu; in den iibrigen Maschen gleich 
Null. Dann bleiben in der Doppelsumme linker Hand in (7) nur jene 
Terme, fiir welche 7 <, k <n und damit auch nur die Matrixelemente Y,, 
mit derselben Indexbeschrankung. Diese Matrixelemente geben aber 
gerade die Admittanzmatrix des 2”-Pols. Ihre Reziproke ist die Im- 
pedanzmatrix des 2n-Pols, die, nebenbei bemerkt, sich natiirlich aus 
Z;,(p) nicht einfach durch Streichen der Zeilen und Spalten mit 7, k > 
ergibt. Diese meinen wir stets im Folgenden, wenn wir von Impedanz- 
matrix sprechen. 

Die Anwendung des Operatorenkalkiils hat zur Folge, daB (7) zu- 
nachst nur fiir Einschaltvorgange gilt. Fiir harmonische Vorgange mit 
der Zeitabhangigkeit exp(jm?) ist jedoch f=d/dt eine gewdhnliche 
GréBe, namlich =7@. Daher gilt (7) auch fiir diesen Fall und man 
erhalt mit w’=q@ und w'(t) =u(t) die Beziehung 

n be ot N N 

ap SE =F) tite — SD) Lente 
4,k=1 t,k=1 v 4,k=1 

Sie ist jedoch verhaltnismafig uninteressant, da die in ihr auftretenden 

GréBen keine einfache Bedeutung haben. Anders ist es, wenn wir 

uy, (t') = up (t'), Ge (t’) =e (t') (ug ist konjugiert komplex zu u, usw.) und 


damit #’=—7’ setzen. Dann ergibt sich in der Grenze w’ >a 
n é : N N 
1 * (4) Yir(—7@)—Yiz(G@) _ 14 4 ee 
2 Mi a ee a 
i,k=1 i,k=1 4,k=1 


Die rechte Seite stellt nun die Differenz der mittleren elektrischen und 
magnetischen Energie im Netzwerk dar. Sie ist wieder durch die Ein- 
gangsspannungen und durch die Admittanzmatrix ausgedriickt. Im iib- 
rigen ist 


1 . 5 ] 
aja bn) — ¥i,(—jo)] =~ Im ¥;,(j@). (10) 
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Die mittlere in das Netzwerk hineingesteckte Leistung ist dem- 
Ww / 
a - . 7 yi : * : 
gegentiber gleich } >) u,ux Re Y,, (jo). 
t,R=1 
Fiir Reaktanznetzwerke mit R;,—=0 gewinnt man als Gegenstiick 


au (4) 


ae ton Yinlb)+ Ya’) 14 Gf 1 a 
ae > Wi Oia Ge \ SEE SE ONE ny? ee) ) 
2,2, i (¢) Ay, ( ) p+’ 5 Suen gdh + Lin ivi. (14) 


Fiir harmonische Vorgange der Zeitabhangigkeit exp (jw?) folgt jetzt 
mit 1; (t’) =u; (t’), p =jw, p’ =—j w und ?’=t 


n N 
= * aY ip () 1 1 * 4a 
re > Ye sire Reis > Ch + Lin 15% | (12) 


4,k=1 4,k=1 


da fiir Reaktanzsysteme Y,,(jw) rein imaginar ist. Diese Beziehung ist 
vollig analog zu einer kiirzlich von WAGNER? angegebenen Beziehung 
fiir die elektrische Energiedichte in einem absorptionsfreien Dielektrikum 


3 
Da= > » ae OP (@ é,2(@)), (13) 
a, B=1 

wenn é,,(w) der Tensor der frequenzabhangigen Dielektrizitatskonstan- 
ten ist. Denn der Admittanzmatrix Y;, entspricht die GréBe jwe,,(w), 
wie man am einfachsten erkennt, wenn man ein Netzwerk betrachtet, 
das nur aus einem einzigen Kondensator besteht, der mit einem Material 
von der Dielektrizitatskonstanten ¢,(w) gefiillt ist. 

Andererseits erkennt man aber hieraus, da8 in einem Material mit 
Absorption die elektrische Feldenergie nicht durch die Feldstarke und 
die frequenzabhangige Dielektrizitatskonstante allein bestimmt ist. Hier- 
za ist auch die Kenntnis der inneren Vorgange und ihrer Mechanismen 
notig, die ja gerade die Ursache der Frequenzabhangigkeit der Dielektri- 


zitatskonstanten sind. 


3. Der Formalismus der thermodynamischen Theorie 
der Relaxationserscheinungen’? 


Andert man an einem thermodynamischen System etwa die inten- 
siven 4uBeren Variablen Y, (Druck oder Spannungstensor, Temperatur, 
elektrische Feldstarke usw.), so andern sich auch die thermodynamisch 
konjugierten extensiven Variablen X; (Volumen oder Reibungstensor, 
Entropie, dielektrische Verschiebung usw.). Selbst wenn man von der 
Dynamik dieses Vorganges absieht, braucht es nicht so zu sein, daB die 
Werte der intensiven durch die gleichzeitigen Werte der extensiven 


4 WaGNER, E.H.: Z. Physik 154, 352 (1959). 

5 MEIXNER, J., u. H.G. Reixk: Thermodynamik der irreversiblen Prozesse. 
In Handbuch der Physik (Encyclopedia of Physics), Bd. I11/2, S. 413, insbesondere 
S. 482ff. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer 1959. 
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Variablen bestimmt sind. Vielmehr kénnen sich selbst bei konstant | 
gehaltenen Werten der intensiven Variablen die der extensiven Variablen | 
noch andern. Man spricht dann von Nachwirkung oder Relaxation. jf 


Die Ursache der Nachwirkung ist die Einstellung von inneren Variablen J 
auf das Gleichgewicht, das zu den jeweiligen Werten der intensiven | 
Variablen gehort. Diese Einstellung erfolgt nicht augenblicklich, sondern, 
ebenso wie im Spezialfall der chemischen Reaktion, im Laufe der Zeit. 
Die Nachwirkung hat zur Folge, daB die thermodynamischen Koeffi- 
zienten bei harmonischen Vorgangen als frequenzabhangig erscheinen?. | 

Wir gehen von der inneren Energie als thermodynamischem Potential 
aus und bezeichnen die inneren Variablen mit &,, 7;,, je nachdem ob sie | 
gerade oder ungerade gegeniiber Zeitumkehr sind. Variable der ersten | 
Art sind z.B. Konzentrationen von unabhangig veranderlichen chemi- | 
schen Bestandteilen. Zu Variablen der zweiten Art sind keine einfachen 
Beispiele angebbar. Sie kommen ins Spiel, wenn innere Tragheitseffekte 
fiir die Gleichgewichtseinstellung eine Rolle spielen wie bei der Drehung | 
von gelésten Dipolmolekiilen im elektrischen Feld®. Einfachere Ver- 
haltnisse liegen indessen bei den elektrischen Netzwerken vor. Dort 
sind die Ladungen gerade, die Str6me ungerade innere Variable. 


Wir schreiben die innere Energie als 


=U (XG. sain gt Ge OP ae nee (14) 
Die Gibbsche Fundamentalgleichung lautet dann 
n 1 ™m 
dU = GH Ae D> A, dE, — Di Bedyy (15) 
t= — k=21 


Die ,,Affinitaten“ A, und 5, sind die thermodynamisch konjugierten 
Variablen zu den &,, 7,. Im Gleichgewicht bei festen X; hat U bekannt- 
lich ein Minimum. Daher verschwinden die A, und B, im Gleichgewicht. 

Wir beschranken uns nun auf Vorgange, welche in der Umgebung 
eines Gleichgewichtszustandes X7, &,%, also mit Af =0, Bj =O ab- 
laufen. Entwickelt man U in der Umgebung dieses Bezugszustandes 
nach den Abweichungen von ihm bis zu den quadratischen Gliedern 
einschlieBlich, so folgt mit Hilfe von (15), daB die Y,—Y;*, A,, B, lineare 
Funktionen der X;— X7, &, —& , 4, —nj sind. Wir schreiben abkiirzend 
X;— Xj =%,, Y,-Y,; =4;, 6, —G =o,,n, nt =f, und erhalten somit 
aus (15), wenn wir noch die x; usw. zu einem Spaltenvektor # usw. 
zusammenfassen 


y=axrtba+e®B, 
—A=bxe+ca+fB, (16) 


—B=ca+fat+dB. 
5 MEIXNER, J.: Z. Physik 149, 624 (1957). 
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Die Koeffizienten in diesen linearen Beziehungen sind in den Matrizen a, 6 
usw. zusammengefaBt. Die Tilde kennzeichnet die transponierte Matrix. 
Die Matrizen a, ¢, ) sind symmetrisch; also ist a =a, ¢=C, d >. Damit 
diese Gleichungen von einer Zeitumkehr nicht beriihrt werden, miissen 
e und f verschwinden. Die innere Energie berechnet sich aus (16) zu 


U—Ut=V'xtitaxr+#bat+taca+i BoB. (17) 


Die quadratische Form rechterhand in #, a, ® ist positiv definit. 


Die zeitlichen Anderungen von @ und ® sind Funktionen von A 
und B, welche im Gleichgewicht verschwinden. In Gleichgewichtnahe 
darf man daher lineare Abhangigkeit von A und B annehmen, oder 
umgekehrt: A und B sind lineare Funktionen von 4, B: 

A=RaA+68, B=—GSa4+TB. (18) 
Hierin sind bereits die Casimirschen Reziprozitatsbeziehungen ange- 
wandt, wahrend die Onsagerschen Reziprozitaétsbeziehungen NK =, 
F=f verlangen. Die Matrizen 3 und & haben positiv definite quadra- 
tische Formen, da die Entropieproduktion positiv sein mu, wenn Pro- 
zesse ablaufen. 

Elimination von a, B, A, B aus (16) und (18) fiihrt in Operatoren- 
schreibweise mit /=d/dt auf 


y=P3A)x, (19) 
wobei die thermodynamische Impedanzmatrix 3() durch 
p3(6) =a—ble+pR+p?S(d+p 2) 1S] 6 (20) 


definiert ist. Da die Matrix des gesamten Gleichungssystems (16) und 
die Matrizen i, Z positiv definite quadratische Formen haben, kann 
man folgern, daB die quadratische Form der Matrix 8 (pf) eine sog. posi- 
tive Funktion ist (d.h. sie ist regular analytisch mit positivem Realteil 
fir Re p> 0 und reell fiir reelle positive #). 


4. Die Lagrange-Funktion des Relaxationssystems 
Man betrachte nun dasselbe Gleichungssystem (16), (18) fiir die 
Funktionen #’, y’, a’, B’, A’, B’ mit /’ an Stelle von ¢. Dann folgt aus (16) 
i px —9p'x' — A’ pa+Ap'a’ + Bp B— Bp’ B’ 
—(p—p') [#' ax +%ba' +4’ ba +4’ ca— Bd 8). 
Aus (18) schlieBt man, daB links sich alles weghebt bis auf die ersten 


beiden Terme. Setzt man links (19) fiir # und 2’ ein, so ergibt sich 


schlieBlich 
3 Py oe = ae ate : [# ax+&ba’ +a’ bat+a’ca—B/DB]. (22) 


Z. Physik. Bd. 156 15 


(24) 
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Setzt man t=?’ und x=’, y=y’ usw., so steht die rechte Seite inf} i 
engem Zusammenhang mit der inneren Energie (17) und zwar ist sie gleict 


ret OEM ws se P= U—U*— BoB, | 


also einer Art Lagrange-Funktion zur inneren Energie. Diese Bezeich-§ 
nung ist insbesondere deshalb gerechtfertigt, weil $ LBD B der Anteil derg) " 
ungeraden Variablen zur inneren Energie ist, der corte in Analogie zur} ' 
kinetischen Energie in der Mechanik steht. Diese Lagrange-Funktion 
l4Bt sich somit nach (22) wieder durch die Impedanzfunktion und y (¢)ff 
bzw. a¢(¢) ausdriicken. Sie ist also auch hier durch die auBeren Variableng) 
des Systems bestimmt, wahrend die innere Energie durch sie nicht fest 
gelegt ist, auBer wenn keine ungeraden oder keine geraden Variablen 


wirksam sind. 
| 


5. Die Postulate der Theorie der linearen dissipativen Systeme 


Relaxationserscheinungen bei kleinen Abweichungen vom Gleich-} 
gewicht werden ebenso wie ihr Spezialfall der elektrischen Netzwerke 
durch lineare Gleichungen mit zeitunabhangigen Koeffizienten beschrie- 
ben. Wir sprechen in beiden Fallen von linearen dissipativen Systemen. | 
Im Wort ,,dissipativ’’ kommt der thermodynamische Charakter dieser 
Systeme zum Ausdruck. Er spiegelt sich aber auch darin, daB die interes- 
sierenden GréBen stets paarweise auftreten und thermodynamisch kon- 
jugierte Variable (oder Zeitableitungen von solchen wie die elektrischen 
Stréme in Netzwerken) sind. 

Wir unterscheiden zwischen solchen Paaren von Variablen, die die 
auBeren Eingriffe am System und die von auBen festgestellten Reaktio- 
nen betreffen, und solchen Variablen, die den inneren Zustand des 
Systems kennzeichnen. Bei den elektrischen Netzwerken sind die an- 
gelegten Spannungen und die Eingangsstréme Variable der ersten Art, die 
Ladungen und Stréme in den einzelnen Elementen Variable der zweiten 
Art. Bei den kontinuierlichen Relaxationssystemen sind etwa Span- 
nungen und Dehnungen, elektrische Feldstarke und dielektrische Ver- 
schiebung, magnetische Induktion und magnetische Feldstarke Variable 
der ersten Art, wahrend Konzentrationen, Verteilungsfunktionen und 
zugeordnete Affinitaten Variable der zweiten Art sind. 

Eine erschépfende Theorie linearer dissipativer Systeme muB selbst- 
verstandlich auch auf die innere Struktur und die inneren Vorgange 
eingehen. Trotzdem ist es nicht uninteressant zu untersuchen, was man 
tiber den Zusammenhang der thermodynamisch konjugierten 4uBeren 
Variablen aussagen kann, wenn man nur voraussetzt, daB die das System 
beschreibenden Gesetze linear sind und die Zeit nicht explicit enthalten. 
Es ist ersichtlich, daB die Ergebnisse einer solchen Untersuchung nicht - | 
nur fiir elektrische Netzwerke und fiir kontinuierliche Relaxationssysteme 
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der oben behandelten Art, sondern fiir viel allgemeinere dissipative Syste- 
me verbindliche Aussagen liefern. 

Wir betrachten eine vektorwertige Funktion a (¢) und eine zugeord- 
nete vektorwertige Funktion y(t). Beide Vektoren sollen die gleiche Zahl 
von Komponenten haben. [Man kann die folgenden Ergebnisse im 
ubrigen auf den Fall ausdehnen, daB sowohl a(t) wie y(t) Werte in 
einem Banach-Raum haben. Dies geschieht in einer demniichst ver- 
offentlichten Arbeit von H. KONI. ] 

Diese Zuordnung soli folgende Eigenschaften haben: 


a) Linearitat oder Superpositionsprinzip. Sind den Funktionen a, (¢) 
und x, (¢) die Funktionen y, (¢) und y, (t) zugeordnet, so ist der Funktion 
a, £,(t) + a,%,(t) mit beliebigen reellen Konstanten a,, a, die Funktion 
ay, (t) + ayy, (t) zugeordnet. 

b) Invarianz gegen Zerttranslation. Ist y(t) der Funktion a(t) zuge- 
ordnet, so ist y(¢-+ 7) der Funktion x#(t+ 1) zugeordnet, wobei t eine 
beliebige reele Gr6éBe (von der Dimension einer Zeit) ist. 

c) Kausalitat. Ist x(t) =0 fiir t<t, so ist auch y(t) =0 fiir ¢ <7 bei 
beliebigem T. 

Eine weitere Einengung der zugelassenen Funktionaltransformationen 
kann auf zwei verschiedene physikalisch bedeutsame Weisen erfolgen. 
Eine besondere Klasse von linearen Systemen sind die Streusysteme. 


Sie kénnen durch das zusatzliche Postulat f{ |yy|dt< i |&a| dt fiir alle 


t ausgesondert werden, wobei # die einfallende Amplitude, y die ge- 
streute oder reflektierte Amplitude kennzeichnet. Dieses Postulat macht, 
wie man leicht sieht, das Kausalitatspostulat tiberfliissig. 

Die linearen dissipativen Systeme, mit denen wir es hier zu tun 
haben, werden durch folgendes Postulat charakterisiert : 

d) Dissipativitat. Bedeuten die x; extensive, die y; thermodynamisch 
konjugierte intensive auBere Variable, so gilt fiir Einschaltvorgange 

T 


[o<Fatzo fiir alle tr. | (22) 


—co 


Es besagt, daB bei irgendwelchen Vorgangen Entropie produziert wird. 
Die hier gegebene Formulierung ist nur scheinbar schwacher als die 
friiher gegebene’. Auch bei den linearen dissipativen Systemen wird 
c) durch d) iiberfliissig. Dies haben Youra, CastrioTa und CaRLINn® 
im vollig analogen Fall elektrischer Netzwerke gezeigt. 


7 MreIxner, J.: Z. Physik 139, 30 (1954). 

SSVOUDAN D, Ce ioa |e CASERIOLA We In. |i CARLIN’: Scattering Matrices and the 
Foundations of Linear Passive Network Theory. Report 1957. Microwave Re- 
search Institute, Polytechnic Institute of Brooklyn. 

45* 
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Um eine verniinftige Theorie auf diesen Postulaten aufzubauen, sind | 
einige mathematische Einschrankungen hinsichtlich der zugelassenen | 
Funktionsklassen a (#), y(t) zu machen. Es handelt sich jedoch hierbei |ff 
nur um schwache Differenzierbarkeits- und Stetigkeitsforderungen, die 
vom physikalischen Standpunkt aus unbedenklich sein diirften. Wir 
verweisen dazu auf friihere Arbeiten® #9 und auf K6nic. 


6. Die Haupteigenschaften der linearen dissipativen Systeme 

Die wichtigsten Eigenschaften der durch a) bis d) charakterisierten | 
Systeme sind folgende: 

1. Es existiert eine Impedanzmatrix Z;,(p), derart daB 


3) | 


bo 


liese thdt=pBl(p ) f ete x(t) dt (Rep =20). ( 


In Operatorenschreibweise lautet die Beziehung 
(t) =P 3A) x), 
wenn man # als d/dt interpretiert. 
2. Die Impedanzmatrix ist eine positive Matrix (d.h. ihre quadrati- 
sche Form ist eine positive Funktion). Sie 1aBt sich allgemein darstellen 
als 


LNA ah eer of p-PErsR (0) 
B= PALLY f eM BY) ae +p Fe™[B OO re) ag 


fin Resp 0). 


Hierin ist $8(¢) eine Matrix, deren quadratische Form eine sog. positiv 
definite Funktion ist, wahrend % und 8 Matrizen mit nicht negativer 
quadratischer Form sind. 

3. Es ist 


d? x (t) a 


ae + Bald) + Lo 0?) dp (oe ) J (tu) cos gu du (25) 


y(t) =% 


mit einer Verteilungsmatrix ~ (0), deren quadratische Form als Funktion 
von @ ungerade, nicht abnehmend, beschrankt und im Nullpunkt stetig 
ist. Sie hangt mit $8(¢) iiber 


= J cos gtdep(o) (26) 


Zusammen. 


® Konic, H., u. J. MEIXNER: Math. Nachr. 19, 265 (1958). 
10 MEIXNER, J., u. H. K6niG: Rheologica Acta 1, 190 (1958). 
1 Konic, H.: Arch. der Math. (im Druck). 


ey, 
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AES ist (vel. (22)'| 


ee lise (27) 
+s f (4 oe) f x(t —u) de (0) &(x — v) cos o(u — v) dudv. 


_ Da alle drei Terme rechter Hand nicht negativ sind und der zweite 
Term die reversible Arbeit beim Ubergang von # =0 zu # =a (rt) be- 
deutet, so ist tatsachlich die in 7 angegebene scharfere Formulierung 


T a (Tv) 
f A(t) ed) dt Sling @ ida 20 (28) 
00 irreversibel —oco reversibel 


eine Folge des Postulats d). 
Wir betrachten nun zwei zugeordnete Funktionenpaare x(t), y (¢) und 
a’ (t’), y(t’). Dann gewinnt man aus (25) nach einigen Umrechnungen 


2 ee ae (P) y= = £ Ba! — : UR! 
ve 20 00 i (29) 
a = J (+ ay fe (t —u) dep (o) x(t’ —v) cos o(u-+v) dudv. 


Die Analogic mit den oben behandelten speziellen Systemen berechtigt 
Mazu, die rechte Seite fir / =¢ und # (t) =2(Z) 


L=FiBa—FEUH+ | 
ns 00 6 , ; (30) 
- f/(it+e)f f #(c—u) dep (o)#(t —v) cose(u +2) dudv | 

—oo 0 0 


als Lagrange-Funktion des linearen Systems zu bezeichnen. Damit laBt 
sich (27) umschreiben zu 


fH) a(t dt = L+H (or) Waa) + | 

x 09 0 31) 

+ faite) f/f f #(r—u)dep(o)#(t —v)sinousingvdudv : 
~ 6 


SS et (1 + 0?) )f fa &(t— u) dep (0) &(t —v) cosgucosovdudr., 


In beiden Darstellungen ist der dritte Term, das dreifache Integral, nicht 
negativ. 

Formal kann man in der Lagrange-Funktion (30) die Integration 
nach g ausfiihren, indem man nach (26) schreibt 


lee) 


J (1 + @?) cos ot dep (0) = B() — B'(). 


—o 


i | 
| 
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Da jedoch $8(¢), selbst in einfachen Beispielen, nicht ttberall zweimal J 
differenzierbar zu sein braucht, beseitigt man die zweite Ableitung | 

8” (w +-v) durch zweimalige partielle Integration. Man erhalt dann eine | 
Nachwirkungsdarstellung der Lagrange-Funktion, welche die frither ge- ff 
gebenen Nachwirkungsdarstellungen thermodynamischer Potentiale” aut | | 
den Fall allgemeiner linearer dissipativer Systeme verallgemeinert. 


Wir betonen nochmals, daB die Lagrange-Funktion nicht eindeutig | 
die innere Struktur des Systems bestimmt, daB vielmehr verschiedene | 
lineare dissipative Systeme, wenn sie nur dieselbe Impedanzmatrix be- 
sitzen, auch dieselbe Lagrange-Funktion haben. Es ist, wie an dem 
eingangs gegebenen Beispiel 4aquivalenter Netzwerke ersichtlich, noch | 
nicht einmal die Energiedissipation aus der Impedanzmatrix oder der | 
Lagrange-Funktion bestimmt. 


Wahrend die Impedanzmatrix wenigstens das auBere Verhalten des 
linearen Systems charakterisiert, gibt die Lagrange-Funktion selbst in 
dieser Hinsicht unvollstandige Auskunft. Man tiberlegt namlich leicht, 
daB aus der Kenntnis der Lagrange-Funktion auf die Werte von % und 8 
in (30) geschlossen werden kann, daB aber de (o) unbestimmt bleibt der- 
art, da8 die Impedanzmatrix 3(f) nur bis auf einen konstanten Sum- 
manden definiert ist. 

Aus der Analogie zu den elektrischen Netzwerken und zur thermo- 
dynamischen Theorie der Relaxationserscheinungen darf man jedoch 
entnehmen, daB auch die Lagrange-Funktion eines allgemeinen linearen 
dissipativen Systems als Differenz zweier Energien gedeutet werden 
darf, von denen die eine den Charakter einer potentiellen, die andere 
den Charakter einer kinetischen Energie hat. 


Ein einfaches Beispiel eines linearen dissipativen Systems ist die 
Beziehung zwischen Drehung und Drehmoment beim Torsionsversuch mit 
eiem Material, welches innere Verluste zeigt, oder anders ausgedriickt, 
dessen Schubmodul bei harmonischen Vorgdngen eine Funktion der 
Frequenz ist. Die Impedanzfunktion Z(p) dieses Systems baut sich aus 
den Daten des Torsionsdrahtes und aus der Impedanzfunktion ¢(p) des 
Materials nach Abschnitt 3 auf. Sie ist 


Z(p) = a /pC(p) Cot eae 


Hierin sind a und 0 positive Konstanten; 6 ist proportional zur Lange 
des Drahtes. Fiir sehr kleine Drahtlangen wird Z (p) ~ ~ C(p), d.h. es 


ergibt sich dann im wesentlichen die Impedanz des Materials. 


12 MEIXNER, J.: Z. Naturforsch. 9a, 654 (1954). 
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Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Heidelberg 


Zur Theorie der Korngréfenverteilung in Aerosolen* 
Von 
FH Kopp: ** 
Mit 1 Figur im Text 
(Eingegangen am 6. Juli 1959) 


_ Es wird eine einfache Theorie desjenigen Anteils der Streuung der Korngr6éf8en in 


i 


_ einem Aerosol, der von der raumlich ungleichmaBigen Verteilung der Kondensations- 
_keime herrtihrt, gegeben. Unter der Annahme rein statistisch verteilter Keime 


ergibt sich, daB die relative Streuung der Massen der Kolloidteilchen gleich der 
vierten Wurzel des Bruchteils des Gesamtvolumens ist, der von den Kolloidteilchen 
eingenommen wird. 


Entsteht ein Aerosol durch Kondensation aus einer tibersattigten 


_Gasphase, dann ist die resultierende KorngréBenverteilung bestimmt 


durch das GréBenspektrum der Kondensationskeime und durch die 
Schwankungen in der raumlichen Verteilung der Keime. Der zuerst 


_genannte Effekt ergibt im allgemeinen eine Streuung der KorngréBen 


von nur wenigen Prozent, selbst wenn sich die beteiligten Kondensations- 


_keime in ihrer GréBe um den Faktor 10 unterscheiden?. Hier soll nur der 
_zweite Effekt betrachtet werden. 


Es mégen also Keime gleicher GréBe statistisch mit einer mittleren 
Dichte 7, verteilt sein. Den Kondensationsvorgang stellen wir uns so vor, 
daB das Kondensat zunachst mit einer konstanten Dichte cy tiber den 
Raum verteilt ist, allmahlich zu den Kondensationskeimen diffundiert 
und dort niedergeschlagen wird. 

Im linearen Fall ist dieses Problem einfach zu lésen. Die Konden- 
sationskeime sind hier statistisch tiber eine Gerade verteilte Punkte. Die 
Abstande x zwischen den Keimen geniigen der Poisson-Verteilung 


w(x =—ne ent”, (1) 


Das urspriinglich gleichmaBig tiber das Intervall zwischen zwei Keimen 
verteilte Kondensat schlagt sich zu gleichen Teilen auf den beiden Rand- 
keimen nieder. Das heiBt, daB jedem Keim die Masse zuwachst, die ur- 
spriinglich in seinem ,,Einzugsgebiet“’, das jeweils bis zur Mitte der beiden 
angrenzenden Intervalle reicht, vorhanden war. Die Verteilungsfunktion 


* Max von LavE zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
xk Jetzige Adresse: Institut fiir Theoretische Physik der Universitat, Miinchen, 
Geschwister-Scholl-Platz 1. 
1 La Mer, V. K., and D. Srncrarr: Chem. Rev. 44, 245 (1949). 
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von m ist also die Summenverteilung zweier Poisson-Verteilungen: 


ae —2m/mMo | 
w(m) = nd me ?ml (2)) 
und man erhalt eine sehr betrachtliche Dispersion in den entstehenden| 
Korngr6Ben. | 

Man ware nun zunachst geneigt, dieses Resultat auf den raéumlichen) 
Fall zu iibertragen, indem man versucht, wieder um jeden Keim herum) 
ein Einzugsgebiet zu konstruieren. Man kann sich aber leicht iiberlegen, | 
da das véllig falsch ist, zu-| 
mindestens, wenn man an-. 
nehmen kann, daB die Radien 
der Keime sehr klein gegen-, 
iiber ihrem mittleren Abstand 
sind. Der Kondensationsvor- 
gang lauft in der Weise ab, 
daB jedes Molekiil der kon- 
densierenden Substanz eine 
Irrfahrt beginnt, die schlieB- | 
lich auf irgendeinem Keim 
endet (Fig. 1). Das wird aber 


Fig. 1. Irrlauf eines Molektils vom Ausgangspunkt x bis zur a : EY ‘ 
Kondensation in den meisten Fallen nicht 


einer der dem Ausgangspunkt 
nachstbenachbarten Keime sein, sondern irgendeiner innerhalb eines 
Diffusionsvolumens V,, das sehr viele Keime enthalt. Die endgiiltige 
Schwankung der TeilchengréBe hangt also nicht von den Schwankungen 
der Abstande von einem Keim zum nachsten ab, sondern héchstens von 
der Schwankung der Keimzahl in einem Volumen, welches bereits sehr 
viele Keime enthalt. Es gibt aber noch einen weiteren Effekt, der die 
Dispersion noch weiter herabdriickt. Wenn sich irgendwo eine Wolke 
von Kondensationskeimen gebildet hat, dann werden Molekiile innerhalb | 
dieser Wolke schneller eingefangen. Die mittlere Konzentration sinkt 
also schneller ab als in der Umgebung, und es diffundieren von da aus 
neue Molekiile hinzu. Dieser Diffusionseffekt sorgt fiir einen noch weiter- 
gehenden Ausgleich der schlieBlich entstehenden Korngr6Ben. 
Diese Betrachtung legt einen Weg zur angenaherten Berechnung der 
entstehenden Kornverteilung nahe. Wir betrachten die Diffusions- 
gleichung fiir die mittlere Konzentration c(7,¢) der diffundierenden | 
Molekiile. In dieser Gleichung machen sich die Kondensationskeime JJ 
durch eine Absorption bemerkbar, die proportional zu c und zur Konzen- | 
tration (7) der Keime ist. | 


ac(?, t) 
t 


= DAc—qn(7)c(7,t). (3) | 
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Den Koeffizienten g kann man ausrechnen, wenn man fiir die Diffusion 
an einen Keim die quasistatische Naherung benutzt: 


g=4zDR,. (4) 


Dabei ist R, der Radius des Keims. Wenn die Keime nicht groB gegen 
die freie Weglange der Molekiile sind, dann mu8 man an Stelle von R, 
den extrapolierten Radius? benutzen. 

Die gesamte Menge, die sich an der Stelle” pro Volumeneinheit nieder- 
schlagt, ist 


lo.) 


q:n(7) fc(7,t) at. (5) 
0 
Da sie sich auf (7) Keime verteilt, bekommt der einzelne Keim die Masse 


m(v) =qfc(7,t) dt. (6) 


0 


Die 6rtlichen Schwankungen von m(/) geben also die Massenverteilung 
im Kolloid. Wir gewinnen aus (3) eine Gleichung fiir m(/), indem wir 
mit g multiplizieren und tiber ¢ integrieren: 
DAm—qn(/)m=— by. (7) 
Es sei jetzt 
n(F) = +hl(F); fav) d7 =0, (8) 


wobei angenommen sei, daB die Schwankungen / (7) klein gegen m, sind. 


Wir ldsen (7) mit St6rungstheorie bis zur ersten Ordnung in / und er- 
halten mit my =Co/m 


m(?) =m +Am 
[7 —1'| 
eee > > (9) 
(7) = zu Se = 2 ‘\ dr’ 
Am(r) ees | = h(r’) dy’. 


D 


26 


Dabei ist 


(ee (10) 


L hat die Bedeutung der mittleren Entfernung vom Ausgangspunkt eines 
Molekiils bis zum Ort seiner Absorption. Am gibt die Abweichung der 
Masse m eines Teilchens an der Stelle 7 vom Mittelwert im). Um zu einer 
Statistik der Am zu gelangen, entnehmen wir Stichproben an Stellen 7;,, 
die weit (gegen L) voneinander entfernt sind. Statt dessen kann man 
auch immer Am(0) wahlen und die Verteilung iiber die Statistik der 
verschiedenen méglichen Schwankungen /(7) untersuchen. 


2 Vgl. Davison, B.: Neutron Transport Theory, p. 102, Fig. 6. Oxford 1957: 
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Die weitere Rechnung hangt von den Annahmen ab, die man tiber § 


h(7) machen kann. Wir nehmen zunichst an, da die Keime rein stati- | 


stisch verteilt sind. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimm- | 


ten Schwankungsverlauf 1(7) gegeben durch 


: fn (4) ax 


Pr {h(%)} =conste 2% - 
Dann ist 
> —9yL ee 4 £J Bo 
Pri = ae, / eS Cah =Am} == 6onste 75 
GMs de 7 


wobei B das Minimum von f #2 d7/ unter der Nebenbedingung 


—7/L 


gene | Sh) a? =Am 
ist. Setzen wir 


NE Se, 


Age ne L Y 


dann ist 
Am = [ 1) hr) ar, | Pa? = 
Nun gilt die Schwarzsche Ungleichung 


|[f-ha?|?< f rar f Paz, 


aus der sofort folgt, daB 


[ ied? > lf t-na7 _ (dm)? op 
= | fa Bie My . 
8x nz L3 


Damit ist die untere Grenze B gefunden. Man erhalt fiir 4m eine GauB- 
Verteilung 


wg) = Eee wry (11) 
; Oo \2 I 
mit der Streuung 
3 cea (12) 


Die Gl. (12) laBt sich auch so schreiben: 
Sonne 


™o 


d.h. die relative Streuung der Massen der Aerosolteilchen ist proportional 


zur vierten Wurzel des Bruchteils des Volumens, der von den Keimen 
eingenommen wird. 
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Bei der vorangehenden Rechnung ist keine Riicksicht darauf ge- 
nommen worden, da® die Keime wahrend des Kondensationsvorganges 
wachsen. Dabei kann sich der Radius um Gré8enordnungen dndern, 
so daB es als sehr schlechte Naherung erscheint, den Radius R, konstant 
zu setzen. Da aber Rk, zuerst schnell und dann nur noch sehr langsam 
wachst, wird der gréBte Teil der Masse ankondensiert, wenn die Kolloid- 
teilchen schon beinahe ihre endgiiltige GréBe haben, und es ist sicher ver- 
nunftig, ftir R, nicht den Radius der Keime, sondern den der endgiiltigen 
Partikel einzusetzen. Man kommt so zu Werten fiir die Streuung, die 
-allenfalls etwas zu hoch sind. 

Setzt man als Beispiel R, =5 - 10-5 cm; my) =2 - 108 cm-3, dann erhilt 
man fiir die relative Streuung der Massen der Aerosol-Partikel ~3%, 
d.h. etwa 1% relative Streuung in den Teilchenradien. Die in (10) defi- 
nierte GréBe L, die mittlere Entfernung vom Ausgangspunkt eines 
Molekiils bis zum Ort seiner Absorption, betragt mit den oben angege- 
benen Werten fiir R, und , etwa 1 mm, das ist etwa das Zehnfache des 
| mittleren Abstandes der Kondensationskerne. 


Bei dem von Rapaport und WEINSTOCK? angegebenen Verfahren 
/zur Herstellung monodisperser Aerosole, das von LASSEN? auf den Teil- 
| chengréBenbereich 0,15 bis 0,70 uw (Radius) ausgedehnt wurde, kann 
|statistische Verteilung der Kondensationskeime vorausgesetzt werden. 
Die nach diesem Verfahren hergestellten Nebel zeigen eine relative 
| Streuung der Teilchenradien von 10%. Bisher ist es noch nicht gelungen, 
jdurch kontrollierte Kondensation aus der Gasphase Aerosole gréBerer 
| Homogenitat herzustellen. Die verbleibenden Schwankungen der Teil- 
chengroBe kénnen dabei — nach den obigen Uberlegungen — héchstens 
jzum Teil durch die statistische Verteilung der Keime bedingt sein. 

| Es kann sein, daB die Verteilung der Kondensationskeime nicht rein 
jstatistisch ist (wenn z.B. die Keime durch turbulente Verwirbelung 
jeiner kleinen Gasmenge mit einer relativ hohen Keimkonzentration 
\verteilt wurden). In diesem Falle kann die Streuung vom m auf die Auto- 


| korrelationsfunktion von (7) zuriickgefithrt werden. Wir haben nach (9) : 


|’ 
i aoa aay 


7 => iia = 
<Am?> =( “te i <n(t) hr’) > 2 —— a dr’. (13) 


Ast My ee pt 


| Wenn man voraussetzt, daB die Verteilung im ganzen isotrop ist, dann 


jkann der Mittelwert Ch (7) aly’) > nur von 7 —yr'| abhangen: 


Lh loll 7 |\.. (14) 


3 Rapaport, E., u. S. E. WEINsTocK: Experientia 11, 363 (1955). 
4 Lassen, L.: Z. angew. Phys. (in Vorbereitung). 


216 H. Koppr: Zur Theorie der KorngréSenverteilung in Aerosolen 


| 
| 


Man nennt o die Autokorrelationsfunktion von (7). Der Faktor 1 79 
wurde in die Definition von o hineingenommen, um es dimensionslos zu 
machen. (13) laBt sich noch etwas umformen, und man erhalt nach Aus- 
fiihrung einiger Integrationen 


«Am?» = 02 4219 f o(u) wre“ du. (15) 
0 } 


l‘iir eine rein statistische Verteilung der Keime ist 


as ask. | 
olf =) Sea = — 0a (16) 


Wenn man annimmt, daB die Keime statistisch verteilt sind, aber mit 
einer langsam verdnderlichen Konzentration cy+dc, dann ist o die 
Summe VON Gyanq Nach (16) und der Autokorrelationsfunktion von 6c 
Die Streuung wird also vergroBert. Sonst ist es schwierig, hier zu wei 
teren Aussagen zu kommen, weil die Autokorrelationsfunktion von 6 
schwer zu erhalten ist. 

In dem von La MER® verwendeten Generator zur Erzeugung mono 
disperser Aerosole werden die Keime — wie auch in der vorhergehende 
Betrachtung angenommen — turbulent mit dem zu kondensierende 
Dampf vermischt. Die auf diese Weise hergestellten Nebel zeigen eben 
falls Schwankungen von 10% um den mittleren Teilchenradius. Inwie. 
weit dabei Abweichungen von der rein statistischen Verteilung der Keim 
eine Rolle spielen, diirfte sich nur schwer abschatzen lassen, da die ge-\f 
naue Verteilung der Keime kaum festzustellen sein wird. 


5 La Mer, V. K., u. D. StncLatr: Chem. Rev. 44, 245 (1959). 
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/ Aus dem Institut fiir Technische Physik der Technischen Hochschule Braunschweig 


Thermoelektrische Untersuchungen an Zn,Cd,_,Sb* 
Von 
EpuARD JuUSTI, GEORG NEUMANN und GUNTHER SCHNEIDER 
Mit 14 Figuren im Text 
(Eingegangen am 2. Juli 1959) 


| In dieser Abhandlung wird iiber griindliche U ntersuchungen der thermoelektrischen 
) und hiermit zusammenhangender Eigenschaften des Systems Zn, Cd,_,Sb berich- 
, tet. Es wird von der Vermutung ausgegangen, dab die isheriver ian wider- 
| sprechenden Angaben tiber die Thermokraft des ZnSb darauf beruhen, da die 
| Praparate nur brutto dieser Zusammensetzung geniigen und tatsachlich ein un- 
} definiertes Gemenge verschiedener Phasen von Zn,Sb,, ZngSb, und Sb gewesen 
) sind. Tatsdchlich gelingt es durch eine besondere Warmebehandlung, die zuvor 
| in genau stéchiometrischem Verhaltnis zusammengeschmolzenen ZnSb-Proben tiber 
| peritektische Reaktionen in homogenes ZnSb zu tberfiihren. Es zeigt mit ¢= 
| +460 uV/Grad eine genau reproduzierbare Thermokraft, die etwa 3mal hoher ist 
} als die bisher durchschnittlich erreichten Betrage. Zur Verminderung der den 
) thermoelektrischen Wirkungsgrad herabsetzenden thermischen Gitterleitfahigkeit 
| xg wird ein Teil des Zn durch Cd substituiert, wobei fiir die Zusammensetzung 
I ZNg,gCdy Sb der Minimalwert xg = 0,013 (W/cm Grad) erreicht wird. Im System 
| Zn,Cd _,Sb werden in Abhangigkeit von der Konzentration # auBer der Wiede- 
| mann- See Lorenzschen Zahl die elektrische Leitfahigkeit @ und die Hallkon- 
| stante Aj gemessen, aus der die Lécherkonzentration n, die Beweglichkeit wu [bei 
| 300° K etwa 163 (cm2/Vs)] und aus deren T-Abhdngigkeit die Konstante der 
Schottky-Pissarenkoschen g-Gleichung zu dA =2,5 berechnet wird. Damit kann 
die effektive Masse der Lécher im Zn,Cd,_,Sb zu m* = m,/3 ermittelt werden. 
Die Thermokraft von ZnSb und Zng.,Cdg Sb wird bis hinab zu 86° K gemessen ; 
sie zeigt einen langsameren 7-Abfall als diejenige von Bi,Te,. Der a, T-Verlauf 
laBt sich nicht durch die erwahnte Formel mit konstantem m*/m, interpolieren. 
Die Dotierung der erwahnten Praparate mit verschiedenen Metallen liefert eine 
| Beziehung zwischen der Abnahme von « und der Zunahme von log, die bis zum 
Optimum der thermoelektrischen Effektivitat z= «?o/x hinein streng linear ist mit 
der fiir klassische Halbleiter errechneten Neigung da/d log o=2,0- 10-4; es wird 
darauf hingewiesen, da8 sowohl das Ausbleiben von Entartungszeichen im z-Maxt- 
‘mum wie der monotone Anstieg von « mit T auch bei héheren Temperaturen vom 
Standpunkt der Theorie bemerkenswert ist. Praktisch ist der gefundene Zusammen- 
hang zwischen «, % und xg insofern bemerkenswert, als er es erméglicht, die 
Bedingung optimaler Dotierung «= 172(1 + %¢)/%g) sowohl an der kalten wie der 


warmen Lotstelle zu erfiillen. 


1, Einleitung 


Seitdem RITTER 1801 und SEEBECK 1821 die Thermoelektrizitat ent- 
deckt haben, waren Generationen von Physikern bemiiht, Stoffpaare von 
hoher differentieller Thermokraft «(wV/Grad) aufzufinden, um auf diese 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
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einfachste Weise thermische in elektrische Energie mit verbessertem ff} ' 
Wirkungsgrad 7 umwandeln zu k6nnen. Aber erst 1909 hat ALTEN-|f 
KIRCH! bewiesen, da&B man hdhere Wirkungsgrade der Energieumfor- 
mung nur mit solchen Leiter-Paaren a, } erreichen kann, die zudem eine ff} | 
hohe elektrische Leitfahigkeit o, bzw. o, und eine schlechte thermische 
Leitfahigkeit x, bzw. x, besitzen; nach ihm ist eine bestimmte Kom- | 
bination der 3 Daten «, o und x maBgeblich, gemaB 


a! = 24 VEqT|( Calo.) + (l6%))- (1) | 


Hierin bedeutet L, den Idealwert der Wiedemann-Franzschen Zahl von 
2,5 - 10-8 (V2/Grad?), der meistens um so starker tiberschritten wird, je 
hoher die Thermokraft ist. Dies rithrt bekanntlich daher, daB die Ther- | 
mokraft mit sinkender Elektronen- bzw. Defektelektronendichte ansteigt, 
die elektrische Leitfahigkeit dagegen abnimmt. Ist aber o gering, so 
sinkt damit nach dem Wiedemann-Franzschen Gesetz die elektronische 
Komponente der Warmeleitfahigkeit x. =o0-L,-T, so daB dieser gegen- 
iiber die von den Phononen herrithrende Gitterleitfahigkeit xg zuneh- 
mend ins Gewicht fallt; denn beide setzen sich annahernd additiv zur 

gesamten Warmeleitfahigkeit x =x,; + x¢ zusammen. ) 


Diesen Sachverhalt illustriert die Fig. 1, in der schematisch tiber der 
Elektronenkonzentration der Verlauf von o, x und « aufgetragen ist. 
Statt der effektiven Thermokraft «’, die sich stets auf zwei Werkstoffe 
bezieht, ist auBerdem die ,,Effektivitat" z=«?o/x eingezeichnet, die mit 
Hilfe der ALTENKIRCH noch unbekannten absoluten Thermokraft auf 
einen einzigen Werkstoff bezogen wird. Auf der rechten Seite stehen die 
Stoffe mit der hdchsten Tragerdichte, also die Metalle, bei denen zwar 
o maximal, aber « minimal ist, so daB z gegen O strebt; tatsachlich 
betragen die Thermokrafte der Metalle gréBenordnungsmaBig nur 10° 
(uV/Grad), weshalb die Effektivitat gering ist. Auf der linken Seite 
stehen die Stoffe minimaler Tragerdichte, also die Isolatoren und schlech- 
ten Halbleiter; deren Thermokraft ist zwar maximal, dafiir strebt aber 
o gegen 0, und zudem wird x,; gréBenordnungsmaBig durch x, tiber- 
troffen. Deshalb ist auch hier die Effektivitat z =«?o/x fast null. Zwi- 
schen diesen beiden Nullwerten kann die Effektivitat ein Maximum 
erreichen, wie Zuerst JUSTI und SCHOTTKY? auseinandergesetzt haben; 
nach der Justi-Schottkyschen Dotierungsregel soll man Halbleiter mit 
Donatoren bzw. Acceptoren derartiger Konzentration dotieren, daB an- 
nahernd x, = xg wird, wie es Fig. 1 veranschaulicht. Die Tragerkonzen- 
tration erreicht dann gréBenordnungsmaBig 10!%(cm~), man befindet 
sich also am Ubergang von den klassischen, zu den entarteten Halb- 


1 ALTENKIRCH, E.: Phys. Z. 10, 560 (1909). 
2 Justi, E., u. W. ScHottKy: DBP 872210 vom 25. 3. 1949. 
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leitern, von der Boltzmann- zur Fermi-Statistik. Dieser Umstand ist 
von groBter praktischer Bedeutung, denn diese Stérstellenkonzentration 
ist um mehrere GréBenordnungen gréBer als bei Halbleiter-Vorrichtun- 
gen wie Transistoren und Gleichrichtern; deshalb kann man fiir Halb- 
leiter-Thermoelemente mit Werkstoffen gewohnlicher chemischer Rein- 
heit auskommen und auf die kostspielige und umstandliche Hochreini- 
gung verzichten. 

Es ist bekannt, da8 durch Beachtung dieser theoretischen Hin- 
weise und Anwendung der modernen Halbleiter-Technologie Thermo- 
elektrika mit etwa 10mal gré- gy e 
Berer Thermokraft und etwa 
100mal gr6éBerem thermoelek- 
trischem Wirkungsgrad als bis- 
her entwickelt werden konn- 
ten. Am erfolgreichsten war 
bisher die intermetallische Ver- 
bindung Bi,Te,;, deren hohe 
Thermokraft HAKEN? schon 
1911 entdeckt hatte und die 
zuerst GOLDSMID u. Mitarb. 4) 4* 
durch Reinigung, genaue 
st6chiometrische Zusammen- Isolatoren Halbleiter Metalle 

———— See 
setzung und passende Dotie- Fig. 1. Schematische Darstellung der Abhangigkeit der 
rung auf z=0,0007 (Grad™) _ elektrischen Leitfahigkeit o, der Warmeleitfahigkeit » mit 

5 _ ihren Komponenten der elektronischen xe und der Kri- 
verbessern konnten. Die sté- stallgitter-Warmeleitfahigkeit xq, sowie der Thermokrait « 
mende Gitterleitung x-hatman ls Funktion ‘der! Ladungstrigerdichte n." Das /Schema 

E zeigt, wie die Effektivitat z= «?o/x im Halbleitergebiet ein 
herabzusetzen gelernt, indem Maximum durchlauft 
man isomorphe Substanzen in 
empirisch optimal eingestellter Konzentration miteinander legierte, 
Zs> Bi,'e, mit Bi,Se, und-Sb,le,*. BirKHOLZ*=hat auf diese Weise 
mit undotierten Mischkristallen Bi,Te,; ein #-Typus-Thermoelektrikum 
| der Effektivitat z =0,0021 entwickelt ; Bi,Te, konnte er durch Dotierung 
) mit 0,1 Gew.-% AgJ invertieren und dadurch ein n-Typus-Material mit 
z=0,0022 gewinnen. Zu ahnlichen Zusammensetzungen und Effek- 
tivitaten sind in RuBland Gorpiakova, KoxkosH und SINANI’ gelangt, 
und nach unver6ffentlichten Mitteilungen von Toman und Smrrous 


3 HaKEN, W.: Ann. d. Phys. 32, 291 (1910). 

4 GoLpsmID, H. J., u. R.W. Douctas: Brit. J. Appl. Phys. 5, 386 (1954). 

44 GoLpsmID, H. J.: J. Electronics 1, 218 (1955). 

5 Jorrr, A. F.: Semiconductor Thermoelements and Thermoelectric Cooling. 
} London: Infosearch Ltd. 1957. 

6 BrrKHOLZ, U.: Z. Naturforsch. 13a, 780 (1958). 

7 Gorprakova, G. N., G. V. Koxosu u. S. S. Srnant: Z. techn. Fiz. 28, 3 (1958). 
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| 
haben diese in Prag durch besonders sorgfaltiges Kristallisieren sogar} 
z =0,0034 bei p-Typ-Material erreichen kénnen. Um einen Begriff von} 
der Bedeutung solcher Effektivitaten zu geben, sei erwahnt, daB ein} 
solches optimal dimensioniertes und widerstandsarm gelétetes Thermo-, 
element bei z =0,003 eine Peltier-Abkiihlung von 112° auf 0° oder + 27°)f 
auf — 45° C erzielen kénnte und aus thermischer Energie, insbesondere|f 
der billigen Sonnenenergie, Strom mit 13% Wirkungsgrad erzeugen) 
kénnte, wenn sich die eine Létstelle auf Zimmertemperatur (300° K),) 
die andere auf 600° K (=327° C) befindet. 
Bei diesen Erfolgen mit dem Bi,Te,-Typus hat man fast ganz den | 
CdSb-Typus auBer acht gelassen, an dem JusTI und LAutz® erstmals | 
das Zustandekommen der Halbleitung intermetallischer Verbindungen J 
beobachten und durch Auffillung einer Brillouin-Zone erklaren konn- 
ten; an dieser Substanz hatten sie erstmals die Idee von JusTI und 
SCHOTTKY? verifiziert, daB man durch passende Dotierung die Thermo- 
kraft weniger stark als den elektrischen Widerstand herabsetzt und da- 
durch die Effektivitat steigern kann. Unabhangig von diesen theoreti- 
schen Hinweisen hatte TELKES® o, x und « von ZnSb rein empirisch 
durch ausprobierte Dotierungskonzentrationen geeignet befundener Zu- 
sdtze wie Sn derart eingestellt, daB sie ein Effektivitatsmaximum erhielt *. 
In dieser Abhandlung berichten wir, daB und wie es uns gelungen ist, 
die Thermokraft des ZnSb durch passende Legierung und Warmebe- 
handlung auch iiber «=500 (uV/Grad) bei o=7 (Q14cm*+) zu stei- 
gern und x, auf 0,013 zu vermindern, so daB die Effektivitat gesteigert 
werden konnte. Hiermit ist es uns insbesondere gelungen, ein -Thermo- 
elektrikum zu ziichten, das sowohl fiir die Temperatur der kalten wie der 
heiBen Lotstelle der Bedingung optimaler Dotierung « =172 (1+ %,/x¢) 
geniigt, so daB man nicht einen Thermoelementschenkel aus verschie- 
denen Stiicken zusammenzusetzen oder mit der Lange nach variierender 
Konzentration zu dotieren versuchen braucht, wiees JOFFE*(l.c. S. 72) zur 
Erfiillung der Dotierungsbedingung bei variierenden Temperaturen vor- 
geschlagen hatte. 


2. Zur Technologie des Systems Zn,.Cd,_,Sb 


Zu Beginn dieser Untersuchungen lagen iiber die Thermokraft des 
ZuSb aukerst widersprechende Angaben vor; wahrend TELKEs® (l.c. 
Tabelle VII) mit ihren nur maBig reinen undefinierten Ausgangsstoffen 


* M. TELKEs hat die von Jorré propagierte MaBzahl der Effektivitat z— a o/x 
schon 1945 im US-Patent 2,366,881 eingefiihrt. — Ihre Angaben fiir « miissen | 
zum Vergleich mit den unseren reduziert werden, weil sie sich auf Konstantan 
statt Cu und héhere Temperaturen beziehen. 

8 Justi, E., u. G. Lautz: Abh. Braunschw. Wiss. Ges. 4, 107 (1952). 

° TeLkEs, M.: J. Appl. Phys. 18, 1116 (1947); 25, 765 (1954). 
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nur «= 122 bis 201 erhielt, erreichte Jorré® (Abb. 10, S. 136) nur 150 
bis 160 (uV/Grad). Bruns und Laurz?® erzielten in unserem Institut 
1952 ebenfalls 150 bis 160 (uV/Grad), wahrend Levers" durch Ultra- 


| schallbehandlung seine Proben vereinzelt bis auf «310 verbessern 


konnte. Unsere ersten orientierenden Versuche zeigten so groBe Schwan- 


| kungen wie 90 bis 500 (uV/Grad). Diese Unstimmigkeiten erschienen 
/ uns um so unverstandlicher, als die Thermokraft der Halbleiter nach 
allen bekannten Formeln nur logarithmisch von der Tragerkonzentration 


abhangt und demnach verhaltnismaBig unempfindlich gegen Verun- 
reinigungen sein sollte. Tatsachlich hatte TELKES® (1. c. Tabelle VII) 


| bei einer Widerstandsverminderung ihres ZnSb von 0,0072 auf 0,0027 
| (Q- cm) keine merkliche «-Anderung messen kénnen. 


Deshalb sind wir bei der vorliegenden Untersuchung von der Vor- 


_stellung ausgegangen, daB die erwahnten Unreproduzierbarkeiten weni- 


ger auf verschiedenartigen chemischen Verunreinigungen, als auf physi- 
kalischen Ursachen wie etwa dem Auftreten mehrerer Phasen beruhen 


/ und sich deshalb durch hinreichend sorgfaltiges Eingehen auf das 


Zn/Sb-Zustandsdiagramm beherrschen lassen werden. Schon 1906 hatte 
ZEMCZUZNY™ konstatiert, daB Zn und Sb zwar im fliissigen Zustand 
vollig mischbar sind, daB aber beim Abkiihlen verschiedene Phasen aus- 
kristallisieren, je nachdem ob die Schmelze mit ZnSb-Kristallen geimpft 
wird oder nicht. Ohne solche Keime entsteht nach dem hier wieder- 
gegebenen Zustandsdiagramm (Fig. 2) nach Takei bei 25 bis 44,5 
Gew.-% Zn primar Zn,Sb,, das zwischen 25 und 33 Gew.-% Zn instabil 


}ist. Die Erstarrung wird mit dem Eutektikum Sb-Zn,Sb, bei 482° C 
| beendet. Wird die Schmelze dagegen mit ZnSb geimpft, so kristallisiert 


zwischen 20 und 32% Zn primar stabiles ZnSb aus, und die Erstarrung 
endet mit dem ZnSb-Sb-Eutektikum. Zwischen 32 und 44,5 % Zn schei- 
det sich auch jetzt primar Zn3Sb, ab, das nun mit der Schmelze peritek- 
tisch zu stabilem ZnSb reagiert. Diese beiden letzten Reaktionen lassen 
sich stark unterkiihlen. Taker fand auBerdem die stabile Verbindung 
Zn,Sb3, die auch réntgenographisch nachweisbar ist. Diese Verbindung 


_ existiert nach seinem Zustandsdiagramm in drei Modifikationen, wahrend 


es von Zn,Sb, zwei weitere Phasen gibt. Hiervon ensteht das y-Zn,Sb3 
zwischen 40 und 44 Gew.-% Zn durch eine peritektische Reaktion des 
y-Zn3Sb, mit der Restschmelze bei 563°C. Insgesamt kénnen also bei 
der bisher tiblichen Herstellung von ZnSb neun verschiedene feste Phasen 
auftreten, womit wir die seinerzeit schon von BruNS und LAUTZ aus- 


10 Bruns, H., u. G. Laurz: Abh. Braunschw. Wiss. Ges. 6, 47 (1954). 

11 Levers, H. J.: Uber die technische Auswertung thermoelektrischer Effekte. 
Diss. ETH Ziirich 1955. 

12 Zemczuzny, S. F.: Z. anorg. allg. Chem. 49, 348 (1906). 

18 TaKEI, T.: Sci. Rep. Tohoku Univ. 16, 1031 (1927). 
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gesprochene Vermutung konkretisieren méchten, daB es sich bei den 
bisher in der Literaur als ZnSb beschriebenen Proben um unkontrollier- 
bar verschieden zusammengesetzte Gemenge dieser Phasen handele, die 
lediglich brutto die Zusammensetzung ZnSb besaben. 

AuBer auf die Herstellung eines einheitlichen ZnSb mit dadurch 
reproduzierbar gewordenen »- und o-Werten muBten sich unsere Be- 
miihungen um die Steigerung seiner Effektivitat auf eine Verminderung 

Gew.- % Zink 
5 10 & 2 %& 0 3 4045 50 60 70 8 
700 ] (cao in iia 
°C | | | 
650 ! 


Temperatur 


a ae a ae a Pa ee ee, Cie 
Sb Atom—% Zink Zn 


Fig. 2. Zustandsdiagramm des Systems Zn-Sb nach Taker!’ 


seiner Gitterleitfahigkeit x, erstrecken, wozu ein bekanntes Rezept die 
Legierung mit einer isomorphen Substanz ist, wofiir im Falle des ZnSb 
CdSb in Frage kommt. 


Eine solche MaBnahme lag unserem Arbeitskreis um so naher, als es das CdSb 
war, an dem wir 1951 das Zustandekommen der Halbleitung intermetallischer Ver- 
bindungen konstatiert und die Erhéhung der effektiven Thermokraft e’ bzw. der 
Effektivitat durch passende Dotierung demonstriert hatten!4. Durch Dotierung 
mit 0,6 Gew.-% Ni senkten wir die Thermokraft von «= 400 auf 161, die W.F.L.- 
Zahl auf 13- 10-8, womit sich eine Effektivitat von z=0,00066 ergab. 1956 be- 
gannen wir zur Herabsetzung von xg das CdSb mit ZnSb zu legieren und fanden 
bei 10 Mol-% Substitution ein Optimum mit «= 102 (uV/Grad) und L = 3,8 - 10-8 
(V?/Grad*), womit sich eine Steigerung auf z= 0,00091 ergab. Das stimmt ungefahr 
mit den Resultaten von LINDENBLAD} iiberein, der sich die Legierung 23,1 Zn/ 
9,3 Cd/67,4 Sb (in Gew.-%) als Thermoelektrikum patentieren lie3 und angab, 


1f Justi, E., u. G. Lautrz: Z. Naturforsch. 7a, 191, 602 (1952). 
15 LINDENBLAD, N. E.: USA-Patent 2,758,146 vom 7. 8. 1956; 2,793,243 vom 
2455. 19575 
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hiermit e’= 115 (uV/Grad) erreicht zu haben. Ebenfalls unabhangig haben Pixar, 
CuizH und Voirysen!é den ganzen Konzentrationsbereich des Systems Zn,Cd,_ ,Sb 
durchmustert und ein Maximum der Effektivitat fiir die aquimolare Mischung 
* = 0,5 erhalten. 

Unsere hier referierten Untersuchungen beschranken sich auf die 
zinkreiche Seite des Systems Zn,Cd,_,Sb, mit der Grenze von héchstens 
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Fig. 3. Mit einem Kompensographen aufgenommene Widerstands-Temperatur-Kurven R=/(T) fiir ver- 
schiedene Zusammensetzungen von Zn,Cd,_4Sb. Die fiir die Temperung maBgebliche Grenz-Temperaturen 
ergeben sich aus den Kurven-Knicken kurz unterhalb 800° K 


4—x—=20% Atom-% Cd, und wenn man mit reinem ZnSb beginnt, 
kann man aus dem Zustandsdiagramm von TAKEI, falls es quantitativ 
— zutrifft, entnehmen, daB man die genau aquimolar aus den Komponen- 
ten zusammengeschmolzenen Zn-Sb-Gemenge geniigend lange dicht 


16 Pyrat, J. M., L. D. CuizHu. S. Yu. Vorrysen: Zh. tekh. Fiz. 28, 4, 786 (1958). 
16* 
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unterhalb von 505°C tempern mu8, damit durch die peritektischen 
Reaktionen Zn,Sb, + Sb—>3 ZnSb bzw. Zn,Sb3 + Sb — 4 ZnSb einheit- 


liches ZnSb entsteht. Substituiert man nun steigende Mengen des Zn | 


durch Cd, so wird sich diese untere Grenztemperatur des peritektischen 


Bereiches zunaichst andern kénnen und dann undeutlich werden, weil fj 


CdSb im Gegensatz zu ZnSb keine solche Komplikationen durch Zwi- 
schenschaltung einer peritektischen Reaktion aufweist. 

Um die fiir jede Substitutionskonzentration 1— x giiltige Tempera- 
turgrenze des Peritektikums festzulegen, haben wir von jeder der her- 
gestellten und untersuchten Proben Widerstands-Temperaturabhangig- 
keiten durchgemessen, deren Ergebnis in Fig. 3 wiedergegeben ist. 
Identifiziert man die um 500°C herum auftretenden Knicke mit der 
jeweiligen peritektischen Umwandlung, so liegt diese fiir reines ZnSb - - 
in Ubereinstimmung mit TAKEI — bei 505°C, fiir 1— x =6% Cd bei 
482°, fiir 1 — x =12 bis 21% Cd bei 468°, um bei 1 — x = 30% Cd schon 
unerkennbar verschwommen zu sein. — Dementsprechend wurden die 
verschiedenen Proben zunachst zur Wahrung der genauen Stdchiometrie 
auf wenigstens 104% genau eingewogen und in Quarzréhren eingefillt, 
diese evakuieit, abgezogen, tiber die aus dem Zustandsdiagramm folgende 
Schmelztemperatur von 566° erhitzt und dann schnell abgekiihIt. Daran 
schloB sich die 24 Std wahrende Homogenisierung 5° unter der jeweiligen 
Peritektikums-Grenze, die mit groBer Genauigkeit iiber einen selbst- 
abgleichenden Kompensographen mit Proportionalregler konstant gehal- 
ten wurde. Auf experimentelle Einzelheiten braucht hier nicht ein- 
gegangen zu werden, da sie an anderer Stelle!” ausfiihrlich beschrieben 
werden. 


3. MeBergebnisse fiir a, 6, L und xg 
als Funktion der Cd-Konzentration 1— x 


Betrachten wir zunachst unsere MeBergebnisse fiir die Thermokraft 
unserer Proben (absolute Thermokraft ~ « gegen Cu) als Funktion der 
Cd-Konzentration 1— x. Die Kurve rechts unten in Fig. 4 gibt (als 
Dreiecke) die erwahnten «-Werte von PiLaT, CHIZH und VorrysENn!é 
wieder, deren Proben nach unserer Analyse des Zustandsdiagramms ein 
Gemenge verschiedener Phasen sein diirften; die «-Werte fallen von dem 
oben erwahnten Maximum bei x =0,5 schnell ab, so daB die russischen 
Proben bei 1—x=20% Cd nur noch «=150 zeigen, fiir reines ZnSb 
sogar unter «=100 (uV/Grad) sinken diirften. Die ais Kreuze einge- 
zeichneten Thermokrafte unserer eigenen ungetemperten Proben liegen 
um etwa 200 (uV/Grad) hoher und verlaufen in diesem Abstand ungefahr 
parallel zur russischen Kurve. Werden aber die Proben etwa 1° unter- 


17 Diss. G. NEUMANN, 7. H. Braunschweig 1959, 
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halb der Grenztemperatur gema8 Fig. 3 getempert, so dndert sich die 
Erscheinung radikal: man erhalt jetzt eine innerhalb von + 2% repro- 
duzierbare Thermokraft, die fiir reines ZnSb 460 (uV/Grad) betragt und 
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Fig. 4. Absolute differentielle Thermokraft « (uV/Grad) von ZnzCd,_,Sb als Funktion der Cd-Konzen- 
tration (1—«) Mol-%. Volle Punkte: dicht unterhalb, Kreise: dicht oberhalb der Grenztemperaturen 
gemaB Fig. 3 getemperte Proben; Kreuze: nicht getemperte eigene Proben; Dreiecke: Messungen von 
Pivat u. Mitarb.1¢ 
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Fig. 5. Spezifische elektrische Leitfahigkeit o (1/Q + cm) von Zn,Cd,_,Sb als Funktion der Cd-Konzentration 
(1— x) Mol-%. Volle Punkte: dicht unterhalb, Kreise: dicht oberhalb der Grenztemperaturen gemaB 
Fig. 3 getemperte Proben; Kreuz: nicht getemperte eigene Probe; Dreiecke: Messungen von 
Pitat u. Mitarb.1® 


mit steigendem Cd-Gehalt ein wenig ansteigt, bei 1— x =13% Cd die 
500 wV/Grad-Linie schneidet und dann einem kurz oberhalb davon liegen- 
den Grenzwert zustrebt. Geschieht die Warmebehandlung statt dessen 
kurz oberhalb der peritektischen Grenztemperatur, so erhalt man die 
ebenfalls in Fig. 4 (als Kreise) eingezeichneten etwas tiefer lhegenden 
a-Werte. 

Die nachste Fig. 5 zeigt, wiederum als Funktion der Cd-Konzentration 
4—x die spezifische elektrische Leitfahigkeit o. Fir ungetemperte 
Proben (x) oder solche, die oberhalb der Grenztemperatur getempert 
sind (0), streut o so stark, da man keine interpolierende Kurve hin- 
durchlegen kann. Sowie man aber die Homogenisierung unterhalb der 
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peritektischen Grenztemperatur vornimmt, streuen die MeBpunkte (¢) 
nur noch wenig um die o, x-Kurve, die fiir reines Zn mit o =8 beginnend 
auf o =6 bei 1 — x =20% Cd absinkt und dann fast glatt in die Kurve 
von Pirat u. Mitarb.!® iibergeht. Die gute Reproduzierbarkeit der 
o, x-Kurve ist noch beweiskraftiger fiir die Wirksamkeit unserer Homo- 
genisierungsmethode als diejenige der «, x-Kurve (Fig. 4), weil o linear, 
« nur logarithmisch von der Stérstellenkonzentration abhangt. Der ge- 
ringe Betrag der Leitfahigkeit unserer Proben im Vergleich mit den von 
TELKES® erreichten Minimalwerten (o =139) dokumentiert den Fort- 
schritt in der Technologie solcher intermetallischer Verbindungen. 
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Fig. 6. Wiedemann-Franz-Lorenzsche Zahl 10° - L = 10% + x/o- T (V?/Grad?) von Zn,Cd,_zSb als Funktion 
der Cd-Konzentration (1 — 7) Mol-%. Volle Punkte: dicht unterhalb, Kreise: dicht oberhalb der Grenz- 
temperaturen gemaB Fig.3 getemperte Proben; Kreuz: nicht getemperte eigene Probe 


Das nachste Diagramm (Fig. 6) stellt unsere MeBergebnisse fiir die 
Wiedemann-Franz-Lorenzsche Zahl 108. LZ als Funktion der Cd-Konzen- 
tration dar. Das nicht getemperte Gemenge hat bei 25 bis 30% Cd eine 
W.F.L.-Zahl von etwa 600 - 10-8; tempert man die Proben kurz oberhalb 
der Grenztemperatur des Peritektikums, so erhalt man die zu oberst 
gezeichnete Wellenlinie, die mit L = 1332 - 10° beginnt. Die homogeni- 
sierende Temperung fiihrt wiederum zu einer Verminderung der Streu- 
ung der MeBpunkte und ergibt eine Kurve, die von L =570- 10° fiir 
reines ZnSb auf 670 - 108 (V?/Grad?) bei (4 — x) =21% Cd ansteigt. 

Durch Kombination dieses Diagramms mit demjenigen fiir o (Fig. 5) 
erhalten wir ein Diagramm der Warmeleitfahigkeit x (W/cm - Grad) als 
Funktion der Cd-Substitutionskonzentration (4—.«) (Fig. 7). Dieser 
Wert von x =, + %, ist innerhalb der Fehlergrenzen identisch mit x¢, 
denn %,, =o: 7T-L=o-300-1,5-10* ist vernachlassigbar klein, fiir o =7 
rund 3-10°. Reines ZnSb hat danach eine Gitterleitfahigkeit von 
%¢ =0,013, einerlei, ob man es ober- oder unterhalb der Grenztemperatur 
tempert. Tempert man die Proben im eutektischen Gebiet (MeBpunkte ©), 
so sinkt xg unter 0,008, ein erstaunlich geringer Wert. Die homogeni- 
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sierende Temperung ergibt eine von der Cd-Substitution ziemlich unab- 
hangige Gitterleitung von x =0,013, immer noch einen auBerordentlich 
geringen Betrag, der die Qualifikation des Zn,Cd,_,Sb fiir thermo- 
elektrische Anwendungen dokumentiert. 

Es ist namlich theoretisch bekannt und wird unten genauer diskutiert 
werden, daB die mit einem Thermoelektrikum erzielbare Effektivitat — 
abgesehen von der Art der Streuzentren — vom Verhdltnis der Beweg- 
lichkeit der Ladungstrager w zur Gitterleitfahigkeit abhangt, also von 
jt/xg- Deshalb haben wir viel Mithe auf ebenso verlaBliche Messungen 
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Fig. 7. Warmeleitfahigkeit ~® Gitterwarmeleitfahigkeit xq@(W/Grad-cm) von Zn,;Cd,_,Sb als Funktion 
der Cd-Konzentration (1 — x) Mol-%. Volle Punkte: dicht unterhalb, Kreise: dicht oberhalb der Grenz- 
temperaturen gemaB Fig. 3 getemperte Proben; Kreuz: nicht getemperte eigene Probe 


der Hallkonstanten verwendet. Unsere ersten A,-Messungen zeigten 
nicht nur eine starke Streuung der MeBwerte, sondern lieferten Mittel- 
werte}8, die uns nachtraglich als zu hoch erschienen. Je gréBer namlich 
das Verhaltnis der Thermokraft zur Warmeleitfahigkeit wird, desto 
weniger kann man den Unterschied zwischen adiabatischem und iso- 
thermem Halleffekt vernachlassigen. Bei « =500 (uV/Grad) und einer 
durch Ettinghausen-Effekt!® hervorgerufenen transversalen Temperatur- 
differenz von nur 0,1° ergibt sich schon eine Stérspannung von 50 [pV], 
die sich der Hallspannung von etwa 100 [uwV] tiberlagert und diese er- 
heblich verfalscht. Diese systematische Fehlerquelle haben wir radikal 
dadurch ausgemerzt, daB wir die Zn,Cd,_,Sb-Proben wahrend der 
Halleffekt-Messung in eine MeBzelle setzen, die durch den schnell durch- 
strémenden Fliissigkeitsstrom eines Héppler-Thermostaten temperiert 
wird; auf diese Weise erhalten wir die sehr glatte 4,,, (1 — x)-Kurve der 


18 Justi, E., u. G. NEUMANN: Jb. Akad. Wiss. u. Lit., Mainz 1958, 247. 
19 ScHotrKy, W.: Vorlesungen iiber Halbleiter-Theorie, Universitat Erlangen 


1950. 
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Fig. 8, der gemaB die isotherme Hallkonstante fiir reines Lnobw23e7 1 
(cm3/A - s) betragt und fiir wachsende Cd-Konzentrationen schwach an- fj | 
steigend den Wert Ay =32,8 bie 1 — x =30 Mol-% Cd erreicht. . 
Durch Kombination mit der o, (1 — x)-Kurve der Fig. 5 konnen wir 
nun unter der Voraussetzung reiner Lécherleitung die Beweglichkeit 
berechnen, die gemaB Fig. 9 mit 


fae | steigender Cd-Konzentration er- 

Ora | wartungsgemaB etwasabnimmt. 

| Die Beweglichkeit betragt hier- 

39 L— fe, nach fiir reines ZnSb 163, bleibt 

= | - bis (1 — x) =20% fast konstant 

Ia. und sinkt bis 30% Cd-Bei- 

nae | isch m etwa 4/, ab. So 
mischung u 3 

AG 0 kénnen wir auch die Trager- 


‘ Mol-% cag) konzentration bei Zimmertem- 
Fig. 8. Hall-Konstante Aq (cm‘/A +s) von Zn,Cd,-Sb_  peratur berechnen, die gemaB 
Die Proben wurden dicht unterhalb der gemas Fig-3 Fig. 10 von 3,0-10"7 bei reinem 
ermittelten Grenztemperaturen getempert ZnSb monoton auf DOAN 4017 

bei (4 — x) =30 Mol.-% Cd ab- 

nimmt. Diese Werte erscheinen etwas gering im Vergleich zu dem 
analytisch festgestellten Verunreinigungsgehalt* unseres Sb von 
0,027 Gew.-% und lassen eine gemischte Leitung mit teilweiser Kom- 
200 ; pensation vermuten. Unsere 
om?/\V-sec | hohe MeBgenauigkeit erlaubt 
uns endlich sehr wichtige Fest- 
stellungen tiber die Temperatur- 
abhangigkeit des Hallkoeffizien- 
ten; denn aus dieser gewinnt 
man dann das Temperaturgesetz 
der Beweglichkeit u =a - T’-?, 
JO und wegen 7 +2=A Auskunft 
liber die vom Streumechanis- 


10 oO 
Mol-% CdSb —= 

Fig. 9. Lécherbeweglichkeit yz (em®/V- s) von ZnzCd,_+Sb 

als Funktion der Cd-Konzentration (1— x) Mol-%. mus abhangige A-Konstante 


Die Proben wurden dicht unterhalb der gemaB Fig. 3 der 


ermittelten Grenztemperaturen getempert Thermokraftformel von 


SCHOTTKY-PISSARENKO®:!9_ In 
Fig. 11 haben wir demgemaB im log yw, log T-Diagramm die nach 
dieser Formel zu erwartenden Geraden fiir die konstanten Exponenten 
r=2,~=1, 723, 7=0 md 7=2 aufgetragen, und man konstatiert, 


mit einer Genauigkeit von besser als 1% auf der Kurve fiir Y= 


*Im UV-Gitterspektrum wurden festgestellt in Gew.-%: Ag <0,00006; 
Al<0,0018; Bi=0,004; Cu= 0,00008; Fe =0,0020; Mg = 0,00032; Ni< 0,0008; 
Pb < 0,002; Si=0,017; Ti=0,0015. Insgesamt maximal < 0,02696 Gew.-%. 
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legen, welche erstmals einen Zahlenwert fiir die Konstante A == 7) 5 
liefert. 


A Um die griindliche Untersuchung aller elektrischen und thermischen 
Eigenschaften des Systems Zn,Cd,_,Sb an ein und denselben Proben 
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Fig. 10, Lécherkonzentration m (em~*) von Zn,Cd,;_zSb als Funkiton der Cd-Konzentration (1 — x) Mol-%. 
Die Proben wurden dicht unterhalb der gemaB Fig. 3 ermittelten Grenztemperaturen getempert 


r—$ é 
Fig. 11. Logarithmus der Lécherbeweglichkeit ~=a+T ~ als Funktion von log T, mit 7 als Parameter. 
Durch y erhalt man Auskunft tiber den Streumechanismus gema8 den Beziehungen A=r+2 und 


2(2% m* RT)’ 


k : 
-} nach ScuottrKy?!® und PisSARENKO®, worin A durch 7 vom 


“=- (4+in 
2 


hin 
Streumechanismus abhangt 


zu komplettieren und dadurch vollstandigere Unterlagen ftir die theore- 
tische Diskussion des Mechanismus solcher halbleitender Substanzen zu 
schaffen, haben wir schlieBlich noch die Messung der Thermokraft und 
elektrischen Leitfahigkeit von den praktisch wichtigen héheren Tempera- 
turen bis hinab zu Heliumtemperaturen begonnen. Hier k6énnen wir 
erstmals iiber «-Messungen bis hinab zu 86° K berichten, die schon ein 
interessantes Ergebnis gezeitigt haben. Wie namlich das «, 7-Diagramm 
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der Fig. 12 zeigt, steigt « im Bereich von 86° K bis 365° K monoton an, | 
nur schwach verzégert, beinahe proportional zu T, was vom Standpunkt | 


der Schottky-Pissarenkoschen Theorie schwer verstandlich ist. Vom | 
technischen Standpunkt aus ist der langsame Abfall von « mit sinkender ff 
Temperatur insofern bemerkenswert, als fiir homogenisiertes ZnSb bei |} 
86° K noch « =322 betragt, fiir die Legierung Zng gCdy Sb damit tiber- ff 
einstimmend «328 (uV/Grad), so daB bei tieferen Temperaturen 9) 


Zn,Cd,_,Sb den fiir die elektrothermische Kithlung gebrauchten Ther- 
moelektrika vom Typus Bi,Te, tiberlegen wird. 
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Fig. 12, Gemessene absolute Thermokraft « als Funktion der Temperatur fiir ZnSb und Zn, 4Cd,,Sb 
von 86° K bis 365° K. Die fiir ZnSbtheoret. ermittelte theoretische Temperaturabhangigkeit « = f(#) gilt nach 
ScHotrky und PissARENKO unter den Voraussetzungen des konstanten Streumechanismus (A =2,5) und 
der konstanten effektiven Masse der Ladungstrager (m* =0,35 m,). Im Bereiche 0° C< &< 100° C stimmen 
die theoretische und die gemessene Kurve fiir ZnSb tberein. Zum Vergleich: Dreiecke: Messungen an 
ZnSb von L. S. S7m’Bans u. Mitarb.®. Bi) «Sb,,,Te;, hergestellt von BirKHorz*, nach Messungen von 
SCHNEIDER *8 


Im iibrigen zeigt unser «, 7-Diagramm wiederum deutlich, durch die 
zum Vergleich eingetragenen Kurven der von JOFFE® ohne Zitat wieder- 
gegebenen russischen MeBwerte, wie effektiv unsere Homogenisierungs- 
methode wirkt. 


4. Dotierungsversuche 


Durch eine quantitativ optimale Dotierung mit geeigneten Donatoren 
oder Acceptoren muB die elektrische Leitfahigkeit o des Thermoelektri- 
kums derartig gesteigert werden, da trotz der damit verbundenen Ver- 
minderung der Thermokraft « und Vermehrung der elektrischen Warme- 
leitung %,; die Effektivitat z=«?o/(x,,;+%¢) insgesamt ein Maximum 
erreicht (Fig. 1). Anders als bei den 4-wertigen elementaren Halbleitern 
Ge und Si oder den A;;;By-Verbindungen lassen sich iiber die Eignung 
der denkbaren Zusatze als Acceptoren oder Donatoren keine einfachen 
und sicheren Voraussagen machen, noch weniger tiber die Méglichkeit 
der Invertierung. Wahrend z.B. Jorré® (lc. S. 63) behauptet, der 
ZnSb-Typus sei immer ein p-Thermoelektrikum, welche Zusdtze auch 
immer man wahle, stehen JustT1 und Lautz auf dem Standpunkt, daB 


| 
| 
1 | 
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die durch Auffiillung einer Brillouin-Zone zu Halbleitern gewordenen inter- 
metallischen Verbindungen primar vom u-Typ seien und erst durch 
Verunreinigungen zum p-Typus invertiert werden; sie finden durch Ab- 
tasten mit der Drahtspitze eines Detektors sowohl p- wie m-leitende Be- 
reiche im CdSb, und Pirat”? gibt sogar an, durch Dotierung mit nur 
0,009 Gew.-% Pb CdSb in den u-Typus invertiert zu haben. M1yjAucuHi 
und KimurA®! bezweifeln die Existenz solcher Mikrobereiche mit 
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Fig. 13. Absolute Thermokraft % als Funktion des Logarithmus der elektrischen Leitfaihigkeit log o (Ge- 
raden) fiir ZnSb und Zny,Cdy,,Sb bei 20° C und 100° C, berechnet nach Scnorrxy und PissarENKOo gemaB 
den Daten der Fig. 4, 5 und 12 mit m* =0,35 m, und A =0,5; 2,0; 2,5 und 4,0 als Parameter des Streu- 
mechanismus. Die Kurven go als Funktion von log o sind ein Ma ftir die Effektivitat z= «?o/x (Grad), 
deren Maxima folgende Werte ergeben: 1. ZnSb bei 20° C: z= 0,45 + 107%; 2. ZnSb bei 120° C: z =0,84 - 10-3; 
3. Zno,5Cdy,Sb bei 100°C: z=1,06- 107% (Grad). MeBpunkte: @ eigene Messungen bei 20°C; @ eigene 
Messungen bei 100°C, dotiert nur Zn,,,.Cd,,.Sb; Mf Tevkes an ZnSb mit Sn und Ag und Bi-Zusatzen; 
WV Stiv’Bans u. Mitarb. an ZnSb bei Zimmertemperatur 


n-Typ-Gleichrichtercharakteristik, wahrend Smrrous und Toman be- 
richten, Zn,Cd,_,Sb durch Dotierung mit 0,05 bis 0,5 Gew.-% Te in- 
vertiert zu haben, so daB « 2 — 300 (uV/Grad) und o © 0,03 (Q+ - cm) 
betragt. 

Wir selbst haben Dotierungsversuche mit Na, Cu, Ag, Hg, Sn, Te, 
Pd und Pt ausgefiihrt?*. Die Versuchsergebnisse fiir Dotierung mit Cu oder 
Sn haben wir in Fig. 13 in einem «, log o-Diagramm aufgetragen, weil 
sich nach der Theorie mit variierender Tragerkonzentration die Leit- 
fahigkeit o linear, die Thermokraft « logarithmisch dndern sollte. So- 
lange keine Entartung oder Invertierung auftritt, sollte insbesondere die 
Beziehung «=C—2-10%*-logo gelten. Wie man sieht, gilt dieser 


20 PIrAr, J. M.: Zh. tekh. Fiz. 27, 119) (1957). 
21 Mivaucui, T., u. H. Kimura: J. Phys. Soc. Japan 11, 1013 (1956). 
22 Smrrous, K., u. K. Toman: Miindl. Mitteilung, vgl. auch Cs. Cas. Fys. 8, 690 


(1958). 
23 SCHNEIDER, G.: Diplomarbeit, Braunschweig 1959. 


232 E. Justi, G. NEUMANN und G. SCHNEIDER: 


lineare Zusammenhang zwischen « und o mit der theoretischen Neigung 
recht genau, wenn man die Leitfahigkeit « sowohl von ZnSb wie 


ZN9,gCdg ,Sb durch Zusatz von eroBenordnungsmaBig 0,1 % Cu oder 1,0% | 


Sn um iiber zwei GroBenordnungen erhéht. Die meisten Zusatze leferten 


eine v-Abnahme, die genau auf der eingezeichneten Geraden mit dem | 


Winkel da/d (log c) = — 2 - 104 liegen, einige Dotierungen lieferten etwas 
niedrigere «-Werte, keine héheren «-Werte. Daraus ist zu entnehmen, daB, 
wenigstens bei Zimmertemperatur, keiner der hier genannten Acceptoren 


ionisierte Stérstellen ergibt, kenntlich an einem Ubergang von A =2,5 | 


auf A =4. Das z-Maximum sollte nach der Regel von JorFE? (I. c. S. 68) 


bei dem o-Wert liegen, bei dem « =172 (1 +%,)/%¢) gilt, wahrend Justt | 
und SCHOTTKY? x, =o0-L-+.T=oa- 4,5 -10°¢ (W/cm - Grad) postulieren. | 


Das reine homogenisierte ZnSb erfiillt die zweite Bedingung offenbar | 


bei o =2900, weil dann x,;=2900- 4,5 - 10°®=0,013 wird, gleich x¢ 
nach Fig. 7. Die rechts auf der Ordinate aufgetragene «?o-Skala laBt 
erkennen, daB in Ubereinstimmung mit der Justi-Schottkyschen Regel 
hierbei die maximale Effektivitat mit z=0,45 - 10-° bei 20° C erreicht 
wird. Nach der Jofféschen Dotierungsregel sollte im z-Maximum « = 
172 -2=344 (uV/Grad) sein, es betragt tatsachlich nur «=154. Be- 
merkenswert ist, daB das z-Maximum noch ganz im Bereich der Boltz- 
mann-Statistik liegt, da bei der Tragerkonzentration von  =o/eu = 
8 - 108 (cm™) noch keine Andeutung von Entartung wie eine schnellere 
Abnahme von « mit log o zu bemerken ist. 


5. Diskussion der Versuchsergebnisse 


Nach bekannten halbempirischen Formeln** sollte das Verhaltnis 
u/%xg¢ annahernd proportional dem mittleren Atomgewicht M sein; im 
ulz¢, M-Diagramm (Fig. 14) haben wir zu den bekannten Me8punkten 
diejenigen fiir unsere Proben eingetragen, und zwar fiir reines ZnSb 
Llxg =163/0,013 = 1,24 - 10*4 bei M =93,6, fir CdSb nach Justi und 
Lautz® u/%¢ =370/0,042 =0,88 - 10*4 bei M =117,1. Die beiden neuen 
MeBpunkte fiigen sich recht gut der interpolierenden Kurve. Die Be- 
statigung der halbempirischen Theorie ist insofern wichtig, als durch 
den Fakter u/x,¢ die erreichbare Effektivitat eines Thermoelektrikums 
bekanntlich® schon weitgehend festgelegt und berechenbar ist. 


Nach der Formel von Schottky und PissarRENKO hangt die absolute 
Thermokraft « eines Halbleiters mit nur einer Sorte von Ladungstragern 
auBer von den bisher erérterten Variablen T, und » auch noch von der 
scheinbaren Masse m* und der Konstanten A ab, die durch den Streu- 
mechanismus bestimmt wird, die z. B. fir Atomgitter A =2 und fiir 


4 Bowers, R.: Chem. Week 13, 82 (1958). 
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Streuung an ionisierten Stérstellen 4 —4 betragen soll®. Die Gleichung 


lautet: 8 
i k eile 2(2 m* k)# 


e hen 


i 

ere 
und wir erhalten Ubereinstimmung mit dem gemessenen «-Wert fiir 
ZnSb bei 300° K und dem ebenfalls experimentell bestimmten Zahlen- 
wert A =2,5, wenn wir m* =0,34, - m, setzen. Im «, T-Diagramm der 
Fig. 12 haben wir die mit diesen Zahlenwerten berechnete Kurve zum 
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Fig. 14. Verhaltnis der Beweglichkeit zur Gitterwarmeleitfahigkeit u/xg als Funktion des mittleren 
Atomgewichtes M 


Vergleich mit den MeBwerten eingetragen, wobei fiir T= 86° K gemaB 
einer orientierenden Messung 7 =1,94- 10!” entsprechend o =16,5 und 
= 532 gesetzt ist. 

Bekanntlich hangen nur im Falle A =3 (polare Gitter) « und «oe 
nicht von m*/m, ab; fiir kleinere A-Werte, wie sie in Atomgittern mit 
A =2 und bei Streuung an Schwingungen von konstanter Frequenz mit 
0,5 <A <1 auftreten — also auch in dem nach unseren Untersuchungen 
an ZnSb mit A =2,5 vorliegenden Fall — ist « um so kleiner und eo 
um so gr6éBer, je gréBer w und je kleiner m*/m, ausfallt. Nach JOFFE® 
(1. c. S. 53) betragt m*/m, fiir p-Typ PbTe 1,13, fiir 6-Typ PbSe 1 und 
fiir n-Typ PbTe 0,7, wenn man fiir diesen chemischen Typus 4 =1 und 
w+ T'=const annimmt. BirKHo1z® findet fiir seine optimalen Legie- 
rungen vom Bi,Te,-Typus m*/m, =1. Der hier festgestellte Wert m*/m, 
=+ fiir p-Typ ZnSb und Zng Cd, ,Sb ist also ein bisher sonst nicht 
erreichter Tiefstwert, den man sonst nur von elementaren Halbleitern 
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wie Ge kennt, welche aber wegen ihrer groBen Gitterleitung x, fir 


thermoelektrische Zwecke unbrauchbar sind. Gewif haben unsere \ff 


Zn,Cd,_,Sb-Praparate noch nicht die hohen z-Werte wie diejenigen von | 
BIRKHOLZ®, GORDIAKOVA u. Mitarb.? oder ToMAN und SMIROUS” er- | 


reicht, aber unsere bisherigen Praparate haben auch noch nicht die |f 


technologische Verfeinerung durch optimales normal freezing usw. er- 1 | 
fahren, durch welche im Bi,Te,-Typus die Stdrstellenzahl herabgesetzt, 
die Beweglichkeit vergréBert und die anfangliche Effektivitat von 
ze0,001 verdreifacht werden konnte. 


AuBer dieser noch nicht ausgeschépften Moglichkeit bietet sich zur 
weiteren Steigerung der Thermokraft und der Effektivitat noch die 
Dotierung mit Acceptoren, die ionisierte Stérstellen erzeugen und da- 
durch A von 2,5 auf 4 erhdhen; Versuche in dieser Richtung sind noch 
in Gang, auch wird untersucht, ob nicht mit steigender Temperatur 
A seinen Wert in diesem Sinne andert. SchlieBlich sei darauf hinge- 
wiesen, daB der von uns festgestellte erhebliche Anstieg der Thermo- 
kraft « des homogenen ZnSb mit T sowohl theoretisch wie technisch 
Aufmerksamkeit verdient. Denn im Gegensatz zu unserer experimen- 
tellen Feststellung (Fig. 12) meint JOFFE®: ““Modern theory of thermo- 
electric phenomena indicates that the thermal emf in impurity semi- 
conductors with a nondegenerate system of electrons can only decrease 
with rise of temperature. According to this theory, « can be proportional 
to temperature only in substances with degenerate electrons” (1. c. S. 34/5). 
Der bis zum z-Maximum streng lineare Zusammenhang zwischen « und 
logo laBt keine Entartung erkennen. Technisch erscheint uns die spe- 
zielle Art des x, 7-Anstieges des Zn,Cd,_,Sb insofern bedeutsam, als sie, 
wenn man fiir eine bestimmte Temperatur wie z. B. 300° K die Dotierung 
so wahlt, daB die Joffésche Optimierungsbedingung «% =172 (1 +./x¢) 
erfiillt wird, auch bei héheren Temperaturen befolgt wird. Auf der 
rechten Seite namlich steigt x; =o - L- T bei merklich konstanter Leit- 
fahigkeit o (vgl. Fig. 3), wahrend x, je nach Reinheit des Praparates 
mit 1/7 abnimmt oder bei staérkerer Dotierung konstant bleibt. Wenn 
man also z.B. mit Zn,Cd,_,Sb-Thermoelementen die Sonnenwarme 
ausnutzen will, kann bei passender Dotierung die Optimalbedingung 
sowohl an der kalten wie der warmen Lotstelle erfiillt sein und man 
braucht weder eine 6rtlich verschiedene Dotierung anzuwenden noch 
jeden Thermoelementschenkel aus verschiedenen Stiicken zusammen- 
zusetzen, wie es JOFFE (l.c. S. 72, Abs. 4) fiir notwendig erklart, und 
wie es z.B. BOWERS” in einem Fall durchgearbeitet hat. 

Zum SchluB8 méchten wir der Akademie der Wissenschaften und der Literatur 
(Sitz Mainz) danken, daB sie diese Untersuchungen durch Gewahrung eines Stipen- 


diums (an G. N.) und der Sachkosten aus Mitteln des Herrn Bundesinnenministers 
gefordert hat. Herrn Priv. Doz. Dr. G. Laurz danken wir fiir fordernde Diskussionen. 
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Uber den Grundzustand des Supraleiters* 
Von 
BERNHARD MUHLSCHLEGEL 


Mit 1 Figur im Text 
(Eingegangen am 20. Juli 1959) 


The paper investigates the possibility of obtaining improved eigenfunctions of 
the reduced Bardeen-Cooper-Schrieffer-Hamiltonian by forming linear combina- 
tions of the approximative BCS-functions. For the groundstate an admixture 
of states with two excited pairs is considered. This leads to a lowering of the ground- 
state by an amount O6W which is independent of the volume and of the same order 
of magnitude as the energy-gap 2¢,. The same shift is produced for the states 
with excited single-pairs. Superposition of states with one excited pair leads to 
an additional discrete level within the energy-gap. 


I. Einleitung 


In der Quantentheorie der Supraleitung arbeitet man heute mit 
einem Hamilton-Operator, der das Ergebnis zahlreicher Naherungs- 
schritte ist, die an der urspriinglichen Hamilton-Funktion des Elek- 
tronen-Ionen-Systems ausgefiihrt werden. Auf diesem ,,reduzierten“ 
Hamilton-Operator, aus dem die Schallquanten ganz eliminiert sind, 
so daB vom Gitter lediglich ein Frequenzparameter w iibrig bleibt, 
haben BARDEEN, COOPER und SCHRIEFFER! ihre Theorie aufgebaut, 
indem sie ein vollstandiges System von Zustandsvektoren angegeben 
haben, das die wirklichen Eigenfunktionen sehr gut approximieren soll. 
Als wesentlich Neues liefern die BCS-Funktionen eine Energieliicke tiber 
dem Grundzustand des Gesamtsystems und eine entsprechende Modi- 
fikation des Anregungsspektrums der Einzelteilchen. Hiermit kann man, 
um nur einen Punkt herauszugreifen, eine recht gute Ubereinstimmung 
der Thermodynamik mit den experimentellen Resultaten erzielen **. 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 

xx In dem Bericht von BionpI u.a.2 wird die BCS-Theorie mit den Experi- 
menten verglichen. Die Theorie wird zusammenfassend dargestellt von KuPER?® 
(mit Literaturverzeichnis bis 1958) und BoGoLjuBov sy as 

1 BaRDEEN, J., L.N. Cooper u. J. R. SCHRIEFFER: Phys. Rev. 108, 1157 (1957). 

2 Bronp1, M.A., A.T. FoRRESTER, M.P. GARFUNKEL u. C.B. SATTERTHWAITE: 
Rev. Mod. Phys. 30, 1109 (1958). 

3 Kuper, C.G.: Adv. Physics 8, 1 (1959). 

4 BocoryuBov, N.N., V.V. TormacHEv u. D.V. SurrKov: Fortschr. Phys. 


6, 605 (1958). 
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Wenngleich der reduzierte Hamilton-Operator auch gegeniiber der J 
urspriinglichen Hamilton-Funktion aller Elektronen und Ionen extrem | 
vereinfacht ist, beschreibt er doch ein Vielteilchenproblem mit Wechsel- 
wirkung, das seinerseits nur approximativ zu behandeln ist. Aus diesem | 
Grunde ist es erforderlich, im einzelnen nachzupriifen, wie gut nun in | 
Wirklichkeit die BCS-Modellfunktionen sowie das damit verkniipfte | 
Spektrum, speziell der Grundzustand und die Energieliicke sind. Hierzu | 
soll die vorliegende Arbeit einen Beitrag liefern. In Abschnitt II wird | 
gezeigt, da man den Grundzustand durch geeignete Beimischung von 
Doppelpaaren von Elektronen verbessern kann. Dabei ergibt sich eine 
Integralgleichung fiir die Korrelationsfunktion der Paare, deren Losung 
allerdings noch Schwierigkeiten bereitet. Deshalb wird in Abschnitt III 
ein einfacherer Variationsansatz betrachtet und die Absenkung des 
Grundzustandes ausgerechnet. 

Die Streuung der Energie A Wy = V(®o. (H — W,)? @,) im BCS-Grund- 
zustand @, ist zwar unabhangig vom Normierungsvolumen, sie tiber- 
deckt jedoch erheblich die Energieliicke, wie sich in Abschnitt IV heraus- 
stellt. Mit dem verbesserten Grundzustand kann man die Streuung 
relativ zur Energieliicke herabdriicken; natiirlich ist dies noch kein 
strenger Beweis fiir die Existenz der Liicke. 

Der letzte Abschnitt der Arbeit beschaftigt sich mit den einfachsten 
angeregten Zustanden: den Einzelpaaren. Uber sie lassen sich zwei ver- 
schiedene Dinge aussagen. 1. Kombiniert man BCS-Paarzustande, deren 
Energien fiir sich alle oberhalb der Energieliicke liegen, in geeigneter 
Weise linear, so erhalt man einen einzelnen Term in der oberen HAlfte 
der Energieliicke. 2. Aus dem verbesserten Grundzustand lassen sich 
Einzelpaare anregen. Ohne die explizite Lésung der obengenannten 
Integralgleichung zu kennen, kann man sehen, daB die zugehérige 
, Energie in derselben Weise absinkt wie der Grundzustand, so daB 
die Liicke unverandert bleibt. 


Die reduzierte Hamilton-Funktion lautet 


H =>" c(h) (my(k) + my(—2)) — 2 Yd by + QD (hoy. (1) 


k ks k’ 


Hierbei ist e= Einteilchenenergie minus Fermi-Energie; ny (2) cy (he, (X) ist der 
Anzahloperator im Zustand & (Ausbreitungsvektor) und Spin t; bf = Ck (k)ey (—R) 
erzeugt, bzw. b, =e) (— k)e, (k) vernichtet ein Elektronenpaar mit entgegenge- 
setztem Impuls und Spin. Q bedeutet das Normierungsvolumen; die Paar- 
wechselwirkung konstanter Starke V, > 0 ist nur innerhalb einer Schale |e(k)|<ho 
an der Fermi-Grenze vorhanden. 

La®t man auch die erste Summe nur itiber den Bereich |e|<fw laufen und fiigt, 
wie es in (1) geschehen ist, die Konstante QD, (hw)? hinzu (Dy ist die Eigenwert- 
dichte an der Fermi-Grenze fiir Q = 1), so gibt der Grundzustand von H gerade die 
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Energieabsenkung gegentiber dem freien Fermi-Gas an, die durch die Wechsel- 
wirkung der Paare in der Umgebung der Fermi-Grenze bewirkt wird. 
Es ist zweckmaBig, neben den Paaroperatoren noch die Operatoren 

$1 (k) = b; + b, 
S2(k) =1(bz — b,) (2) 
s;(k) = b, bf — bi b, = 1 — (4) — 0m (—2) 

zu betrachten*, die wie Pauli-Matrizen kommutieren, wobei 

ie a gee 
I, = b; b, + b,b; =1— n, (*) 5 ih) 2, (rk) m (— k) 


die Rolle die Einheit spielt. Operatoren zu verschiedenen & sind natiirlich 
vertauschbar. Die reduzierte Hamilton-Funktion schreibt sich dann: 


H => s(t —s,) — YT (8181 + $2 82) + 2 Do (hoo)? (3) 
k 


kak’ 


und die BCS-Eigenfunktionen sind 
¥, =U) ®; 


. 4 2 te) (4) 
Ce nD Ae eet Os 
k 
Die ®; gehen aus dem Vakuumvektor ®, durch Anwendung eines einfachen 
Produktes von Erzeugungsoperatoren hervor. Die ¥Y% sind zwar Eigenfunktionen 
des Gesamtimpulses 


hi DR (m4 (k) — ny (— 2), 
k 


sie gehéren jedoch nicht mehr zu scharfer Teilchenzahl, weil s, und s, nicht ver- 
tauschbar sind. Man kann Y/; leicht nach Teilchenzahl-Eigenzustanden entwickeln; 
ferner 148t sich unmittelbar zeigen, da die relative Streuung der Teilchenzahl 
mit wachsendem Normierungsvolumen Q wie Q-2 abnimmt. 

Wir transformieren den Hamilton-Operator mit U und erhalten 
[S (k) wird um die 2-Achse um den Winkel «(k) gedreht]: 


UAHU=H=H,4+0,4+ 8,4 2D, (ho); 


Vy, ; : 
H, = > é(1 — 83cos a) — Mee S3 $3 sin « sin a’ 
k D 


RR’ 
| v, yh (5) 
= Pstge he ~ , 
H,=)'s, {esina 30 (2) 8s8ina’) cosa} 
P i 
t, jf 
H, =— aoe {$1 $1 cosa cos «’ + S, Sp}. 


kk’ 

* Eine Diskussion allgemeiner Paarzuordnungen findet sich in einer fritheren 
Arbeit®. Die Quasi-Pauli-Matrizen wurden zu gleicher Zeit auch von ANDER- 
son® eingefiihrt. 

5 Koppg, H., u. B. MiiuitscuLeGcev: Z. Physik 151, 613 (1958). 

6 ANDERSON, P. W.: Phys. Rev. 112, 1900 (1958). 
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Im folgenden ist es oe I, wieder durch 6 auszudriicken: 


bbe (cos a cos a’ +1) b* b! + 
ie (6) 


+ (cosacosa’— 1) (b*+b'*+ bb’). 


Von H, kann ein Paar in ein anderes iibergefiihrt werden, und es konnen 
zwei Paare erzeugt oder vernichtet werden; jedenfalls gibt es nur gerad- 
zahlige Anderungen. 


II. Variationsansatz ftir den Grundzustand 
Weil U auf die Hamilton-Funktion iibergewalzt wurde, wird der 
Grundzustand nach BCS durch den Vakuumvektor ®, angenahert. Dy ist 
Eigenzustand zu allen s,(k) zum Eigenwert s3(k) =1. Wir bekommen 
daher 
H®,=W,®, + >’ s,fesina — e9cosa} Dy + Hy Do; 
(7) 


& == 


2 
>> sing; W=)>' e(i—cosa)—2 > + QD, (ho)?. 
k k ® 
Da die Vektoren s, ®), S$; ®, orthogonal zu @, sind, sind es auch die 
beiden letzten Terme in (7). Nach BCS bestimmt man die kanonische 
Transformation U so, daB (®), H ®,)) = W, minimal wird; nach Bocor- 
JUBOV verhindert man, daB in (7) Paare s,®) = b* D, erzeugt werden. 
Beides ist Aquivalent und fithrt auf ¢ sin « — eg,cosx =O oder 
. a os) eras 
sina = 2 ; COS % = +; B= Vea (8) 
sina bzw. cosa sind als Funktionen von e gerade bzw. ungerade. Aus (7) 
und (8) folgen die bekannten Ausdriicke fiir die Energie und den Liicken- 
parameter in Abhangigkeit von der mittleren Gitterschwingungsfre- 
quenz wm und der Kopplungskonstante Vy Do: 


ho ; 2D, (i 
Ey = ae W=-9 (9) 
Sin - V, wD, = 
Mit (6), (7) und (8) ergibt sich 
\ Ne 
Hd, =W, 0 Po gga os teoses 1h boo. (10) 


Die Summe in (10), die Doppelpaaranregungen enthalt, verhindert, daB 
@, ein exakter Eigenzustand von H ist. Es liegt daher nahe, statt PD, 
den Ansatz 


® = (e+ a 2,8 2) bt bi) B, (11) 
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zu machen, d.h. dem Grundzustand in geeigneter Weise Doppelpaare 
beizumischen. Es ist g(1, 2) =g(2, 1) =g(R,, Ro) und 


(D, P) = 65 + DY? P(A, 2). (12) 


® kann also normiert werden, wobei gy und g (1, 2) vom Normierungs- 
volumen 2 unabhangig sind. 
Wir wenden H auf ® an und bekommen mit (5), (6) und (8): 


(Hy + 2 Do (hw)") B= Wy ® + => (Ey + Ey) g(1, 2) bi BE Dy, (13a) 
12 


V : . + Bt 
i o= ai 2 S$, COS % > (Sin & + sin a») g(41, 2) by b3 D,, (13 b) 
H,@ =— 2 (G, +4 G(1, 2) By Bs) ®, — 
% = + B+ Bt fe ee (13.¢) 
gaan >! (Cos a COS % — 1) ¢(3, 4) by By b; by Py. 
1234 


Hierbei wurde gesetzt: 


2 
Gy) =—, > (cosa, cos%, — 1) 2(1,2), (14a) 
12 


Q 
G(1, 2) = gy(cos % Cos % — 1) + 


2 
16) 


> {(cos a cos % + 1) g(2, 3) + (cosa, cosas +1) g(1, AN (14b) 
3 


Auch diese GréBen sind vom Normierungsvolumen unabhangig, und 
G(1, 2) ist wie g(1, 2) in beiden Variablen symmetrisch. 

In (13) sind, wie unmittelbar ersichtlich, H, ® und die letzte Summe 
von (13c) orthogonal zu ®. Lassen wir diese Terme weg (wir kommen 
im Abschnitt IV auf sie zuriick), so liefert die Forderung H@=W@ 
eine Integralgleichung fiir die unbekannte Korrelation g(1, 2) zwischen 
den Paaren by; und b3: 


{2(E, + E,) — dW} g(1, 2) = : G(4, 2), (15 a) 
— Wg =» Ge (15 b) 


ae Wawa. 


Natiirlich kommt man genauso auf diese Gleichungen, wenn man 
(}, H)/(®,D) nach gy und g(1, 2) varuert. Die Energieanderung 0W 
ist offensichtlich unabhangig vom Normierungsvolumen. 
Eine niitzliche Beziehung laBt sich ableiten, wenn (15a) mit g(4, 2) 
multipliziert, tiber k, und k, summiert und unter Beachtung von (14) 
17% 
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ho 
mit (145b) kombiniert wird. Gehen wir gemaB oD ->D of de AZO 
Variablen ¢ iiber, so erhalten wir rie ho 
how 
(1 = 222) OW = 8D Slee 2) dades 
—hw mn (16) 
—2VD, ff (a (6) FAO (6) de 
te 
Hierbei ist 
hw how 
KY(e) = Daf gle, e') de; kOe) = Dy feos’ gee ite a7 
—ho —hw 


und ® wurde auf Eins normiert. 

Die Integralgleichung (15a) lat sich auf zwei entkoppelte inhomo- 
gene Integralgleichungen einer Variablen reduzieren, wie im Anhang 
gezeigt ist. Bemerkenswert scheint zu sein, daB keine Méglichkeit be- 
steht, die Gleichungen analog zur Neumannschen Reihe durch Potenz- 
reihenentwicklung nach der Kopplungskonstanten Vj Dy) zu lésen. Die 
Situation ist hier ahnlich wie bei der urspriinglichen BCS-Naherung. 


III. Vereinfachter Variationsansatz 


Da es schwierig ist, eine explizite Losung der Integralgleichung (15) 
zu erhalten, wird man versuchen, den Variationsansatz (11) zu verein- 
fachen. Wir kénnen z. B. 


g (1,2) = gof(1, 2) s (18) 


setzen, wobei / eine vorgegebene Funktion ist und s die Rolle des Varia- 
tionsparameters spielt. Wir gehen also von einer vorgegebenen Paar- 
korrelation aus und mischen diese mit einer solchen Starke (charakteri- 
siert durch s) dem alten Grundzustand @®, bei, daB der Erwartungswert 
der Energie minimal wird. 


Aus (13) folgt 


1 a OU Sl 2 
(1+ As?) =~ Bs—Cs. (19) 
Hierbei wurde gesetzt 
A =4D5 If 7, 2) derde, 
16D? ea 
—— {ff E, P(A, 2) de, de, — 
(20) 


“2c ff { (cos 4.608 tg + 1) (1,3) /(2,3) derdeydegh 


Y 
Ge os aff COS 04, COS ay — 1) f (1, 2) de, dey. 
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Nach (19) wird fiir die Parameterwerte 


B Bee a 
=e Ie 14249) (21) 
die Energiednderung extremal: 
ow (a8 Ree kes 
2 Ss = 2 
> 3a (1 | + 2 | (22) 


Eine der beiden Wurzeln (21) fiihrt immer zu einer Energieabsenkung. 
Das Gewicht, mit dem ®, in @ enthalten ist, wird durch 


eos ls (23) 
bestimmt. 


Mit den drei Ansdtzen / =1, f=sing,- sina, und f =cosa, cosa, wur- 
den die Konstanten (20) berechnet. Man erhalt: 


t bWihw 85 
(Vy Do)? 1 aaa: 
Se Se 1 pe a x 
ee ea es 
: z 1 2)-1 
i 1 Ve Dy x Ve aes Fae ale 
K ae oD. _V D |x == Do —_V D 
flee VED ee | xl + a oe 
1 
; R20 Sa 
SIN @, SIN > is é eat) 0,9 
Ore 


ue Al Sn Hg Pb 


Fig. 1. Absenkung des Grundzustandes in Abhingigkeit von der Kopplungskonstanten fiir die Ansatze 
f =1 (ausgezogen) und f = sinc, sina, (gestrichelt). Nach oben ist zum Vergleich die Breite der Energielticke 
aufgetragen. Werte der Kopplungskonstanten ftir die eingetragenen Metalle nach Prnes? 


Fiir f =cosa, cosa, liegt 6W etwas tiber dem entsprechenden Wert fiir 
f/=1. Stiitzt man sich auf die Angaben von Prvgs’, so lassen sich die 


7 Pings, D.: Phys. Rev. 109, 280 (1958). 
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Kopplungskonstanten der supraleitenden Metalle auf etwa 
0,45 =D 20 


festlegen. Fig. 1 zeigt fiir dieses Intervall die Absenkung des Grund- 
zustandes und die Breite der Energieliicke 2¢9. Abgesehen von den | 
Enden des Intervalls, wo /=1 giinstiger liegt, liefern beide Ansatze im | 
wesentlichen dieselbe Absenkung. Dies ist insofern bemerkenswert, 
als ganz verschiedene Situationen beschrieben werden. Bei f= sind}} 
alle Doppelpaarzustande aus der Schale —ha <e<hw dem Grundzu- | 
stand ®, in gleicher Starke beigemischt (mit wachsender Kopplungs- — 
konstante wachst ihr Gewicht 1—g3 bis auf 10% bei VY) Dy 0,5 an); | 
bei f =sing, sing, sind dagegen nur die Doppelpaare aus der Umgebung _ 
der Fermi-Grenze «=O vertreten (mit einem von der Kopplungskon- | 
stanten unabhangigem Gewicht von 10%). 


IV. Streuung der Energie 


Ist ® ein normierter Zustandsvektor und gilt H b = W @ + @®pz, wobei 
P, orthogonal zu @ ist, so gibt die Lange von ®, die Streuung der 
Energie an: 


|Pr 


= AW =|/(®,(H—W)?®). 


Wir betrachten zuerst den Zustand ®,. Nach (10) ist der orthogonale 
Restvektor 


V. al + Rt 
PO) — — ao 2 (COS COS %» — 1) by bz Dy 
und daher 
We me 
(OD), PI = oo >) (co8a, cosa, — 1)? 
16 aoe 12 
(Y Dy)? afi 2 2 
=o I (4 + cos?a, cos?«,) de, dé, (24) 
a (Vo Dy)” (h w)? {1 a (1 ae sin &g es 
D ho WE IDY. ; 


Die Streuung der Energie im BCS-Grundzustand ¥Y% =U ®, wird hier- 
nach durch 


AW, SVD hw (25) 


beschrankt. 4 Wo ist unabhangig vom Normierungsvolumen; die relative 
Streuung 4W/W nimmt aus diesem Grunde wie Q7 ab. 

Wir kommen zum Ansatz (11) fiir den Zustandsvektor. Der ortho- 
gonale Rest setzt sich aus zwei Anteilen zusammen: 

1. dem Zustand H,®, dessen Lange jedoch proportional zu Q-? ist, 
und der deshalb vernachlassigt werden kann, und 
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2. der letzten Summe in (13c). Fiir diese erhalt man 


V2 
(Dp, Bp) = Gane i. > (COS a COS & — 1) g(3' ,4’) x 
V2°34 1234 
X (COS a COS% — 1) ¢(3, 4)(by by bs. by. G,, bt b3 bi bi P,) 
V2 pe . 
= ae Sy (COS «1 COS a» — 1)? g?(3, 4) + Vo Gor 
ery 16 (26) 
V2 4 
Si er » (cos % cosa, — 1) g(2, 4) (cosa, cosas— 1) g (3, 4) 
1234 


= (DY), BP) (1 — g6) + e6(0W)? + 2ha (Vy Dy)? x 


x{ fo fe “0 arc sin Ig 5 Jerre 
a WM de+/1 ae sin Xq oe hh) nS 
2), sowie von (14a), (15b), 


Hierbei wurde von der Symmetrie von g (1, 
26) folgt 


(17) und (24) Gebrauch gemacht. Aus ( 


80 (OW)? << (AW)? S 5 (SW)? + (Vp Do)? (hw)? x 
5 27) 
i = ye | 20 L(+)” Hyp 4 ( 
mad 20 atl (AV) +h eae 


Die rechten Seiten von (25) und (27) hegen sehr dicht itiber JW, bzw. 
(AW)?, da man sie durch Vernachlassigung von 


E . 1 Ge OG 5 ie: 

mee arc sin Bq VD. aes oe 2= Di) 
gegen Eins erhalt; dasselbe laBt sich nicht unbedingt von der unteren 
Grenze in (27) sagen. 

Das iibliche Argument von BCS und BocoLjuBovy iiber die Exakt- 
heit des Grundzustandes besteht in dem Hinweis, daB AW, unabhangig 
vom Normierungsvolumen ist und daher die relative Streuung wie Q? 
verschwindet. Dieses Argument ist, wenn man nur den Grundzustand 
ins Auge faBt, zweifelslos physikalisch einleuchtend. Es reicht jedoch 
nicht aus, wenn auch Aussagen tiber die Struktur des Spektrums, 
speziell iiber die Energieliicke gemacht werden. Die Energieliicke ist 
ja ebenfalls vom Normierungsvolumen unabhangig, und man sollte er- 
warten, daB die Streuung des Grundzustandes die Energieliicke zumin- 
dest nicht iiberdeckt. In der BCS-Naherung haben wir (25) mit 

1 
2&=4e Dhow (28) 


zu vergleichen. Fiir Yj Dy<0,5 ist AW > 2€ . Die Kopplungskonstanten 
der Supraleiter liegen nach PINES? im Bereich 0,145<)D)<0,5. Bei 
V, Dy © 0,5 ist die Streuung demnach von der GréBenordnung der Energie- 
liicke; bei Vj Dy + 0,17 ist sie bereits 15mal gréBer als diese! 
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Geht man vom Variationsansatz (11) aus, so hat man die Streuung | 
nach Gl. (27) zu berechnen, wozu die Lésung der Integralgleichung (15) | 
erforderlich ware. Da wir iiber diese noch nicht verfiigen, benutzen wir | 
zur Orientierung die im vorigen Abschnitt berechnete Energieabsenkung. | 
Sie betragt im interessierenden Intervall etwa ?/, bis 1/, der Breite der | 
Energieliicke. Es ist daher zu erwarten, daB die Streuung wesentlich — 
kleiner wird als in der BCS-Naherung, soweit Vj Dy nicht zu kleine Werte | 
annimmt. | 

Vom mathematischen Standpunkt aus muB zu all diesen Betrach- | 
tungen gesagt werden, daB zwar physikalisch die Streuung der Energie 
als ,,GiitemaB“ sehr plausibel ist, dagegen mathematisch die Aussage | 
des Krylovschen Satzes recht schwach ist. Man wei lediglich, daB im | 
Intervall W— AW, W+ AW mindestens ein Eigenwert liegt. 


V. Angeregte Paare 


Mit den speziellen Basisvektoren Y, = U b; ®, aus (4) rechnen wir die 
Matrixelemente des Hamilton-Operators aus und erhalten 


(Y,,, , KH be) —. (by D, » H b; Dy) 
= (W, + 2E) by: — abs (cosa cosa’+ 1) (1— dy »)- (29) 


Der Erwartungswert der Energie ist W+2E, er liegt also wegen E = 
Jao+e um mindestens 2¢) tiber Wy. Die Nichtdiagonalelemente sind | 
proportional zu 274. Die b*@, entsprechen angeregten Paaren; im 
BCS-Modell werden diese Zustande mit Eigenvektoren des Problems 
identifiziert, d.h die Erwartungswerte Wj+2E stellen die tiefsten an- 
geregten Terme dar. 

DaB dies nicht genau stimmt, erkennt man nach Koppe® wie folgt: 
Man macht mit der zu ®, orthogonalen Linearkombination 


Dio = Siig (by bp, (30) 
y2 4 


Ritzsches Verfahren. Die Funktion 7, die vom Normierungsvolumen 
unabhangig ist, wird so eingerichtet, daB W=(®,, H ®,)/(®,,M,) minimal 
wird. Wesentlich ist dabei, daB infolge der Summation das Q-!-Glied in 
(29) einen Beitrag liefert, der unabhangig von Q ist. Die Variation 
ergibt 


| {2E —(%—W)}n =cosa-p +r, (61) 
wobei 
Yiwu V, 
fe = (32) 
R k 


8 Koppr, H.: Unverdffentlicht. 
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Ist 7 in ¢ gerade, so verschwindet und 


v 
1 —, — ——— — 
2p a = 


Wir setzen dies in (32) ein und erhalten fiir W—W, die implizite Gleichung 


2 | 1 
B78) 213E-m%— W) * (33) 


Wir betrachten diese Gleichung zunichst fiir endliches Normierungs- 
volumen und nehmen an, alle ¢(&) und damit auch alle EE, seien 
voneinander verschieden. Die rechte Seite von (33), als Funktion g von 
x =W,—W, betrachtet, ist fiir x <2, positiv und durchlauft monoton 
ansteigend alle Werte bis + co. Es gibt also immer genau eine Lésung 
von (33), die kleiner als 2E,=2é ist! Zwischen E, und E,,, lauft » 
von — oo bis + oo, in diesem Intervall liegt also wieder genau eine 
Wurzel, die mit 2-> co nach E,,,, geht, weil dann E,, und E,,,, zusam- 
menriicken. Fiir 2  resultiert somit: Das Kontinuum der Zustande 
mit einem angeregten Paar bleibt unverandert, bis auf den untersten 
Zustand, welcher in die Energieliicke hineinriickt. Aus (33) folgt, wenn 
wir zum Integral iibergehen 


1 


Au = 
eee 4 * 4 arcsin oy FoPo ( 
7 I ? 34) 
YDo y1—A? | 2 Ste 
Yj Do 


wobei A=(W,— W))/2 9 gesetzt wurde. Fiir nicht zu groBes Vy Dy ist die 
Lésung: 


“Ae a — 5 55) 
oe (35) 


Mit den Werten aus Abschnitt III fiir die Kopplungskonstante 4D, 
findet man nach (34) 
0,7<4 <0,9. 


Ist die Funktion in ¢ ungerade, so steht der zugehérige Vektor 
zwar senkrecht auf dem eben betrachteten, jedoch laBt sich leicht zeigen, 
daB die zu (33) analoge Gleichung fiir 14<1 keine Lésung hat. Man 
erhalt also mit einem Ritzschen Ansatz der Gestalt (30) nur einen Term 
in der Energieliicke. 

Wir kommen abschlieBend auf den modifizierten Grundzustand (11) 
zuriick. Analog zu BCS kann man aus ihm Paare anregen. Die Be- 
rechnung der Matrixelemente ist etwas langlich, aber ohne Schwierig- 
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keiten auszufiihren. Man erhalt: 
(by ©, Hb; ®) = (M+ 0W+ 2E) (by, ®, bj ®) — 


ails cosa, cosa-+ 1) (bj ®, bf BD) — 
20 2, | 3 Oy ) (DB; ky (36) 


Ho80 >) (cosy cosa — 1) g (hy, 2’). 
ky 


tA ION 


22 


Mit g(1, 2)>0 ergibt sich natiirlich wieder (29). Die b*@® sind zwar 
noch orthogonal zu @, jedoch gilt 
F 4 : 
(by ®,b; ®) = {1 ales 2 5 (ky, #)| Ow, p+ 
; ky (37) 
+ de (See A) ge A) (1 — Oe,0), 
hy 


wobei ® normiert vorausgesetzt wurde. Wir sehen, daB die Zustande 
b*@ nur bis auf Terme proportional zu 27 normiert und orthogonal 
sind. Fir k’=k folgt aus (36) 


(bf ©, Hb; ©) =W,+ 6W + 2E +0(Q4). (38) 


Das bedeutet, daB die Erwartungswerte mit angeregten Paarzustanden 
fiir 2+ co in derselben Weise abgesenkt werden wie der Grundzustand. 
Die Nichtdiagonalelemente sind analog zu (29) von der Gr6éBenord- 
nung 271, 

Es bliebe noch zu untersuchen, wie sich die Absenkung des Grund- 
zustandes auf die héher angeregten Zustande auswirkt. Die Berech- 
nung der Matrixelemente fiir mehrere Paare ist einigermaBen lang- 
wierig. Zustande mit Einzelanregungen (d.h. es gibt keine angeregten 
Paare) machen jedoch keine Schwierigkeiten, da sich — worauf friiher 
hingewiesen wurde® ® — das Spektrum nach Einzelanregungen klassi- 
fizieren laBt. Wir kénnen die Betrachtungen, die hier fiir den Grund- 
zustand ®, angestellt wurden, fiir einen Zustand ®5;,,<) wiederholen. 
Das Einzige, was sich andert, ist der Liickenparameter ¢,, der von dem 
Grad der Einzelbesetzung abhingig wird. 


Herrn Prof. H. Koppe bin ich fiir zahlreiche Diskussionen zu Dank verpflichtet. 


Anhang: Reduktion der Integralgleichung (15a) 


Wir schreiben die Summe in (14b) als Integral und haben mit den Funktio- 
nen (17) 

G (€1, 9) = &o (COS % COS & — 1) + (A 

1 
++ 2 [cos a, A) (e5) + COS ty h-)(e,) ++ A+) (e,) -- h'+)(e,)]. ) 


9 MUHLSCHLEGEL, B.: Z. Physik 155, 313 (1959). 
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Da cos « ungerade, E gerade in ¢ ist, folgt aus (15a), da neben B (Eqs 3) — (E59 ©) 
auch noch g(— &,, — €,) =g(é,, €) gilt. Dann ist aber 


WS) (— e) = hOV(e); wO)(— 2) = — 20 (6). (A 2) 


Mit A= —36W wird 
V; G(&, €) 
glee) 0 piso 2 A 
g( 1 2) 8 Ey a Ey aE 2 ( 3) 
Wir multiplizieren (A3) mit Eins bzw. cos «, und integrieren iiber ¢,. Wegen der 
Symmetrie (A2) ergeben sich zwei entkoppelte Gleichungen fiir #@) und ©). 
Setzen wir 


AG? pert 0) Dh 80 cos a h®), 
2, 2) 
so lauten diese Gleichungen 
hw 
Res) 

PTO AO (+ MD, | gens 

Ae) (Sy) (Shier 0 | ee ay eee 
0 
hw (A 4) 

h() (e’) , 


0 


Die J werden durch die Integrale in (A4) dargestellt, wenn man die Funktionen h 
weglaBt, d.h.: 


he L'V,D, 
ad ape . SS 
VD, | Sel Sau ATOy | — Gof gy ae 
jf) 1G Ae ie Se 4) Cofp +a 
0 0 
Is Fails 1 
a+1+ a? — 1% |—_— 
Do 
ey Ps log — é =o (5) 
a*—1 eat aos 
a+t1—Va—1%q Vir) 
2M) Do 
hw 
* cos? a’de 1 ) aD ee eS lca 
JO=VePy | So cere Wale 4 (1 == fs )—— ei are sin 2g De 
0 


Hierbei ist 
1 A 
a(e) = —(E +A), 
&9 
und es wurde a = 1 vorausgesetzt. 

Durch die Substitution e’ = ¢, Gin y eliminiert man in (A4) die Konstanten hw 
und ¢,. Dann ist klar, daB sich die Lésungen der inhomogenen Integralgleichungen 
nicht durch Potenzreihenentwicklung nach der Kopplungskonstanten VW, Dy ge- 
winnen lassen. 
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Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule Braunschweig 


Zur Rotations- und Deformationsgeschwindigkeit 
in der Relativitatstheorie* 
Von 
Max KOHLER 


(Eingegangen am 25. Mai 1959) 


Die zeitartige Weltlinienkongruenz eines materiellen K6rpers wird in invarianter 
Weise mit einem zeitartigen Eigenvektor des Materietensors verkniipft. Mit dieser 
Kongruenz hangen zwei entartete Tensoren zweiter Stufe invariant zusammen, 
deren Komponenten in einem geodatischen Ruhsystem die lokale Rotations- 
geschwindigkeit und die lokale Deformationsgeschwindigkeit angeben. Ihr Ver- 
schwinden charakterisiert die Bewegung ohne Ruhrotation bzw. ohne Deformation. 
Bei Bewegung ohne Rotation in einem geodatischen Ruhsystem ist die Weltlinien- 
kongruenz hyperflachennormal und umgekehrt. Eine solche Bewegung wird also 
durch eine invariante geometrische Eigenschaft der Weltlinienschar festgelegt. 
Die Thomas-Prazession wird mit einem anderen Tensor zweiter Stufe in Zusammen- 
hang gebracht, dessen Komponenten linear homogen von den Komponenten der 
Viererbeschleunigung abhangen. Lésungen der Killingschen Gleichungen liefern 
deformationsfreie Bewegungen. 


Einleitung 


Eine scharfe Definition des Begriffes Rotation materieller Kérper 
stieB schon in der speziellen Relativitatstheorie auf Schwierigkeiten, 
weil es einen ausgedehnten starren K6érper im Sinne der klassischen 
Mechanik nicht geben kann! 4. Bei der Definition der Rotationsbewe- 
gung muB man in der Relativitatstheorie daher von vorneherein der 
Deformierbarkeit der Kérper Rechnung tragen. Sie laBt sich deshalb 
nur fiir das einzelne Volumelement scharf fassen. Dies gilt iibrigens 
auch schon fiir die klassische Mechanik deformierbarer Kérper. 

Die in der Literatur vorliegenden Untersuchungen® gehen meist von 
der Dynamik abgeschlossener Systeme aus und kommen so zum Begriff 
des Gesamtdrehimpulses des Systems. Im folgenden soll nur die Kine- 
matik materieller Systeme betrachtet werden. 

Es sei ein metrisches Feld g;, gegeben, in dem eine Kurvenkongruenz 
gezogen ist, die den zeitartigen Weltlinien der Massenpunkte unseres 
KG6rpers entspricht. Da das metrische Feld durch die Materie im Raum 


* Max von LavE zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 

1 Born, M.: Ann. d. Phys. 30, 1 (1909). 

? HERGLOTZ, G.: Ann. d. Phys. 31, 393 (1910). 

+ WAUE, MovaubehysaZad3, den (Sd2). 

4 NoETHER, F.: Ann. d. Phys. 31, 919 (1910). 

° Vgl. z.B. MotieER, C.: ,, The Theory of Relativity‘, p- 16031ff. Oxford 1952. 
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bestimmt ist, wird auch der betrachtete Kérper einen Beitrag zu diesem 
Felde liefern. Dieser Beitrag wird um so kleiner sein, je kleiner die 
Gesamtmasse unseres Kérpers im Vergleich zu den iibrigen feldbestim- 
menden Massen ist. Die Weltlinienkongruenz unseres K6rpers muB in 
invarianter Weise mit dem Materietensor 7;, des Kérpers verbunden 
sein. Der Tensor 7;, ist im Raum-Zeitbereich unseres K6rpers nach den 
Feldgleichungen aus den Komponenten des metrischen Tensors g;, zu 
berechnen. Wir sehen daher beide Tensoren als bekannt an. Um nun 
den Zusammenhang zwischen der Kurvenkongruenz und dem Tensor TJ,, 
zu finden, betrachten wir das Hauptachsenproblem des symmetrischen 
Tensors 7;,, dem das folgende lineare Gleichungssystem zugrundeliegt: 


Lys = Be," (2 = 1, 2,3, 4). (1) 


Dieses Problem ist bekanntlich vom Bezugssystem unabhangig®. Eine 
kanonische Darstellung des Materietensors T;, sei gegeben durch: 


T= BP S285 P Sie Se AB Se" See Spe) (2) 
(1) @) () (2) (2) (2) (8) (3) (3) (4) (4) (4) 


Darin sind die 8 Wurzeln der zu (1) gehorigen Sakulargleichung und die 
(n) 

s,; die Komponenten von zueinander senkrechten Eigenvektoren. Diese 

(”) 

kanonische Darstellung ist bekanntlich nur dann eindeutig, wenn die 


Eigenwerte 6 voneinander verschieden sind. 

Wir betrachten nur solche Felder, in denen einer dieser Eigenvektoren 
in allen Punkten des betrachteten Raum-Zeitbereichs zeitartig ist und 
eindeutig festhegt. Die Richtung dieses Eigenvektors bestimmt in 
unserem Raum-Zeitbereich eine Kurvenkongruenz, die wir mit der 
Weltlinienkongruenz der Massenpunkte unseres K6rpers identifizieren. 
Man iiberzeugt sich leicht davon, daB diese Definition im Falle inkoharen- 
ter Materie mit der gewéhnlichen iibereinstimmt. Die drei tibrigenEigen- 
vektoren sind dann raumartig und die ersten drei Summanden in (2) 
enthalten in ihrer Summe die Spannungen des Korpers. 

Wesentlich einfacher werden die Verhaltnisse, wenn die Masse des 
betrachteten K6rpers sehr klein ist, so daB sein EinfluB auf das metrische 
Feld klein ist im Vergleich zu dem der iibrigen felderzeugenden Massen. 
Dann kann man naherungsweise die Geometrie als unabhangig von dem 
betrachteten Kérper ansehen. Da diese Annahme darauf hinauslauft, 
daB der Materietensor unseres K6érpers keinen Einflu8 auf die Metrik 
haben soll, steht in dieser Naherung die Kurvenkongruenz in keinem 
Zusammenhang mit der Metrik mehr, der durch die Feldgleichungen 
vermittelt wird. Diese Naherung ist in vielen Fallen ausreichend. Auf 
diesen Standpunkt stellt man sich immer in der speziellen Relativitats- 


6 RISENHART, L. P.: Riemannian Geometry, p. 107ff. Princeton 1949. 
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theorie, wo unabhangig von 7;, die Minkowski-Geometrie angenommen 
wird. 

Im folgenden wird der Maftensor und die Kurvenkongruenz stets 
als bekannt vorausgesetzt. Es wird sich zeigen, da die differential- 
geometrischen Eigenschaften der Kurvenkongruenz aufs engste mit den 
invarianten Elementen der Kinematik des Kérpers zusammenhangen. 
In ahnlicher Weise fiihrt ja auch die Punktmechanik auf das Studium 
der differentialgeometrischen Elemente der einzelnen Weltlinie. 


§ 1 
Alle Weltlinien unseres Kérpers sind zeitartige Kurven, deren Tan- 
gentenvektor s‘ (i =1, 2,3, 4) ein Nichtnullvektor ist. Wir legen ein 
festes Bezugssystem zugrunde, in dem die MaBbestimmung lautet: 


dS o. rdane ae (S14 <0). (3) 
Es besteht die Beziehung: 


$5" E= pees eee (4) 


t] 


Schneiden wir unsere Kongruenz mit einem Raume x*=const, so soll 
jede Kurve in einem Punkte geschnitten werden. 


Neben dem erwahnten Bezugssystem werden wir oft noch ein ge- 
strichenes benutzen, das ein lokal geodatisches Ruhsystem des K6rpers 
sein soll, dessen x’ 4-Achse tangentiell zur Weltlinie durch den betrachte- 
ten Weltpunkt liegt. Ein solches System ist nur bis auf eine Drehung 
um die lokale x’4-Achse festgelegt. In diesem System ist also: 


ds? = dx’)? + (dx'®)? + (d x’)? — (dx'4)? (5a) 
und 
= 0 ale tine tae s'4— 4. (5b) 


Durch kovariante Differentiation von (4) folgt: s;D,s'=s'D,s,;=0. Man 
kann daher stets schreiben: 


D; Sp = Pip — Sj, Up, (6a) 
wobei 
Dis =). aS =O und Titi) Des (6b) 


Der Vektor w* ist bekanntlich der Kriimmungsvektor der Weltlinie 
durch den betrachteten Punkt. Er ist ein zur Weltlinie orthogonaler, 
also raumartiger Vierervektor, und hangt aufs engste mit dem Vektor 
der Viererbeschleunigung zusammen. Ist }, die Viererbeschleunigung, 
so gilt: 

bk — yr DD, VR — 2 sh De Ge c2 a (6c) 
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wo Y' =dx"/dt =cs" die Vierergeschwindigkeit, c die Vakuumlichtge- 
schwindigkeit und dt die Eigenzeit (in sec) bedeuten. Die ersten Glei- 
chungen (6b) folgen aus s,D;s* =0 und u's, =0. 


Durch (6a) ist ein Tensor zweiter Stufe #,, definiert: 
Pik = D; Sk Ss St Dy Sz. (6d) 
Wir zerlegen diesen Tensor in seinen symmetrischen und antisymmetri- 


schen Antell: 4 
hy, = hy; Pun = (Din + Pri) (7a) 
Vin = — Gni = Prin) =F (Pin — Prid- (7b) 


Diese beiden Tensoren /;, und g;,, die durch die Kurvenkongruenz 
in eindeutiger Weise festlegen, haben nun im geodatischen Ruhsystem 
physikalisch einfach interpretierbare Komponenten. In einem solchen 
System hat der Vektor s* die Komponenten (5b). In der Nachbarschaft 
des betrachteten Weltpunktes, fiir die unser Bezugssystem geodatisch 
ist, sind die Werte von s’* (k =14, 2, 3) sehr klein und naherungsweise 
gleich v'*/c, wenn v’* die auf die Eigenzeit bezogene Geschwindigkeit 
im geodatischen Ruhsystem ist und s’4=1 in erster Naherung. Denn 
die Geschwindigkeiten der Nachbarpartikeln sind in einem solchen 
System infinitesimal klein. Es folgt dann also: 


We (Curloxn + cu lon N20. (k= 42,3) 
' , (8a) 
hig = Ng; =0 

und: 
ip == (O0'd x'* — dv’ 0x’ *)\/ac (AO. 
din = (@0" jax'yjac ey 
Jia = ai = O- 


Der Tensor /;, gibt also in jedem geodatischen Ruhsystem einen 
symmetrischen Tensor des Streckenraumes seakrecht zur Weltlinie durch 
den betrachteten Weltpunkt. Entsprechendes gilt fiir den antisymmetri- 
schen Tensor q;,. Nun gilt nach den Grundprinzipien der allgemeinen 
Relativitatstheorie in jedem geodatischen System lokal die Mechanik 
der speziellen Relativitatstheorie. Da letztere fiir kleine Geschwindig- 
keiten mit der klassischen Mechanik iibereinstimmt, kénnen wir auf 
unser geodatisches Ruhystem die Begriffsbildungen der klassischen Me- 
chanik anwenden. Es ist also bis auf den Faktor 1/c der Raumtensor h;, 
nichts anderes als der Tensor der Deformationsgeschwindigkeit, die der 
lokale Beobachter messen wiirde, wobei die Geschwindigkeit auf die 
Eigenzeit bezogen ist. Entsprechend ist g;, nichts anderes als bis auf 
den Faktor 1/c der Vektor der Rotationsgeschwindigkeit der Umgebung 
des betrachteten Punktes in natiirlicher Messung bei substantieller Be- 


trachtung. 
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Es sind also: 

dz, = Chi, ek 1,3.4) (9a) 

Wino Dk (9b) 
zwei Tensoren zweiter Stufe des vierdimensionalen Raumes, deren Kom- 
ponenten in jedem geodatischen Ruhsystem die lokale Deformations- 
geschwindigkeit und die lokale Rotationsgeschwindigkeit in natiirlicher 
Messung angeben. Die Tensoren sind in invarianter Weise mit der 
Kurvenkongruenz verbunden. Wir wollen diese beiden Tensoren die 
Tensoren der Ruh-Deformationsgeschwindigkeit und der Ruh-Rotations- 
geschwindigkeit nennen, um den obigen Sachverhalt zum Ausdruck zu 
bringen. 

Aus den Formeln (8a) und (8b) geht hervor, daB der vom Bezugs- 
system unabhangige Rang (d.h. der Rang der Komponentenmatrix) des 
symmetrischen Tensors d;, héchstens drei und derjenige des antisym- 
metrischen Tensors w;, héchstens zwei ist. Es handelt sich in beiden 
Fallen also um ausgeartete Tensoren mit einer kleineren Zahl von unab- 
hangigen Komponenten als die allgemeinen symmetrischen bzw. anti- 
symmetrischen Tensoren. 

Die Bewegung ohne Ruhdeformationsgeschwindigkeit ist charakteri- 
siert durch: 

di, == 0) at, 23.4) (10a) 


und die Bewegung ohne Ruh-Rotationsgeschwindigkeit durch: 
0,= = 0) (r—=12 34) (10b) 


Dies sind invariante Aussagen. Damit ist gezeigt, daB z.B. die Fest- 
stellung ob ein Volumelement eines Ko6rpers in einem Ruhsystem 
rotiert oder nicht durch invariante Eigenschaften der Kurvenkongruenz 
ausgedriickt werden kann. Auf die einfache differentialgeometrische Be- 
deutung der Bedingungen (10b) gehen wir im nachsten Paragraphen ein. 

Neben den beiden Tensorend;, und w;, spielt der Vierervektor 
b, =u, -c? noch eine besondere Rolle. Im lokalen geodatischen Ruh- 
system hat er drei von Null verschiedene Komponenten, die Komponen- 
ten der Ruhbeschleunigung. 

Aus (6a) folgt durch Bildung des symmetrischen und antisymmetri- 
schen Anteils: 


Diese Gleichung wollen wir in folgender Form schreiben: 
Di, = D,,=¢- Dg sy) =4,, + t,, (11a) 


ip = beg = — C+ SG Upy (14 b) 


| 
\ 


Zur Rotationsgeschwindigkeit in der Relativitatstheorie 253 


und: 
Wi =e ae WW, rs 3 Be Rot; , ao Di; Sr] — Cir I Orr» (11) 


Lg = 9 Sti Up). (4 j| d) 


Beginnen wir zunachst mit der Diskussion der Gln. (11c) und (41d). 
Der Viererrotor W;, des Vektors s* ist (bis auf den Faktor 3c) dargestellt 
als Summe von zwei antisymmetrischen Tensoren w;, und 0;,, wo der 
erste die Ruh-Rotationsgeschwindigkeit bedeutet. Der zweite Sechser- 
vektor 0;, hat auch eine einfache physikalische Bedeutung. Er ist der 
fiir die Thomas-Prazession? § verantwortliche Anteil. Seine Komponen- 
ten sind nach (11d) proportional zu den Komponenten der Viererbe- 
schleunigung 6, und verschwinden mit diesen. Ist w;,=0 lings einer 
Weltlinie, so erhalt man von einem festen Bezugssystem aus die Thomas- 
Prazession®, wenn b,=-0. Die Komponenten von o0,;, im geodatischen 
Ruhsystem sind: 


OO ful te i 2.3 Und ep Oe (12) 


Der Formel (11c) entspricht eine Zerlegung des Tensors W,, in zwei 
Blatter (einfache Bivektoren), die zueinander senkrecht stehen. Denn 
das skalare Produkt der beiden Sechservektoren w;,, undo, , verschwindet, 
da es in jedem geodatischen Ruhsystem Null ist: 


DO =n (13) 


Der Formel (11a) entspricht eine Zerlegung des symmetrischen Tensors 
D,;, in zwei symmetrische Tensoren, deren Rang bzw. hochstens vom 
Rang 3 und 2 ist. Man zeigt leicht, dab hier eine zu (13) analoge Bezie- 
hung gilt: 

eet as): (14) 


§ 2 

Verschwindet im ganzen Kérper die Ruh-Rotation, so bestehen die 
Gleichungen (10b) im ganzen Raum-Zeitbereich des Kérpers. Da das 
Kennzeichen vorhandener Rotation im geodatischen Ruhsystem durch 
W;, 0 ausgedriickt wird, so folgt, daB diese Rotationsbewegung durch 
Anderung des Bezugssystems nicht wegtransformiert werden kann. Diese 
Rotationsbewegung ist von absoluter Bedeutung wie in der klassischen 
Mechanik. Was ist die geometrische Bedeutung der Bedingungen (10b) 
fiir die Weltlinienkongruenz ? 


7 THOMAS, L. W.; Phil. Mag. (7) 3, 1 (1927). 
SMALLER Go Ics om iouis 
DiMigreciai2, (One Veton sy shstssitin 
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Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen daftir, daB die 
Weltlinienkongruenz hyperflachennormal ist, lauten’®: 


Sy Dj Say = (Si Pye 7 Pea + Se Pregl. = 0 (i,7,k=1,2,3,4). (15) 18 


Daraus folgt: 


Das sind aber genau die Bedingungen (10b). Ruh-Rotationsfreiheit des 
Korpers fiihrt also zu einer hyperflachennormalen Weltlinienkongruenz 


und umgekehrt. Weiter ist die Weltlinienkongruenz eines Kérpers mit | | 


Ruh-Rotation sicher nicht hyperflachennormal, weil die Integrabilitats- 
bedingungen (15) nicht erfiillt sind. Auf die absolute Bedeutung der 
Rotationsbewegung in der allgemeinen Relativitatstheorie hat schon seit 


langerer Zeit M. v. Lave™ hingewiesen. Der Vektor b* der Viererbe- | 
schleunigung verschwindet, wenn uw! =0. Sind diese Bedingungen iiberall ff 


erfiillt, so ist die Weltlinienkongruenz geodatisch. Die Bewegung der 
einzelnen Massenpunkte des Korpers erfolgt dann nach den Gesetzen 
der freien Bewegung im Schwerefeld. Die Weltlinienkongruenz ist eine 
geodatische Normalenkongruenz, wenn u' =0 und w;, =0 iiberall. Dies 
hat aber nach (11c) zur Folge: 


Di Sx] = 0 eas Pee (16) 


D ; ; 
ee $=D,F ‘mit «ce? Di Dp Sade (17) 


wo / eine skalare Funktion. 

In diesem Falle laBt sich nun leicht beweisen, daB die Bewegung fiir 
alle Zeiten ohne Ruh-Rotation bleibt, wenn sie es zu einer beliebigen 
Zeit war}, 

§ 3 


Die Kennzeichen der deformationsfreien Bewegung lauten nach (10a): 

Hi, 10. OBR = 1 254A Ne 

Ausfiihrlich geschrieben lauten diese Gleichungen: 
D; 8, + D,s;+ s,s" Dy s, + $, 8" D,s; =0. (18) 


Es soll nun gezeigt werden, daB diese Gleichungen sich auch ergeben 
fiir die Komponenten des Tangentenvektors der Bahnkurven einer ein- 
parametrigen Bewegungsgruppe des Riemannschen Raumes. Zu diesem 
Zwecke gehen wir aus von den Killingschen Gleichungen: 


D;(B sx) + Dx(Bs;)) =0 (1, R= 1, 2,3, 4). (19) 
Dabei ist 6 ein Skalar. 


10 SCHOUTEN, J. A.: Ricci-Calculus, S. 244 ff. Berlin-Gottingen-Heidelberg 1954. 
41 Lave, M. v.: Die Relativitatstheorie, Bd. 2, S. 6. Braunschweig 1953. 
Sesion, Me N23 IL@s S, DASH. 


Pin) = Git = Cin = O- (15a) ff 


Zur Rotationsgeschwindigkeit in der Relativitatstheo rie 255 


Setzen wir B =exp(a), so kénnen wir diese Gleichungen so schreiben: 
D; 8, + D, 8; + s,D;4 +s;D,a=0, (19a) 


Diese Gleichung multiplizieren wir mit s,s, und summieren iiber 7 und &. 
Es folgt: 
SEA AON (19b) 


Die Funktion a ist also konstant langs einer Bahnkurve. Multiplizieren 
wir nun (19a) mit s' und summieren iiber 7: 


SD =D Nae (19c) 


Eliminiert man aus (19c) und (49a) die Funktion a, so folgt genau die 
Gl. (48). 

Der Vektor fs‘ liefert den Operator einer infinitesimalen Transfor- 
mation, die eine einparametrige Transformationsgruppe erzeugt, gegen- 
tiber welcher die MaBbestimmung invariant ist. In einer allgemeinen 
Riemannschen Mannigfaltigkeit kann man tiber die Lésungen der Killing- 
schen Gleichungen allgemein nicht viel aussagen. Im Spezialfall der 
speziellen Relativitatstheorie sind deren Lésungen aber bekannt. HER- 
GLotz}8 hat die einparametrigen Bewegungsgruppen benutzt um defor- 
mationsfreie Weltlinienkongruenzen in diesem Fall zu finden. 


13 HERGLOTZ, G.: 1. c.— G. SALZMAN u. A. H. TAuB: Phys. Rev. 95, 1659 (1954). 


18* 


Zeitschrift fiir Physik 156, 256—264 (1959) 


Department of Chemistry, Cornell University, Ithaka, New York, USA 
Réntgenstreuung in Kérpern mit regelloser Struktur* 
Von 
P. DEBYE 


(Eingegangen am 20. Juni 1959) 


It is shown how small angle scattering can be used to get information on the gross 
structure of a medium with non-crystalline matter distribution. Explicit formulae 
are derived for the special case of a gel with hole structure, where X-ray analysis 
will be appropriate. The scattering intensity is expressed in terms of a correlation 
function C (v) which determines, by C’(0), the specific surface of the gel. If the hole 
sizes are random, the correlation function takes on the analytic form of a simple 
exponential, containing a correlation length a. This correlation length can be 
measured directly by observing the angular distribution of the scattering intensity. 


§ 1. Problemstellung und allgemeine Formulierung der Antwort 

Angenommen, es sei ein Medium gegeben mit regelloser Verteilung 
der Materie. Die Frage sei, was man tiber diese Verteilung aussagen 
kann mit Hilfe von Beobachtungen tiber die Winkelverteilung von Streu- 
strahlung irgendeiner, den Umstanden entsprechend gewahlter Art. 
Wenn es sich um grébere UnregelmaBigkeiten handelt, wird man zum 
Beispiel als primare Strahlung sichtbares Licht wahlen. Fiir die Unter- 
suchung feinerer Einzelheiten wird man die kiirzeren Wellenlangen der 
R6éntgenstrahlung vorziehen. Je nach Umstaénden mag eine materielle 
Strahlung besser geeignet sein. 

Als Beispiel von besonderem Interesse fiir die Katalyse soll hier 
die Struktur von Katalysatoren, die aus getrockneten Gelen bestehen, 
betrachtet werden. In diesem Falle ist es fiir den Chemiker als erstes 
wichtig zu wissen, wie groB die spezifische Oberflache ist. AuBerdem 
méchte er mindestens eine Andeutung haben, wie die Verteilung der 
Poren, nach ihrer Gr6Be geordnet, aussieht. 

In praktischen Fallen ist die spezifische Oberflache von der GréBen- 
ordnung 100 m?/g. Wir werden es im folgenden vorziehen, diese Ober- 
flache nicht auf die Masseneinheit, sondern auf die Volumeneinheit zu 
beziehen. Wenn dann ein Fall vorliegt, in dem wir z.B. eine Substanz 
haben mit 100 m?/cm%, dann ist mit dieser Angabe eine reziproke Lange 
definiert, die 100 A ist. Fiir den Versuch werden wir dementsprechend 
Rontgenstrahlen verwenden. Diese werden eine Wellenlange von rund 
1 A haben, und um eine Aussage zu erhalten tiber die 100mal gréBeren 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
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Langen, die fiir den Aufbau der Substanz makgebend sind, werden wir 
gezwungen sein, die Streustrahlung zu untersuchen im Bereich der 
kleineren Winkel von der GréBenordnung 1/100. Solange wir uns auf 
diesen Bereich beschranken, werden wir mittels unserer Beobachtung 
nichts erfahren kénnen tiber den atomistischen Aufbau der Gel-Materie 
selbst. Diese kann fiir unseren Zweck betrachtet werden als ein Bereich, 
in dem die Elektronendichte konstant ist. 

Dieser Einleitung entsprechend werden wir nun das Problem fol- 
gendermaBen formulieren: 

Es sei in dem Praparat m die mittlere Elektronendichte, die von 
lokalen Schwankungen 6m iiberlagert wird. Ein Volumen V dieses 
Praparates sei mit primarer Réntgenstrahlung von der Wellenlange / 
bestrahlt. Wir fragen, wie groB die Anzahl N* freier, voneinander un- 
abhangiger Elektronen ist, welche unter einem gegebenen Winkel 90 
zwischen Primar- und Sekundar-Strahl dieselbe Streuintensitat geben 
wiirden wie das Praparat. 


Wir setzen 
See (1) 
und benutzen, an Stelle des Winkels @ selber, die Kombination 
AG 
Se 25a. (2) 
Die Diskussion des Problems auf Grund der Maxwellschen Gleichungen 
fiihrt dann zunachst zu einer Charakterisierung der unregelmaBigen 
Struktur folgender Art?: 


Zwei Dinge sind maBgebend. Erstens haben wir zu wissen, was das 
mittlere Quadrat der Dichteschwankungen 


(dn?) 
ist. Zweitens aber ist es unbedingt erforderlich auch noch zu wissen, 
wie groB die Korrelation ist, welche zwischen zwei Schwankungen On, 
und 6, besteht, gemessen in zwei Nachbarpunkten A und B. Dieser 
Zusammenhang kann mittels einer Korrelationsfunktion C(7) beschrie- 
ben werden mit Hilfe der Beziehung 


by (On4 Onp) 
oe (On?) 0) 


In dieser Formel bedeutet 7 den Abstand von A zu B. Die Funktion ist 
dimensionslos, sie beginnt mit 1 fiir 7=0 und endigt mit 0 fiir 7 = ~. 


1 Symposium on the Structure of Non-Crystalline Media, Alfred University 
Suppl. 1958; erscheint in Buchform Sommer 1959, Verlag John Wiley & Sons, 
Inc., New York. 
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Die gesuchte Antwort lautet nun 


jee) 


N* = VOR) [ Cy) ee az, (4) 


wobei die Integration zu erstrecken ist itber den ganzen Raum mit dem 
Raumelement 
DE Gal Ore 


Die absolute Intensitat der Streustrahlung wird gefunden, indem 
zuriickgegriffen wird auf die Tatsache, daB ein freies Elektron einen 
Streuquerschnitt hat von der GréBe 
[tet 2 - 
ole 5) 
eine Formel, in welcher e die Ladung, m die Masse des Elektrons 
darstellt und c die Lichtgeschwindigkeit ist. Der Wert von q ist 
Sibel Operon 
Die Intensitat J der Streustrahlung selber 1m Verhaltnis zur primaren 
Intensitat J) ist dargestellt durch die Formel 
it N*q 1+ cos?@ 
ae = oi abe o (6) 
0 = 
wenn die Primarstrahlung unpolarisiert ist und der Abstand vom 
Praparat mit D bezeichnet wird. 


§ 2. Der spezielle Fall der Lécherstruktur 


Im Falle der Lécherstruktur, einem Medium, in dem die Materie mit 
konstanter Elektronendichte gefiillt ist und abwechselt mit Léchern 
von unregelmaBiger Form und Gr6Be, kann die allgemeine Korrelations- 
funktion durch andere, mehr diesem speziellen Falle angepaBte Funk- 
tionen ersetzt werden. 

Wir denken uns eine starre Linie mit den Endpunkten A und B 
in das Medium hineingelegt, so daB sie nacheinander alle méglichen 
Lagen und Richtungen ohne Bevorzugung einnimmt. Dann werden 
wir mit Hilfe von vier Wahrscheinlichkeitsfunktionen wo 9, #1, @19, @11, 
die Struktur beschreiben kénnen. Der Index 0 soll andeuten, daB ein 
Endpunkt der Linie in ein Loch fallt; der Index 1, daB ein solcher 
Punkt in der Materie liegt. Im Speziellen soll z.B. wy, die Wahrschein- 
lichkeit dafiir sein, daB wahrend Punkt A in einem Loch situiert 1S 
Punkt 6 sich in Materie befindet. Die vier Wahrscheinlichkeiten sind 
nattirlich samtlich Funktionen der Lange 7 unserer Linie A B. 
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Wir bestimmen nun zuniachst die beiden Schwankungen der Elek- 
tronendichte tiber ihren Mittelwert 


Ny, =O 9) =a) (7) 


eine Formel, in der die Porositat, definiert als das Verhaltnis des Loch- 
volumens zum totalen Volumen, mit @ bezeichnet ist. Die beiden 
Schwankungen sind dann einmal die Schwankung A,, in dem materiellen 


Teil und zweitens die Schwankung 4, in den Léchern 
Ay=n—n(1—y) =n (8 
A; =0—2(1 — 9g) = —x(i —Q). a 


Nun k6nnen wir die Korrelationsfunktion berechnen, denn fiir das 
mittlere Quadrat der Schwankungen finden wir 


(4°) =p 4; + (1 — 9) dy =? p(t — 9), (9) 
wahrend das mittlere Produkt der Schwankungen in A und B sich 
ergibt zu 
(A445) = 9 Wo. AE +(1 —@) M11 A +9 Wor 41 A +(1 —@) Mo Ay Ar | (10) 

=n? 9 (1—@) [(Woo— P10) (1 —) + (11-01) #] - 


Dies bedeutet nach unserer Definition der Korrelationsfunktion, daB 


A, Az 
C(7) = — = (Woo — Wi0) (1 — &) + (11 — Wor) Y- (11) 


Nun sind indessen die vier Wahrscheinlichkeiten w;; nicht unabhangig 
voneinander. Sie sind verkniipft mittels dreier Relationen, namlich 


Woo + Mi = 1; Ma ai Og a |, P Wo = (1 — YP) Mo- (12) 


Die Existenz dieser drei Relationen benotigt offenbar keine weitere Be- 
griindung. Sollen diese drei Relationen Festehen, dann miissen alle vier 
Funktionen w;; dargestellt werden kénnen mittels einer einzigen Ab- 
standsfunktion F (7) in der Form: 


My =AU—G)R, wWo=t1—A—-—) Rk; (12a) 
W15= OR; a i ee 
Substituieren wir diese Ausdriicke ftir w;; in unseren Ausdruck (11) fiir 
C(r), dann folgt unmittelbar die einfache Beziehung 
Ct Kr) (13) 


Es ist praktisch, die vier Wahrscheinlichkeitsfunktionen w;,; nicht 
weiter mitzufiihren. Es ist besser, sie von nun an zu ersetzen durch eine 
einfache Wahrscheinlichkeitsfunktion w,, die Wahrscheinlichkeit datfiir, 
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daB unsere starre Linie zwei ungleiche Endungen hat. Diese Wahr- 
scheinlichkeit ist 


W, =P WM, + (1 — 9) Mo = 291 —y) R=2p(1—gy)[1—C]. (14) | 


§ 3. Bestimmung der Korrelationsfunktion 
aus der Intensitatsverteilung 


In $4 wurde angegeben [Gl. (4), (5) und (6)], wie die Intensitat be- 
rechnet werden kann, sobald die Korrelationsfunktion C(v) bekannt ist. 
Dieser Zusammenhang wurde hergestellt mittels des Korrelations- 
integrals 
sinksy A 


Cees ie 
0 


(15) 


in welchem Q2 eine Funktion der Variablen ks oder s/A ist. Diese Be- 
ziehung kann geschrieben werden in der Form 


2\4)\= 2 { 7C(r)sin [2x a r)dr, (16) 


welche unmittelbar fiir eine Fourier-Transformation geeignet ist und 
zur Umkehrung 


7.7) = 2 7 elas sin (227 ates (16a) 
fuhrt. ‘ 

Damit ist, vom rein mathematischen Standpunkt aus gesehen, die 
Aufgabe gelést. In Wirklichkeit ist der Sachverhalt nicht so einfach, 
da fiir die Anwendung von (16a), streng genommen, 2 bekannt sein 
sollte von s/A=0 bis s/A = co, was natiirlich praktisch nie der Fall ist. 

Macht man im Falle unserer Gel-Katalysatoren die Annahme, da 
ihre Lécherstruktur vollkommen regellos ist, dann findet man fiir die 
Korrelationsfunktion die sehr einfache Darstellung? 


Cir) =e *, (17) 


in der a eine konstante Lange ist, die wir als Korrelations-Lange be- 
zeichnen werden. Substitution dieser Funktion in (15) fiihrt zu 


8203 
Q= (1 + A? a2 522 ? (17a) 


> DeBYE, P., H.R. ANDERSON and H. BRUMBERGER: J. Appl. Phys. 28, 679 
(1957). 
3 Siehe auch DeEBYE, P., and A.M. BUECHE: J. Appl. Phys. 20, 518 (1949). 
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was nach § 1 und § 2 eine Intensitatsverteilung bedeutet, welche mittels 
der Formel 

I 1+ cos?*@ nVq 8ana> a 
ly 2 D® (4 + Rats?) ee 
dargestellt werden kann. Diese Formel enthalt neben dem Polarisations- 
faktor den totalen Streuquerschnitt Vg der bestrahlten Elektronen 
im Volumen V dividiert durch das Quadrat der Beobachtungsdistanz 
vom Praparat. AuBerdem enthalt sie 8a mal die Anzahl der Elektronen 
na’, die in einem Kubus mit einer Kartenlange gleich dem Korrelations- 
abstand a enthalten sind. Fiir gréBere Winkel fallt die Intensitat ab 
mit der vierten Potenz von s und damit des Winkels 9 im Bereich der 
hier zu betrachtenden kleinen Winkel. 

Die experimentelle Priifung hat ergeben, daB in der Tat in vielen 
Fallen in einer Figur, in der die reziproke Quadratwurzel der Intensitat 
als Funktion des Quadrates des Streuwinkels 0 aufgetragen ist, die 
gefundenen Werte recht genau auf einer Geraden liegen®. Dies ent- 
spricht Gl. (18). Die Neigung dieser Geraden bestimmt die Korrelations- 
lange a, welche in den untersuchten Fallen etwa 20 bis 30 A war. In 
einigen Fallen waren Abweichungen von der Geraden, besonders im 
Bereiche kleinerer Winkel, zu beobachten. Das bedeutet dann, da in 
diesen Fallen die Loécherverteilung nicht vollkommen regellos ist. Die 
Art der Abweichung, ob zuviel groBere oder zuviel kleinere Locher, kann 
aus dem Vorzeichen der Abweichung erschlossen werden. 


§ 4. Die Korrelationsfunktion und die spezifische Oberflache 


In § 2 wurde gezeigt, wie in unserem Falle der Lécherstruktur die 
Korrelationsfunktion verkniipft werden kann mit der Wahrscheinlich- 
keit ungleicher Endungen der messenden starren Linie [Gl. (14)]. Be- 
trachtet man nun eine sehr kurze solche Linie (y verschwindend klein), 
dann muB diese, falls man ungleiche Endungen haben will, die innere 
Oberflache des Praéparates immer kreuzen, und man bekommt alle még- 
lichen Lagen dieser Linie, indem man der inneren Oberflaéche entlang 
geht. Bezeichnen wir nun die innere Oberflache, die im Volumen V 
enthalten ist, mit S, dann findet man mit Hilfe einer einfachen geome- 
trischen Uberlegung?, da8 in der Grenze fiir verschwindend kurze 
Langen 7 die Wahrscheinlichkeit w, ungleicher Endungen sich ergibt zu 

Wat. (19) 

Andererseits gilt nach Gl. (14), wieder in der Grenze fiir kleine Werte 
von 7, 

wW, = —2p(1 —y)C'(0)r. (19a) 


ie — 
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Wir kommen daher zum Resultat, durch Vergleichung von (19) und 
(19a), daB, sobald die Tangente der Korrelationsfunktion fir 7=0 
bekannt ist, die innere Oberflache berechnet werden kann mittels der 
Formel*® = ; 
S = —49(1 9) C'(0). (20) 
Im Falle der vollkommen regellosen Struktur, wo C(7) eine Exponential- 
funktion ist [GI. (17) ], folgt sofort 


Sie (AGP) 


(20a) 


V a 
In diesem Falle bestimmen also die Porositat und die Neigung der 
Geraden in der am Ende des § 3 diskutierten Figur die GréBe der spe- 
zifischen Oberflache des Praparates. 

Es existiert noch eine zweite Moglichkeit, aus der Streuintensitat 
auf die spezifische Oberflache zu schlieBen, ohne da8 eine Voraus- 
setzung ttber die Form der Korrelationsfunktion gemacht wird. Wir 
sahen, daB die Intensitatsverteilung im wesentlichen durch das Korre- 
lationsintegral 2 der Gl. (45) bestimmt wird. Nun kann man mittels 
partieller Integration fiir 2 eine Reihenentwicklung finden, die nach 
steigenden Potenzen von 1/s fortschreitet!. Das erste Glied dieser Reihe 
ist 

Q=—8nx 


(24) 


und damit wird nach Gl. (4) und (9) die Zahl der aquivalenten unab- 
hangigen Elektronen N*, welche die Intensitat der Streustrahlung 
bestimmen, 

C*(0) 


Rast © 


N* = — 82V n*9(1 — 9) (22) 
Andererseits ist nach Gl. (20) die innere Oberflache proportional C’(0). 
Es folgt demnach schlieBlich 
ee TS) 
N a AN Seg (22a) 
fiir geniigend grofke Werte von s oder @. 

Das Resultat bedeutet, da fiir diese Werte des Streuwinkels (ge- 
ntigend groB, aber immer noch im Bereich der kleinen Winkel, wo die 
Intensitatsverteilung lediglich durch die Lochstruktur bedingt ist) die 
Intensitat mit der vierten Potenz des Winkels abnehmen soll. Ihr 
Absolutwert soll, solange man dasselbe Material mit verschiedenen 


* Diese Beziehung wurde schon frither aufgedeckt in Arbeiten von G. Porop, 
WKolloid-Z. 124, 83 (1951); 125, 51, 109 (1952). 

° Siehe auch das Buch von GuINIER, FOURNET, WALKER and YADOwITCH: 
Small Angle Scattering of X-Rays. New York: John Wiley & Sons 1955. 
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Lochstrukturen untersucht, der GréBe der bestrahlten inneren Ober- 
flache proportional sein. 

Bevor eine Theorie der Streuung vorhanden war, hat R.A. van 
NORDSTRAND aus seinen Kleinwinkel-Versuchen tiber Réntgenstreuung 
den SchluB gezogen® 8, daB 

a) die Streuintensitat fiir gr6Bere Winkel mit der vierten Potenz des 
Streuwinkels abnimmt, 

b) die in diesem Bereich beobachtete Intensitat proportional der 
Oberflache ist, die man aus Adsorptionsversuchen nach der Methode 
von BRUNAUER, EMMEL und TELLER berechnen kann. 

Es mag noch von Interesse sein, einen Ausdruck fiir die mittlere 
Porengr6éBe zu erhalten. Einen mittleren Durchmesser kann man defi- 
nieren, indem man Punkt A im Lochteil des Praparates wahlt und fest- 
stellt, wie weit man im Mittel gehen kann, bevor man die nachste 
Wand trifft. Zu einer Abschatzung dieser mittleren Distanz, und im 
Falle einer vollkommen regellosen Struktur, betrachte man ein Biindel, 
bestehend aus einer groBen Menge Z von starren Linien, von denen jede 
sowohl mit ihrem Anfangspunkt A wie mit ihrem Endpunkt B in ein 
Loch fallt. Man denke sich jetzt alle Punkte A fixiert und lasse die 
Lange 7 von A zu B um eine kurze Strecke # zunehmen. Sollten alle 
starren Linien tiberall senkrecht zur inneren Oberflache stehen, dann 
wiirde man durch diese Prozedur alle solche Linien aus dem Biindel 
verlieren, die mit ihrem Endpunkt 8B in einem Volumen liegen, das ge- 
bildet wird von der inneren Oberflache und einer zweiten Oberflache 
parallel dazu im Abstand h, vorausgesetzt, daB die Richtung von A 
nach B von der Lochseite zur Materieseite zeigt. Dieses ist nur fiir die 
Halfte der Oberflache der Fall. AuBerdem ist die Linie A B nicht senk- 
recht zur Oberflache, sondern kann alle Richtungen innerhalb einer 
Halbkugel annehmen. Diese beiden Dinge zusammen bedingen bei 
der Berechnung des Verlustes an Linien, die mit beiden Enden sich in 
Léchern befinden sollen, das Auftreten eines Faktors 1/4, so daB das 


ganze zu betrachtende Volumen 


Sh (23) 


ist. Das totale Lochvolumen ist wV und damit die Raumdichte der 
Endpunkte 6b 
ae (2 
pV 


6 NORDSTRAND, R.A. VAN, and K.M. Hacu: A.C. S. Meeting Chicago, Sept. 


1953. 
?7 NORDSTRAND, R.A. VAN, and M.F.L. JoHnson: A.C. S. Meeting New York, 


Sept. 1954. 
8 Siehe auch das Buch von GUINIER et al. loc. cit. 
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Substituieren wir nun dy fiir 4, dann ist ersichtlich, daB die Zahl der 
im Biindel enthaltenen starren Linien in ihrer Abhangigkeit von der 
Lange rv durch die Differentialgleichung 
aZz_ oS (24) 
dy 4pV 
beschrieben wird. Dieses bedeutet dann, daB 


nel g 


ZF og AGT (24a) 


und daB die mittlere Lange 7, die wir als mittleren Porendurchmesser 
definiert haben, den Wert 


ae (25) 


annimmt. Mit Riicksicht auf Gl. (20a) kann man dafiir auch schreiben 


a a 

Tere a (25a) 
Es ist ersichtlich, da8 Beobachtungen iiber die Intensitat der Streu- 
strahlung eine Methode darstellen, die spezifische Oberflache zu be- 
stimmen. Dariiber hinaus gibt der Verlauf der Korrelationsfunktion 
AufschluB8 tiber die Verteilung der Porengr6éBe. Vielleicht sollte es noch 
hervorgehoben werden, daB Streuversuche die gesamte Oberflache 
messen, wahrend Adsorptionsversuche naturgemaf8 nur denjenigen Teil 
der Oberflache betreffen, der dem zu adsorbierenden Gas von auBen 
zuganglich ist. 
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Deactivation of the Vibration during the Collision 
of Two Diatomic Molecules* 


By 
KARL F. HERZFELD 
(Received July 20, 1959) 


Die Ubergangsrate von Vibrations- in translatorische Energie wahrend des Zu- 
sammenstoBes zweier Molekiile ist in friiheren Untersuchungen berechnet worden. 
Die Molekiile wurden durch ,,atmende“’ Kugeln angendhert und durch einen 
,Sterischen” Faktor charakterisiert. Durch Beriicksichtigung des gleichzeitigen 
Ubergangs in alle méglichen Rotationszustinde wird der ,,sterische’’ Faktor in 
dieser Arbeit berechnet. 


I. Introduction 


The cross-section for the de-excitation of a vibrational degree of 
freedom by collision is of interest in several fields, e. g. in ultrasonics, 
chemical kinetics, the understanding of processes in flames and gas 
discharges, etc. 

An attempt to calculate this quantity a priori, starting from known 
forces between molecules, has been made in the last few years! 3. How- 
ever, the model considered there did not take into account any orienta- 
tion of the molecules, in other words, it consisted of a spherical mole- 
cule which could undergo “breathing” vibrations, being hit by a point 
molecule. 

If a more realistic model is considered for a diatomic molecule, where 
the forces act between atoms of the colliding molecules and therefore 
orientation has to be taken into account, this introduces automatically 
the necessity of considering combined vibrational-rotational-translational 
energy transfer. Such calculations have been made for specific rotational 
transitions by TAKAYANAGI*:5 und AROESTE®, but are very complicated. 


* Max von LAvE zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 

1 Srawsky, Z., R.N. Scowartz and K.F. Herzre_p: J. Chem. Phys. 20, 1591 
(1952). 

2 Scuwariz, R.N., and K.F. HERZFELD: J. Chem. Phys. 22, 767 (1954). 

3 HERZFELD, K.F.: Relaxation Phenomena in Gases. Chapt. H, in F. Ros- 
sINI, Thermodynamics and Physics of Matter, Princeton: Princeton University Press 
1955. 

4 TaKAYANAGI, K.: Progr. Theor. Phys. (Japan) 11, 557 (1954). 

5 TAKAVANAGI, K., and S. Kanako: Sci. Rept. Saitoma Univ., Ser. A1, 114 
(1954). 

6 AROESTE, H.: J. Chem. Phys. 21, 870 (1953). 
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One can simplify the matter greatly’ by the following considerations : 
The main part of the cross section is determined, for given molecular 
masses and forces, by the amount of energy transferred. If one neglects 
the transfer of rotational energy compared to that of vibrational energy, 
and sums over all possible rotational transitions, one can use summation 
rules for matrix elements and spherical harmonics. This has been done 
for the collision of a diatomic, vibrating molecule with a monatomic 
one’. In this paper, the formulae will be developed for the collision 
between two diatomic molecules, at the same time sharpening up the 
argument in Ref. 7 somewhat. 


II. The Transition Probability 
Let 7, 0, p be the spherical coordinates of the radius vector from the 
center of mass of one molecule to that of the other; consider homo- 
nuclear molecules and let X be the vibrational coordinate of one, and 
let 04, 4; 9g, Pz describe the direction of the two molecular axes. 
Define now: 


4 (kr) 


as the radial part of the normalized wave function describing the relative 
motion, associated with the orbital quantum number7. This is the wave 
function representing the incoming wave plus the elastically scattered 
wave. 

The corresponding wave function for the inelastically scattered wave 


— fy (R'7). 


Y13(X) and w;3(X) are the vibrational undisturbed wave functions of 
molecule A (atoms 1 and 3) before and after transition. 

S(), S(J4),; S(Jg) are surface harmonics normalized for integration 
over the #; the quantum numbers 7, J,, Jp refer to the angular momen- 
tum of the relative motion and to the rotations of molecules 4 and B 
respectively. The corresponding magnetic quantum numbers are implied. 
The direction of incidence is the Z axis. Primed quantum numbers 
designate the values after the transition. N, is the normalization factor 
for the Legendre function P,. 


The total wave function is then 
k 


Y= Ty vis (X) Ss) SUs) > 


k r , 1 , , + , 
Ray Y13(X) » Ds 3 TGA a fy (R'7) S(7’) Sa) S (Je) - 
* HERZFELD, K.F., and T.A. Lirovitz: Dispersion and Absorption of Ultra- 
sonic Waves. New York: Academic Press 1959. 


py i+ AED) B+ 
(1) 
ok 
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We now make the assumption that the perturbation function H, has the 
following form 


A, = H'(r) H"'(X) H''' (angles) . (2) 
The partial cross-section of a vibrational transition is then given by 
fis N13" 7) 
Q'G, Ja» Je) = 2 (524) 4? | f vra(X) H'(X) vial X) aX? x 


x 2 (27 +1) |f(R7) H'(r) fy (R' 7) del? x (3) 


fyesWs (Jz) 2’ S(7') S(Ja) S Ua) Fao! Odom ,dop|*, 


where dw,dw4,dmg are the elements of solid angles for the relative 
motion and the orientation of the molecules A and B. 

We now use the equation for matrix multiplication and get for the 
double sum 


[k eS Peyote) dL” 2S 4) Bat dwdw,dop. (4) 

We sum now up over magnetic quantum numbers for fixed J, and get 8 
_ 2y+1 

UN Sa 5) 


for every value of the argument. 


The fraction of states which has originally the rotational quantum 
number / and a given magnetic quantum number is 


oexp[—oJ(f+1)], (6a) 


re Ey oe (6b) 
82? I kT 

(J moment of inertia). For homonuclaer molecules, one ought to write 
2 in the denominator, but sum only over every second level, giving the 
same result in the end. Replacing summations over Jy and Jp by 
integration, one gets as cross-section, summed over all initial rotational 
states 
ie 


O10) =2 (saz) GO? | [vis (X) H'(%) yia(X) aX 


x (27 +4) Hie ideas (7) 


[LP Ree a 


8 SOMMERFELD, A.: Atombau und Spektrallinien, 2. edit., vol. II, p. 145. 
Braunschweig: F. Vieweg & Sohn 1939. 


4adWpz. 
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III. The interaction energy 


We assume an exponential repulsion between the individual atoms 
of the two molecules A and B. 


cae - Fa 2X "4 oy aa p | — 23# 
H, = H {exp (— ; ) + exp (— 14) + exp/( ; )+ exp ( j }t. (8) 
Let the distance between the center fo the two molecules be 7, and the 


distance between the nuclei 1—3, 2—4 of one molecule be L, the 
molecule A having the vibrational amplitude X. Then 


(9a) 


where [7 is the angle between the direction of the molecular axis of A 
and of ». 


Tepes oe : ee can Wi la 
Neglecting (=) compared to unity, or more precisely (=) & ] 
compared to unity*, we get 
x IE, : 
a= + coal, += (cos Fy — cos Fy) (0b) 
= is supposed to be small compared to unity, while = is not. 
Therefore one can write 
77) ’, x Ye ii P 
TS ye "fexp 57 COS La + 57 (Cos Li — cos I5)| cae ) 
= oi exp ( — =H = [exp = (cos IY, — cos I — 2) + 
+ ape (cos 1; + cos Iz — 2) 4 + 
(10) 


x ib; 
see cos 1}; lexp = (cos I’; — cos I, — 2) + 


ie 
an oe (cos 1;-+ cos [,—2)—exp =| cos I’; +-cus I, —2) 
— exp Sr (— cos I, — cos I, — ay]. 


The first term is responsible for elastic scattering, the second ecg ito 
rotational-translational transitions, the last for combined rotational- 
vibrational-translational transitions, which we are looking for. In the 


* This might not be justified. 
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terminology of equation (2) 


Bo yexp | conti. At) 


If we square H’’’, we get 
(i )\2 == "cosa, {exp a (cos I; — cos I, — 2) +--- | 
++ + 2exp = cos 2) | | 


Since : > 1 this means that, e.g. the first exponential is appreciable 
only if cos I)~1, cos [,~—1 while the double products are always 
smaller than exp (- =| and will therefore be neglected. 


The only appreciable contribution to the integral comes therefore 
from the four terms 


cos*I, exp ~ (+ cos I +cos Ij, — 2) (13) 


in the neighbourhood where the exponent is near zero, e. g. for the first 
term in (10) near cos J’; =1, cos[j =—1. This means that only collisions 
where the axes point in the direction of 7 are effective. It is then suffi- 
cient to calculate the contribution from one summand and multiply 
with 4. 

We will select the term with the exponent + = (cos 1, + cos I — 2). 
We then write ; 
O,=0+ 0,4; Op=0 + Op, | (14) 
Kh GA ass CR Bay Bee 


and use as variables 
0, PY, 64, 9p, XA) XB: 


Then one gets, up to second orders of small quantities, 
— ©, [6% + 88 + sin? 9 (x4 + 73) (15) 


for the exponent, while the factor cos? J); is replaced by unity. 


IV. Evaluation of the integrals 
The integration over dw,4, dw, of the last integral equation (7) gives 
therefore 


Lipper [exp]; (cos I), + cos ly — 2) dog dp 


AE (2c) ae 
= f exp{—= [0% + oh + sin? 9 (74 + 75)l}sin Odd, x | (16) 
AXA wn G ae oe tery OT eee 
“ So sin Od dp 40 ane ™ laa = | = 
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PB. 


Therefore, the result is independent of y; only S(j) =5} gives a con- 
tribution, and one has ; 
x2 PE \2 s Ip i \? 
Ce) f tae sind dp 5? —(—) (17) 
and 
YEN ie ACEO Re sen es | 
C= te) Cea ais (m)*(29 4--1)5 


(18) 


2 


fF PMs iy. 72 i 
| W13(X) 7 Pis(X) dX 


This has now to be integrated over the Maxwell distribution of velocities 
and summed or integrated over 7. 

The result is exactly that presented in Ref. 3 and 7, except that the 
‘steric’ factor is now, for the collision of two diatomic molecules, 


"| fie) HRD ar 


In 7 it was shown that the steric factor for the collision of a diatomic 


molecule and an atom is 
1 


aa 
If (9) is developed to the next approximation, the steric factor is 
ey elare 


where 7, is an appropriate collision distance. 
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Zur Vorfiihrung der Amplituden- 
und der Phasenmodulation* 
Von 
RoW Pout ** 
Mit 5 Figuren im Text 
(Eingegangen am 19. Juni 1959) 
Es werden zwei einfache mechanische Hilfsmittel beschrieben, mit denen man 


Amplituden- und Frequenz- oder Phasen-Modulation vorfiihren und eine Frequenz- 
oder Phasenmodulation in eine Amplitudenmodulation verwandeln kann. 


Als Herr von LAvE und ich diese Zeitschrift gemeinsam herausgaben, 
sprachen wir eines Tages tiber eine Arbeit, in der eine Herstellung unge- 
dampfter Schwingungen durch Selbststeuerung elektrischer Kreise 
behandelt wurde. Herr von LAUE B 
meinte, alles physikalisch Wesent- 
liche einer Selbststeuerung sei be- 
reits in dem mechanischen Beispiel 
der alten Huyghensschen Pendeluhr H 
enthalten. — In Erinnerung an dies 
Gesprach méchte ich heute in dem 
Festheft zu von LAUEs 80. Geburts- 
tag ganz kurz auf zwei andere 
wichtige Schwingungsvorgange ein- 
gehen, die sich besonders sinnfallig 
mit mechanischen Hilfsmitteln vor- 
fiihren lassen. Es sind die Ampli- 
tudenmodulation einerseits, die 
Frequenz- oder Phasenmodulation 
andererseits. 

In Fig. 4 ist ein diinner Stab bei 
I gelenkig am Rande einer rotieren- 
den Kreisflache gelagert. Bei II ; J 2 

i ty Fig. 1. Zur Vorftihrung von Amplituden- und 
durchsetzt er ein abgeschragtes Phasenmodulation 
och im Arm H: Ein Spalt Sp 
blendet ein ganz kurzes Stiick des Stabes aus, und dies wird iiber einen 
rotierenden Polygonspiegel auf einem Wandschirm abgebildet. Man 
erhalt ein sinusférmiges Schwingungsbild mit konstanter Amplitude; 
die Kreisfrequenz dieser Schwingung sei Wp. 

* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 

*x Géttingen, KlopstockstraBe 4. 
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Alsdann wird der Arm H im Sinne des Doppelpfeiles periodisch mit 
der ,, modulierenden‘‘ Frequenz @, hin und her bewegt. Dadurch andert 
sich der Radius der vom Spalt ausgeblendeten Kreisbahn und auf dem 
Wandschirm erscheint eine Sinuskurve mit Amplituden-Modulation, wie 

es in Fig. 2 photographiert ist. Dem zeitlichen Abstand der engsten 
Einschniirungen entspricht eine Kreisfrequenz , = 20. 


Das Schwingungsbild in Fig. 2 l4Bt sich, wie allbekannt, auffassen als die Uber- 
lagerung dreier Schwingungen mit den Frequenzen 9, (@g+@ ,) und (a »—«). 


1 7; 
27, —- 
alan om 
Zeit ——> 


Fig. 2. Registriertes Schwingungsbild bei ae Es zeigt drei Perioden Ty, T, und (als 

Abstand der engsten Einschntirungen) 7, = 4 T,. Ihnen entsprechen die Kreisfrequenzen , fiir die Schwin- 

gung, die moduliert wird, , fiir den Modulationsvorgang, , =2a, fiir das Ergebnis, also die modulierte 
Schwingung 


Die Schwebungen zwischen diesen beiden zusatzlichen Frequenzen lefern die 
Modulations-Kreisfrequenz w,= }@,. — Ist die modulierende Schwingung nicht- 
sinusférmig (wie z.B. in der Sprache), so gibt es statt der zusatzlichen Spektral- 
linien mit den Kreisfrequenzen (@, + @,) und (@» — w,) die von der Technik ,, Sezten- 
bdander“ genannten Banden. 

Zur Vorfithrung der Phasenmodulation ist zwischen den Antriebs- 
motor und den umlaufenden Stab ein mechanischer Phasenschteber ein- 
geschaltet, allbekannt aus dem Differentialgetriebe der Autos. Um die 


WAAWIWVAAANAAA 
Zeit —~ 


Fig. 3. Registriertes Schwingungsbild bei einer Phasenmodulation 


Phase bei laufendem Motor zu andern, wird der Arm A senkrecht zur 
Papierebene mit einer modulierenden Frequenz@, hin und her ge- 
schwenkt. Das Schwingungsbild auf dem Wandschirm (Fig. 3) zeigt eine 
konstante Amplitude und eine sich periodisch andernde Frequenz. Es 
ist das Bild einer Phasen- oder Frequenz-Modulation. 

Bei beiden Arten der Modulation umfahrt das abgebildete Stiick des 
Stabes eine Kreisbahn. Man kann den Bahnradius als Schwingungs- 
vektor betrachten und sagen: Bei der Amplituden-Modulation addiert 
man dem Schwingungsvektor periodisch einen Zusatzvektor in vadialer 
Richtung. Bei einer (hinreichend kleinen) Phasenmodulation hingegen 
ist der periodisch addierte Zusatzvektor in der Bahnebene um 90° ge- 
dreht, er liegt tangential zur Kreisbahn. (Man denke an ein Phasen- 
kontrast-Mikroskop nach F. ZERNIKE!) 

Wichtig ist in Nachrichtentechnik und Optik die Umwandlung einer 
phasenmodulierten Sinusschwingung in eine amplitudenmodulierte. 


a 
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Dazu mu8 man zwei Sinusschwingungen einander uberlagern, die gleiche 
Frequenz und Amplitude haben, jedoch gegeneinander eine Phasen- 
differenz von 90° besitzen. Auf eine Phasenanderung der einen Kompo- 
nente reagiert die resultierende Schwingung mit einer Anderung der 
Amplitude. 


Zur Vorfiihrung dient der in Fig. 4 dargestellte Apparat. Er bedarf 
keiner Erlauterung, héchstens des Hinweises, daB alle vier Zahnriider 


SN 
3 
mn 


at 
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a 


a 


f 


Fig. 4. Zur Umwandlung einer Phasen- in eine Frequenzmodulation 


gleich groB sind. — Nun die Versuche: 1. Die Phasenschieber werden 
nicht betatigt. Die Stabenden I und II laufen mit der gleichen Kreis- 
frequenz Wy, die beiden Schwingungen setzen sich zu einer resultierenden 


Spalt 


Ar 


Fig. 5. Besteht zwischen den Stab-Enden I und II eine Phasendifferenz m= 90°, so bewirken kleine Phasen- 
anderungen im Sinne des Doppelpfeiles Anderungen der Amplitude des vom Spalt ausgeblendeten 
Stabstiickes 


Sinusschwingung zusammen. Ihre Amplitude 4, hangt von der Phasen- 
differenz y ab. Das zeigt man, indem man die Phasendifferenz langsam 
mit dem rechten Phasenschieber verandert. Bei w= 90° (wie in Fig. 5) 
wird AA,/Ag am groBten. 

2. Man stellt mit dem rechten Phasenschieber bei ruhendem Motor 
die Phasendifferenz vy =90° her, setzt den Motor wieder in Gang und 
betatigt den linken Phasenschieber periodisch. Ohne die zweite Schwin- 
gung ergab das eine phasenmodulierte Schwingung wie in Fig. 3, mit der 
zweiten Schwingung erhalt man aber jetzt statt ihrer eine amplituden- 
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modulierte wie in Fig. 2. Durch langsames Verstellen des rechten Phasen- 
schiebers kann man nach Belieben zwischen beiden Modulationsarten 
wechseln. Das mag geniigen. 

Zum Schlu8 zur Vermeidung von Mibverstandnissen noch zwei Be- 
merkungen : 

4. Grundtatsachen der Schwingungs- und der Wellenlehre, z.B. 
Lissajous-Bahnen und Wellenbeugung, werden in zunehmendem Mabe 
mit elektrischen Hilfsmitteln vorgefiihrt, und zwar oft in sehr eindrucks- 
voller Weise. Das soll in keiner Weise kritisiert werden. Nur soll man 
nicht vergessen, daB die gleichen Dinge bei geringerem Aufwand mit 
mechanischen Hilfsmitteln gebracht werden k6onnen. 

2. Es gibt Falle, z.B. die Entdampfung von Schwingungen, in denen 
eine Kombination elektrischer mit mechanischen Hilfsmitteln einer Be- 
schrankung auf mechanische Hilfsmittel durchaus tiberlegen ist. 
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Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitat K6ln 


Zur Lorentz-invarianten Formulierung 
der kanonischen Bewegungsgleichungen 
in der Punktmechanik*« 


Von 
FRITZ SAUTER 
(Eingegangen am 14. Mai 1959) 


Vermittels des Hamiltonschen Variationsprinzips wird gezeigt, daB sich die kano- 
nischen Gleichungen der Hamiltonschen Punktmechanik in Lorentz-kovarianter 
Form schreiben lassen. Ferner wird die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung 
in invarianter Form angegeben und ihre Aquivalenz mit den kanonischen Glei- 
chungen nachgewiesen. 


Im folgenden soll die Frage untersucht werden, ob man den Hamil- 
tonschen kanonischen Formalismus der Punktmechanik in einer Form 
durchfiihren kann, welche die relativistische Invarianz der auftretenden 
Gleichungen in jedem Einzelschritt des Rechnungsganges unmittelbar 
erkennen laBt. Es geht also um die Frage, ob sich das bekannte, zwar 
gegen Beriihrungstransformationen, nicht aber gegen Lorentz-Trans- 
formationen invariante System der zwei Vektorgleichungen 

dp, 0H diy. OH (1) 

dt ax,’ dt OP, 
im gewohnlichen dreidimensionalen Raum unter Wahrung seiner In- 
varianz gegeniiber Beriihrungstransformationen in ein System von zwei 
Vektorgleichungen im vierdimensionalen Raum umformen laBt**. In 
diesem neuen Gleichungssystem wird natiirlich an die Stelle der ge- 
wohnlichen Zeit ¢ als unabhangige Verdnderliche die Eigenzeit t des 
Massenpunktes treten miissen, definiert durch 


fo cas (2) 


Dann liegt die Vermutung nahe, die sich auch tatsachlich spater be- 
statigen wird, daB dieses neue Gleichungssystem fiir die vier Koordi- 
naten x, ={x,, %,=7ct} und die vier Impulskomponenten #, = {f,, 4 = 
tE/c} die Form 


dpy_ 7 8G dy _ pp 8G 3 
ae Pan Ee ap, (3) 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
*x Hier und im folgenden laufen lateinische Indices, auch in Summen, stets 


yon 1 bis 3, griechische Indices von 1 bis 4. 
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haben wird. Dabei miissen die beiden hier auftretenden Funktionen F 
und G der x, und #, naturgema8 relativistische Invarianten sein, 
wobei G nach (3) auf der richtigen Bahn konstant ist: 


| 
T 


dG _ (22 dx, 


aG dpe) 
dt On, at 


= { 
Op, at} Oe (4) 


Uberdies wird F durch G eindeutig bestimmt; denn da zwischen den | 


Geschwindigkeitskomponenten u,=dx,/dt stets die Beziehung 


De (5) 
besteht, mu8 nach der zweiten Gl. (3) stets 
Po ef ot (6) 
OP» 


gelten. Man erkennt iibrigens daraus, daB das System (3) auBerdem 
noch invariant ist gegeniiber einer Art Eichtransformation der Form 


C30 S06 Far] hidoue. (7) 


DaB Gleichungen der Form (3) im Spezialfall / =1 richtige Be- 
wegungsgleichungen darstellen, wurde von G. Fark! durch direkte 
Bestimmung von G als allgemeines Integral von (6) gezeigt; durch Ein- 
setzen dieser G-Funktion in das System (3) und Beriicksichtigung von 
G=const. nach (4) kam FaLk auf Bewegungsgleichungen, welche for- 
mal mit denen fiir einen geladenen Massenpunkt im elektromagneti- 
schen Feld tibereinstimmen. Ebenfalls auf Gleichungen der Form (3) mit 
F =1 kam auch W. MaAckeE? aus gewissen Invarianzbetrachtungen. 

DaB die Gln. (3) tatsachlich die allgemeinste kanonische und gleich- 
zeitig relativistisch invariante Form von Bewegungsgleichungen dar- 
stellen fiir alle Probleme der Punktmechanik, bei denen eine Hamilton- 
Funktion H im Sinne von (1) und damit auch eine Lagrange-Funktion 
existiert, soll hier durch direkte Ableitung aus dem Hamiltonschen 
Prinzip gezeigt werden. Es werden sich dabei einige bemerkenswerte 
Zusammenhange ergeben, die nicht nur das Verstandnis des kanonischen 
Formalismus erleichtern, sondern auch fiir seine Ubertragung auf die 
Quantenmechanik von Bedeutung sind. 

Den Ausgangspunkt bildet die Lagrange-Funktion L=L(x,, v,, 2), 
die von den als Zeitfunktion gedachten Teilchenkoordinaten »x,, von 


1 Fark, G.: Z. Physik 132, 44 (1952). In der Falkschen Arbeit wird zwar mit 
dem Spezialfall F = 1, jedoch mit dem Linienelement 


ds? = 2'g,,, dx” dxt 


der allgemeinen Relativitatstheorie gerechnet. 
2 MackE, W.: Z. Naturforsch. 7a, 76 (1952). 
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den daraus folgenden Geschwindigkeitskomponenten v,= dx,/dt und 
allenfalls auch explizit von der Zeit abhangen kann. Aus dem Hamilton- 
schen Variationsprinzip 


df Ldt=0 (8) 


bei festgehaltenem Anfangs- und Endpunkt [0x; (¢,) = 6%; (t:) =0] folgen 
dann als Eulersche Gleichungen 


a Chas (0) 


dt \dv, Ox p 


die Bewegungsgleichungen des Problems. 

Zu den kanonischen Gln. (1) kommt man dann bekanntlich da- 
durch, da man zuniachst die den Koordinaten x, zugeordneten Impuls- 
komponenten #, durch 


EC, 
pr = Fe (10) 


definiert, so daB die Bewegungsgleichungen (9) in der Form 


per UieoD (11) 


aks 0x5 


geschrieben werden kénnen. Ferner hat man sich die Gln. (10) nach 
den v, aufgelést zu denken und mit diesen die Hamilton-Funktion 


Lb eas (12) 


zu bilden, die somit als Funktion der Koordinaten, der Impulskompo- 
nenten und allenfalls auch der Zeit erscheint. Dann folgen aus (12) 
durch Differentialbildung unter Verwendung von (10) und (41) in be- 
kannter Weise die Gln. (1). 

Um nun aber aus dem Hamiltonschen Prinzip zu Gleichungen der 
Form (3) zu gelangen, legt es nahe, dieses in Viererschreibweise zu 
formulieren und das Variationsprinzip dann direkt zu lésen. Fiihrt 
man daher in (8) als unabhangige Veranderliche statt ¢ die Eigenzeit 
ein, so lautet das Variationsprinzip nunmehr 

P 


df L,dt=0, (13) 


12 


wobei das t-Integral zwischen den festgehaltenen ,,Viererpunkten™ 
P= {4 und P, = {x?)} zu erstrecken ist. Wegen (2) gilt ftir die neue 
Lagrange-Funktion Ly, die naturgemaB eine relativistische Invariante 
sein mub, 

Ld: Uy) a = = L(x, %, t). (14) 
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Die Formulierung (13) des Hamiltonschen Prinzips bringt nun aber 
zwei Schwierigkeiten mit sich: Erstens sind die vier Geschwindigkeits- 
komponenten u, nicht mehr von einander unabhangig; vielmehr besteht 
zwischen ihnen die Beziehung (5), die man als Nebenbedingung zum 
Variationsproblem hinzuzunehmen hat. Zweitens liegen Anfangs- und 
Endpunkt in der t-Skala nicht fest, so daB man bei Durchfiihrung der 
Variation auf die Veranderung des Integrationsintervalls achten muB. 

Die Verhaltnisse sind hier analog denen bei der Anwendung des 
Fermatschen Satzes in der geometrischen Optik, wo das dreidimensio- 
nale Variationsproblem 

6 f n(x,)ds =0 


1 


zu lésen ist mit der Nebenbedingung 


und mit einer bei der Variation ebenfalls veranderlichen Bogenlange s 
zwischen den festgehaltenen Punkten P, und P. 

Zur Auswertung des Variationsproblems (13) ist es daher am besten, 
doch wieder von 7 zu ¢ als Integrationsvariable tiberzugehen. Dann 
kann man die Viererkomponenten uw, der Geschwindigkeit durch deren 
gewohnliche Komponenten v, ausdriicken vermittels 

¥. Vp ml NG 

Oe ie ay ee ae us 
wodurch die Nebenbedingung (5) automatisch erfiillt ist. Nicht aber 
ersetzen darf man L, durch L nach (14), da dies wieder genau zum 
iiblichen Formalismus fiihren wiirde. Der fiir das Folgende entschei- 
dende Gesichtspunkt liegt gerade im Beibehalten der als relativistische 
Invariante erkannten Funktion Ly(x%,, w,), d.h. in der direkten Lésung 
des Variationsproblems 


i 
a fe SC AE u,) V4 — -vicdti =0. 
5 


Die baie Eulerschen Gleichungen lauten 


aap 
a Ov, me ot — ae Oy | fret sont (16) 
und fiir die Impulskomponenten ergibt sich nunmehr statt (10) die 
Darstellung 
by = ae-(L oft — v2/c?). (17) 


Durch elementare Zwischenrechnung vermittels (15) folgt hieraus 


= tg Lo) : (18) 
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Die Struktur dieser Formel legt es nun nahe, die drei raumlichen Impuls- 
komponenten #, durch die vierte Komponente ~,=7E/c zu erganzen 
und von der gewoéhnlichen Vektorgleichung (18) zur Vierergleichung 


ie ips a u, —L] (19) 


Ou, A . OU, 


tiberzugehen, wobei dann die vierte cde als eine Art Definitions- 
gleichung anzusehen ist. Man hatte aber auch statt t=x,/ic eine 
andere, mit t abschnittsweise monoton laufende Veranderliche x, als 
unabhangige Variable einfiihren kénnen; dann ware man bei konse- 
quenter Ubertragung der obigen Rechnungen auf diesen Fall wieder zur 
gleichen Impulsformel (19) gelangt, und zwar diesmal mit » + J. SchlieB- 
lich kann man den Ubergang von (18) nach (19) auch mit der relati- 
vistischen Kovarianzforderung fiir alle aus einem invariant formulierten 
Variationsproblem abgeleiteten Vektorgleichungen begriinden *. 

Aus der Impulsformel (19) folgt nun durch skalare Multiplikation 
mit der Vierergeschwindigkeit wegen (5) die Beziehung 


2 p,u, = Ly. (20) 


Offenbar stellt diese merkwiirdige Beziehung einen Zusammenhang dar 
zwischen den Koordinaten x,, den Geschwindigkeitskomponenten w, 
und den durch (19) neu eingefiithrten Impulskomponenten #,, der unter 
allen Umstanden erfiillt, also ein Integral der (noch abzuleitenden) 
Bewegungsgleichungen sein mu8. Eliminiert man aus ihr vermittels 
(19) die Impulskomponenten ohne Beriicksichtigung der Nebenbedin- 
gung (5), so erhalt man 

OP a Pa, es u, —L 0} (Lue +c) = mF(L ue +c), (24) 


Gy Ou, 


wenn zur Abkiirzung (auch in Hinblick auf die spateren Ausfithrungen) 


py fueas Uj Le = mer (22) 
Ou, 

eingefiihrt wird. Da F im allgemeinen von 0 verschieden sein wird, 
ist die Beziehung (20) inhaltsgleich mit der stets erfiillten Beziehung (5) 
zwischen den Geschwindigkeitskomponenten. Denkt man sich aber 
umgekehrt die Gln. (19) nach den w, aufgeldst und die so gefundenen 
u,-Werte in (20) eingesetzt, so findet man, daB eine bestimmte Funktion 
— Koordinaten und der Impulskomponenten stets verschwinden mubB. 


* Es ist vielleicht nicht iiberfliissig darauf hinzuweisen, daB sich die Formel (19) 
keineswegs andert, wenn man wegen der Nebenbedingung (5) ein in Ly enthaltenes 
c2 etwa durch — Jw? ersetzt. Dann wiirde zu jeder Ableitung 0L,/¢u, das Zusatz- 
glied — 2u,0L,/éc? hinzutreten; doch fallen diese Zusatzglieder wegen der Neben- 


bedingung (5) wieder aus (19) heraus. 


2 


r4 
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Die Bewegung im achtdimensionalen Phasenraum der x, und der /, 
mu also stets auf einer bestimmten Hyperflache verlaufen, deren | 
Gestalt durch die in Ly enthaltene physikalische Struktur des Problems | 
gegeben wird. Die Gleichung dieser Hyperflache lautet 


G(a,, p,) =0, (23) 


wenn man (wiederuin in Hinblick auf das Folgende) die Abkiirzung 


BF i oa < G (24) 
einfiihrt und hierbei die Geschwindigkeitskomponenten durch die x, 
und die p, ausgedriickt denkt. 

Die Existenz eines Integrals der Bewegungsgleichungen von der 
Form (23) ist im Grunde altbekannt. Man erkennt dies, wenn man in 
(20) vermittels (14) und (15) von Ly und von den wu, zu L und zu den v, 
iibergeht. Dann erhalt man aus (20) die Beziehung 


+16), =2 py, =. (25) 


Nun ist hier die rechte Seite nach (12) genau die gewohnliche Hamilton- 
Funktion H, sofern man die v, durch die #, ausgedriickt denkt. Daher 
ist (25) identisch mit der Gleichung 


E =H(%q, bp), (26) 


welche die Energie als Funktion der Koordinaten x,, der Impulskompo- 
nenten p, und der Zeit ¢ gibt *. 


* Aus dem Obigen geht erneut hervor, daB die Hamilton-Funktion H nicht 
a priori die System-Energie E darstellt, sondern daB sie nur fiir eine im Sinne des 
Hamiltonschen Prinzips richtige Teilchenbahn mit E iibereinstimmt. 

Besonders deutlich wird dieser Unterschied beim Ubergang zur Quanten- 
mechanik. Dort entsprechen den Impulskomponenten p, in einer Koordinaten- 
darstellung die Operatoren —ihé/éx,; analog gehért aus Kovarianzgriinden zur 
Komponente p, der Operator —ihé/éx4, also zu E = —icp, der Operator ihd/dt, 
nicht aber etwa der Hamilton-Operator H(*,, —ihé/éx,, t). Daher gelten die 
Vertauschungsrelationen in der Form 


Py%p— %pby = — th Con ee Key Py = jl D, Be chy 


wahrend der Hamilton-Operator unter allen Umstanden mit ¢ vertauschbar ist. 
Dementsprechend ist das Eigenwertspektrum des Operators fy und damit auch 
des Operators E, ebenso wie das der Operatoren Py, Pz, Py, Von vornherein kon- 
tinuierlich. Und erst die Einfiithrung der mit der charakteristischen Beziehung 
(23) inhaltlich tibereinstimmenden Gl. (26) als Operatorengleichung in die Quanten- 
mechanik etwa in der Form 


se ORD 
IEPs 12 = Hi = 
GP oe at 


fiihrt zu einer durch das spezielle Problem bedingten Auswahl von Energieeigen- 
werten. 
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Zwei Beispiele mégen zur Veranschaulichung der vorstehenden Ausfiihrungen 
dienen: Erstens sei die Bewegung eines geladenen Massenpunktes (Ladung e, 
Ruhemasse ee in einem gegebenen elektromagnetischen Feld mit den Potentialen 
={A,, Ag, Aj} und @ betrachtet. Die Lagrange-Funktion L wird dann gegeben 

urch —— 


evapo 
— —me|/1 ~4 


aes atk Ap—eg. 
Zu ihr gebort nach (14) die invariante Lagrange-Funktion 
aun ae 
Lo] ne =u, A,, 
c 


wenn man die elektromagnetischen Potentiale zum Vierervektor A, ={4,, 4,;=i9} 
zusammenfat. Daraus folgen nach (19) die Impulskomponenten 


é 
Py = mu, + A Zalee 


Fiir die durch (22) definierte HilfsgréBe F ergibt sich 
JE = 4, 
wahrend die Hyperflache im Phasenraum, auf der die Phasenbahn des Massen- 
punktes liegt, nach (23) und (24) durch die Gleichung 
/ @ 2 
2mG = 2b, - 4,) + mc? = 0 
c 


gegeben wird. Ihre Auflodsung nach f, bzw. nach E fiihrt auf die bekannte Energie- 
beziehung 


(Eh see TET se \e( Ge (p— eat) + (mc)? + eq. 
Zweitens sei die invariante Lagrange-Funktion 
Lo = — mc? — P(x,) 


betrachtet, in der ® eine nur von den Koordinaten und der Zeit abhangige, irgend- 
wie vorgegebene Funktion darstellt. (Ein solches Glied wiirde etwa in einer klas- 
sischen Behandlung der Wechselwirkung von Nukleonen oder Elektronen mit 
m°-Mesonen auftreten.) FaBt man dieses Glied mit dem Massenglied in Ly zu 
einer ,,effektiven’‘ Masse m= m-+ @/c2 zusammen, so werden die Impulskompo- 
nenten nach (19) gleich a es 


und fiir die charakteristische Gl. (23) ergibt sich 


2mG=DTpime=o. 
Bemerkenswerter Weise wird hier F nicht gleich 1, sondern gleich einer Raum- 
Zeit-Funktion; nach (22) gilt 

F=mm=1+ Ome. 


Erganzend sei noch angefiihrt, daB die Bewegungsgleichungen in dem vorliegenden 
Fall durch 


DSO FRITZ SAUTER: 


gegeben werden, wie man leicht durch Ubergang zur L-Funktion oder auch direkt 
aus (28) bestatigt. 
Nach diesen Zwischenbemerkungen mégen nun aber endlich aus | 

dem oben entwickelten Formalismus die gesuchten Bewegungsglei- | 
chungen abgeleitet werden. Den Ausgangspunkt fiir das Folgende bilden 
die Eulerschen Gln. (16), die sich wegen der Impulsdefinition (17) 
nach Einfithrung der Eigenzeit in der Form 

dp, _. OL, 07) 


dt Ox, 


schreiben lassen. Da sich diese Dreiergleichung zur Vierergleichung 


lee Ox 


erweitern l4Bt, erkennt man durch Ableitung der Beziehung (20) langs 
der Bahnkurve nach Tt: 


Hier heben sich die zweiten Summen links und rechts gegeneinander 
weg, da der Vierervektor p,—0L,/0x, wegen (19) und (5) senkrecht 
auf der Viererbeschleunigung du,/dt steht. Dann folgt aber aus der 
Gleichheit der ersten Summen auf beiden Seiten wegen der Giiltigkeit 
von (27) auch die von (28). 

Das System (28) besitzt nun aber noch nicht die gesuchte Form 
des ersten Satzes von (3), da hier auf der rechten Seite nicht die x,- 
Ableitungen bei festgehaltenen Impulskomponenten, sondern die bei 
konstanten Geschwindigkeitskomponenten stehen. Fiir diese restliche 
Umformung ist es angezeigt, auf die Beziehung (21) zuriickzugreifen, 
die sich wegen (24) auch in der Form 


Zs, by = Le 4 2EG (29) 


schreiben 1a8t. (Da im folgenden die Ableitungen von G nach den x, 
und den /, benétigt werden, darf hier noch nicht G =0 gesetzt werden.) 
Nun denke man sich Ly als Funktion der x, und u,, jedoch G als Funk- 
tion der x, und #, dargestellt, ferner iiberall die w,-Komponenten durch 
die x, und #, ausgedriickt. Dann differenziere man die ganze Gleichung 
einmal nach x,, zum andern Male nach 4#,, fiihre dann fiir das explizit 
vorkommende #, den Wert (19) mit (22) ein und setze schlieBlich G =0. 
Man erhalt so die beiden Beziehungen 

aly _ _ ¢ 86 aG 


—<—. «== —-— — fr 


Ox, (ean a ap, ’ 
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welche in Verbindung mit (28) genau auf die eingangs vermuteten 
Bewegungsgleichungen (3) fiihren. 

Mit der Ableitung des Gleichungssystems (3) ist die hier gestellte 
Aufgabe gelést*. NaturgemaB enthalt dieses nichts grundsatzlich Neues 
gegentiber der tiblichen Form der Bewegungsgleichungen, auBer einigen 
bei seiner Ableitung herausgetretenen neuen Gesichtspunkten bzw. 
Zusammenhangen. Dennoch kann es allenfalls auch fiir die Rechen- 
praxis bei konkreten Bewegungsproblemen von Vorteil sein, wie am 
folgenden Beispiel gezeigt werden mége. 

Gefragt sei nach der Bewegung eines urspriinglich ruhenden freien Ladungs- 
tragers infolge der Einwirkung einer dariiber streichenden Lichtwellengruppe. 
Und zwar sei diese Wellengruppe beschrieben durch p=0, A= {0, A, O} mit 
A=A(t—42/c), so daB E,y=B,=—A’/c gilt, wahrend alle iibrigen Feldkompo- 
nenten verschwinden. Die Form der Funktion A sei dabei ganz willkiirlich. Nun 
ist hier f = 1, wahrend 


G= 5, {Pit (be = 4) + E+ PE + meal 
2m l (ee e) 


wird. Somit gilt nach (3) 


apy OG e ( @ 4)’, 

dt Ox mc® \ C 

ap, 1 a baal (6 e A)a’, 

at UG Ob imc? C 

dp, _ 4h _, 

dt dt / 
i=4 (2 : A), OE Ne Ga ats a 
dt m \ 6 at m 


Also wird zunachst 
Po = Pe= 0; 432 = O- 
Ferner gilt offenbar 


(b+ iby) = 0, dh. ~,-i1p,=—mc. 


Da fiir die richtige Bahn G=O sein mu8, kann man daraus unter Umgehung der 
Integration der Impulsgleichungen unmittelbar p, und ~, berechnen; es wird 


e2 42 
’ 
2m c3 


er AZ 
aa 


f= py=ilmes 


* Die von G. Fark (Il. c.) angegebene, relativistisch kovariante Form der kano- 
nischen Gleichungen fiir den Fall eines Massenpunktes im elektromagnetischen 
Feld erhalt man aus (3) bei Umschreibung auf die hier verwendete Bezeichnungs- 
weise durch die Transformation [im Sinne von (7) ] 


G > B(G) = — cm? —2amG, FF \1—2G/me, 


wobei auf der richtigen Bahn G = 0 zu setzen ist. 


284 FRITZ SAUTER: 


Man bestatigt leicht, daB diese Impulsausdriicke die obigen Gleichungen fir 


dp,/dt und dp,/dt befriedigen. Ferner folgt aus p+ ipy=—me unmittelbar 
: (4 tiaj=—c, dh. m4 =r —clt— QO) DyAie ESE =e. 
dt 


so daB A nur eine Funktion von t wird. Daher gilt als Parameterdarstellung der 


Bewegung 
Ks 
ly 2 2 e2 / rh 
ee ee ere ee [ aeyav, 
dt 2m? 3 2m , 
—oo 
t 
y, é , / 
elle IS ace 
dt mC mC 
—co 
13 
2 42 2 > 
Oe gk oe ee [ ar(r)ar’ 
dt 2m? c4 2m? ct x 


Daraus kann man bei Kenntnis von A(t) unmittelbar Lage und Bewegungszustand 
des Ladungstragers nach vollstandigem Dariiberstreichen des Weilenzuges ab- 
lesen. [Man beachte, daB bei einer Wellengruppe mit A(— oo)=0O durchaus 
A(+ co)+0 sein kann!] Man erkennt daraus, daB wu, sicher nicht negativ wird, 
da8 also der Ladungstrager durch die Wirkung des Strahlungsdrucks stets in 
Fortschreitungsrichtung des Wellenzuges verschoben wird und sich nach dessen 
voélligem Dariiberlaufen im allgemeinen noch in dieser Richtung bewegt, wahrend 
iiber das Vorzeichen der Geschwindigkeitskomponente in der Feldrichtung im 
allgemeinen nichts ausgesagt werden kann. 

SchlieBlich sei noch gezeigt, wie sich aus der Lorentz-invarianten 
Formulierung (13) des Hamiltonschen Prinzips in einfachster Weise 
das vierdimensionale Gegenstiick zur Hamilton-Jacobischen partiellen 
Differentialgleichung der gew6hnlichen Mechanik gewinnen laBt. Den 
Ausgangspunkt bildet die fiir die richtige Bahn zwischen den zwei 
Raum-Zeit-Punkten berechnete Wirkungsfunktion 

Tt (P) 
Wi? Pye Lode, (30) 
t (Fy) 
die sich als Funktion der Koordinaten x!” des Anfangspunktes und x, 
des Endpunktes darstellt. Zu vergleichen ist nun dieser Wert der 
Wirkungsfunktion mit dem fiir eine benachbarte Bahn von P, zu einem 
Punkt P’ in der unmittelbaren Nahe von P, dessen Koordinaten x, + 6x, 
sein mégen*. Dann gilt offenbar 


dW =W(P,, P’) —W(B,, P) = 


(34) 


Man kann diesen Wert aber auch aus dem Integral berechnen, indem 
man das Integral langs der richtigen Bahn von P, nach P’ in ein solches 


* In gleicher Weise kann auch eine Variation des Anfangspunktes FP, beriick- 
sichtigt werden. 
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aufspaltet von FP bis zu einem Punkt P’’ auf dieser Bahn, in dem die 
Eigenzeit den gleichen Wert hat wie auf der urspriinglichen Bahn im 
Punkt P, und in das Integral von P’ bis P’. Die Verschiebungskom- 
ponenten von der urspriinglichen Bahn zu der von P, nach P” bei 
jeweils festgehaltenem Parameterwert t mégen 6@x,(z) heiBen, die 
von P’’ nach P’ entsprechend 6®)x,. Dann gilt jetzt 

1(P) 


OY Ly dt +L, dt. 
) 


ow 


) 


t ( 


Nun folgt aus (28) und (19) unter Beriicksichtigung von Yu,du, =0 
AO Dd a oy Ebay, 
0 ox, v du, v 


_— y 4by sa) Oye x 
=e 5a x, + Lp, 6a hy = qe (24,6 “esas 
also 
t(P) 
f ML dr = Lp, 6x, (r(P)), 
Py) 


x( 
ferner unter Verwendung von (20) 
LO OG ae 
Daher wird, da 69) x, (r(P)) + 6®)x, gleich dem 6x, der Beziehung (31) ist, 
OW = 2 D0%,. (32) 


Der Vergleich mit (31) ergibt wegen der vélligen Willktir in der Wahl 
von 6x, unmittelbar 
ow 


Py = Oty - (33) 
Setzt man daher in die charakteristische Beziehung (23) des betrachteten 
Problems fiir die Impulskomponenten die Koordinatenableitungen der 
Wirkungsfunktion ein, so kommt man zur modifizierten Hamilton- 
Jacobischen partiellen Differentialgleichung des Problems in der Form 


G(%, Fn) = 9: (34) 

Hat man fiir diese Gleichung ein der Struktur der Anfangsbedin- 
gungen angepaBtes partikulares Integral gefunden, so gewinnt man aus 
dieser Loésungsfunktion W, die auBer den x, noch vier Integrations- 
konstanten «, enthalt, durch Ableitung nach den x, entsprechend (33) 
wieder die Impulse. Die vier weiteren Beziehungen 


oW =f, (35) 
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mit den vier neuen Konstanten f,, (von denen aber die eine, die der | 


additiven Konstante in W entspricht, automatisch = 1 wird) ermég- | 


lichen die Berechnung der x, und damit auch der #, als Funktionen der f 
sieben wesentlichen Konstanten «, und f,,, entsprechend den sieben 
Anfangsbedingungen des Systems (fiir die vier x, und die drei »,). 

DaB die Gln. (33) bis (35) tatsachlich die Bewegungsgleichungen (3) 
befriedigen, la8t sich folgendermaBen zeigen: Zunachst folgt einerseits 
aus (34) durch partielle Differentiation nach «,, 

eG @Ww 

epee, Gaye 


andererseits aus (35) durch totale Ableitung nach t+ 


a2 TA y 
ss Bg Ody ee 0, 

On, 0%, aT 
so daB dx,/dt proportional zu 0G/ép, sein mub. Dabei ergibt sich der 
noch offene Proportionalitatsfaktor aus der Bedingung Yu? = — 2, 
entsprechend zu (6), als /, womit man zum zweiten Satz der Gln. (3) 
kommt. Nun erhalt man damit durch Ableitung von (34) nach x, mit (33) 
die Beziehung 

OG = 

ax, Op, O%,0%, Fda oasoy, FE oge 3 


0G @W 1s dy OPW Pelee Dae 
womit auch der erste Satz von Gleichungen wiedergefunden ist. Daher 
ist die modifizierte Hamilton-Jacobische Gl. (34) mit den beiden Be- 
ziehungen (33) und (35) aquivalent mit den kanonischen Gleichungen 
in ihrer relativistisch kovarianten Form (3). 
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Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Universitat Berlin 


Neuer Beweis und Giiltigkeitserweiterung eines 
hydrodynamischen Minimalsatzes* 


Von 


Max PASLER 
(Eingegangen am 30. Juli 1959) 


Es wird ein neuer Beweis fiir eine von v. HELMHOLTz gefundene Minimalaussage 
uber die Energiedissipation in bewegten zahen Fliissigkeiten erbracht. Dabei 
werden die zur Helmholtzschen Beweisfiihrung erforderlichen Voraussetzungen 
nicht bendtigt, vielmehr ergeben sich diese zwanglos aus der Rechnung als not- 
wendige Bedingungen fiir das Eintreten minimaler Energiedissipation. AuBerdem 
wird gezeigt, daf der von HeLMuHoLTz ausdriicklich auf inkompressible Fliissig- 
keiten beschrankte Satz auch fiir barotrope Fliissigkeiten giiltig ist. 


Unter den vielen von H. v. HELMHOLTZ aufgestellten hydrodynami- 
schen Satzen befindet sich auch eine Minimalaussage!, die sich auf die 
bei Bewegungen zaher Fliissigkeiten in diesen unvermeidlich auftretende 
Energiedissipation bezieht. Dieses Theorem — das merkwiirdigerweise 
wenig Eingang in die Lehrbuch-Literatur gefunden hat — sagt (in der 
heute tiblichen Formulierung) aus, daB unter gewissen Voraussetzungen 
bei allen méglichen Str6mungen einer zahen Flissigkeit mit gleichen 
Randbedingungen (,,Haften am Rande“) die infolge ihrer Viskositat 
entstehende Reibungswarme dann ein Minimum ist, wenn die StrO6mung 
stationar verlauft. 

Bei der Begriindung seines Satzes gewinnt v. HELMHOLTZ die Be- 
dingungen, unter denen minimale Energiedissipation auftritt, allerdings 
nicht als Folgerung aus seiner Beweisfiihrung, vielmehr setzt er die not- 
wendigen Bedingungen als erfiillt voraus und zeigt, da@ dann ,,... der 
Verlust an lebendiger Kraft durch die Reibung ein Minimum wird..."*?. 


Nachstehend soll fiir den genannten Helmholtzschen Satz ein neuer 


Beweis gegeben werden, der sich von dem urspriinglichen — obwohl 
ihm gelegentlich ahnlich, doch — insofern unterscheidet, als die von 


HELMHOLTZ geforderten Voraussetzungen nicht bendtigt werden, sondern 
sich als notwendige Bedingung fiir das Eintreten kleinster Energie- 
dissipation (gewissermaBen ,,von selbst‘) ergeben. Dabei wird sich 
auch zeigen, daB die von HELMHOLTZ ausdriicklich verlangte Voraus- 


* Max von LAUE zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
1 HELMHOLTZ, V.: Wiss. Abh. 1, 223. 
ZF PEMHOLLZ, VerlC. S224, 
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setzung? der Inkompressibilitat der Fliissigkeit nicht nur nicht erforder- 
lich ist, sondern zu einer Einschrankung der Giiltigkeit des Extremal- 
satzes fiihrt. Dieser erweist sich namlich fiir kompressible Fliissigkeiten, 
sofern sie barotrop sind, auch als zutreffend. 

Um die eben ausgesprochenen Behauptungen nachzuweisen, gehen 
wir von dem bekannten Ausdruck fiir die bei bewegten zahen Fliissig- 
keiten in diesen auftretende Energiedissipation 4 


AE =) 2,052 is (4) 
tk 

aus. Hierin bedeuten: AE die pro Zeit- und Volumeneinheit entwickelte 
Reibungswarme; 7, k =1, 2, 3, welche Zahlen anstelle von x, y, z stehen; 
o;, die Komponenten des ,,Reibungstensors und é;, die Komponenten 
des Tensors der Deformationsgeschwindigkeit. AF laBt sich als Funktion 
von nur den Ortsableitungen der Komponenten v, der Strémungs- 
geschwindigkeit v {v;} ausdriicken, weil einerseits 


; 1/0 OUR 
t= sz loe a a (2) 


Pit (4.==%, Xe =, Xp — 2), “andererseits die o-, mit den é.7 durch 
fiir zahe Fliissigkeiten charakteristischen Beziehungen 


Oj, = 2H &;, + 0:27’ div d, (3) 
- Ov; , Ov_) 00; 
= ile rie a ali 0; k 1] Dy Ox; (4) 
= 


verkniipft sind, wobei 0;, das Kroneckersche Symbol bedeutet und 7 
bzw. 9’ die beiden Koeffizienten der Reibung sind. Setzt man (2) und 
(4) in (1) ein, so erhalt man als Dissipationsfunktion 


> 1 Ov; Ovp \? 3 ov OV, as Ooi 
AD Dyas ae ol Ona]: be =F Pet 


4 Rk j=1 (5) 
1 00; Ov, \? Ou; \2 
EN ie See ak Te None 
yy iy Pe a] ae) Re Oa 
7 ok y a d 
oder ausfiithrlich geschrieben 
OVy Ov, \2 du, \*) 
AE = on (te) (22 (222) 
H Taye hope yy 1 
Gea Ovy Ov, Ov, Ov, \2 
a ach keg eee) setae (6) 
Ovy Ov, \2 Ov, ov, \2 
afi ey a: eat 3 Mase: 
nz r | Ar nls | 


8 nranone Woe thts Ss 20). 
* Vgl. etwa SOMMERFELD, A.: Vorlesungen IT (§ 10). 
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Die gesamte, auf die Zeiteinheit bezogene, in einem von Flissigkeit 
durchstrémten Bereich 8 entstehende Reibungswarme Q ist, wenn dt 
ein Volumenelement von % bedeutet, 


omit AE (S*,...)dr. (7) 


Stellt man nun die Frage nach den Bedingungen, die erfiillt sein 
miissen, damit der Betrag von Q einen Minimalwert annimmt, so 
besteht die Beantwortung in der Angabe jenes Geschwindigkeitsfeldes 
0 = U(r, /) in seiner Abhangigkeit vom Ort r{x, y, z} und vielleicht auch 
von der Zeit ¢, daB mit ¥ {v;' das Integral (7) einen Extremwert annimmt. 
Beim Aufsuchen von ¥ ist jedoch zu beachten, da8 die Funktionen 
v; =0;(v, ¢) nicht voneinander unabhangig sind, weil, gleichgiiltig welche 
Bewegung einer Fliissigkeit auch vorliegen mag, stets die Kontinuitits- 


gleichung (9 = Dichte der Fliissigkeit 
= Co : are) : 
bs Se + div ov = "ap + @ div v + (v grad g) 
co Ov, Ov, o: , 
~ Ot o ae ay oe (8) 
aro) ae 00 
oy ei? Oy ris Cr ee 0 


erfiillt sein muB, der auch die gesuchten v; geniigen miissen. Es handelt 
sich also um ein Variationsproblem mit einer Nebenbedingung. 

Notwendige Bedingung fiir die Lésung dieser Aufgabe ist, wie die 
Variationsrechnung lehrt®, daB die gesuchte Funktion b = b(t, ¢) Lésung 
der Differentialgleichung 


OV,y - 
LF (02,4, 8 Geo}, = 0 (9) 
ist, wobei mit 
F=AE+pK =AE—2AK (10) 
gemeint ist und «4 =— 2A einen Lagrangeschen Multiplikator bedeutet. 


Gl. (9), auf deren linken Seite das iibliche Symbol fiir die Variations- 
ableitung der Funktion F steht, ist eine Zusammenfassung der zu dem 
zu behandelnden Variationsproblem gehérenden drei Eulerschen Glei- 
chungen, aus denen die gesuchten Funktionen v; zu bestimmen sind. 


> Vel. etwa Mapetuna, E.: Mathematische Hilfsmittel des Physikers, S. 334. 
Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer 1950. 
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Ausfiihrlich geschrieben, lautet Gl. (9): 


aF @ OF Gee ore te 
SS ae 
du, | Ox a($*) oy a (>) 
ee ae (11) 
Rapier atk a | 
Oz , (Ov, et One) wet 
6 |—— Oo | —— ae 
(ar) ae sa. 


und zwei weitere Gleichungen, die sich aus (11) ergeben, indem v, durch | 
vy bzw. v, ersetzt wird. | 
Fithrt man die in (11) angedeutete Differentiation durch, so erhalt ] 


man nach (10), (8) und (6): 


Si: sic = {u o+4n “ + 27’ div 0} == | a 
AZ 
Q (at, 84, a POT MIT 
ec 21 By ( oy =) r 27 Oz ( Oz | sai aa 
oder 
a = } 
0G +2 At, +2(y +7’) G divd = (13) 
Mit der kinematischen Zahigkeit 
y=" baw. v= (14) 
Q Q 
und unter Beachtung von « = — 2A, vgl. (10), wird aus (13): 
oA ~ Cl anc 
PR MME KAUR EM Acar) ay divd =0. (15) 


Diese Gleichung laBt sich mit den beiden, aus ihr durch zyklische Ver- 
tauschung sich ergebenden zwei weiteren in die Vektorgleichung 


—gradA+yvAbd-+ (y+ ’) grad divd =0 (16) 


zusammenfassen. 


Dies ist die ,,Eulersche Gleichung‘ des vorliegenden Variationspro- 
blems, die, wie sofort ersichtlich, ein Sonderfall der fiir zahe Flissigkeiten 
giiltigen Navier-Stokesschen Gleichung 


+ (vgrad) » = B —— grad p tyAv+(y+')graddivy (47) 


ist ($=duBere Massenkraft, =Druck). Wie ein Vergleich zeigt, 
stimmt (16) mit (17) dann iiberein, wenn folgende Bedingungen erfiillt 
sind: 


if Ot sams : (18) 
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also Zeitunabhangigkeit der Geschwindigkeit, d.h. die Strémung der 
zahen Flissigkeit muB stationdr sein. 


2. (b grad) b = 0 (19) 


d.h. die Flissigkeitsbewegung muB derart verlaufen, daB ihre quadrati- 
schen Tragheitsglieder in Strenge verschwinden. HELMHOLTZ setzt bei 
seinem Beweis nur ,,verschwindend kleine Geschwindigkeiten‘‘ voraus, 
womit er wohl meint, daB die nichtlinearen Tragheitsglieder sehr klein 
gegeniiber den ,,Zahigkeitsgliedern“ (d.s. die mit » bzw. v’ behafteten 
Ausdriicke) sind und daher vernachlassigt werden kénnen, weshalb er 
in der Navier-Stokesschen Gleichung, dem Ausgangspunkt seiner 
Betrachtung, die nichtlinearen Glieder von vornherein unterdriickt. 
Nach (19) besitzt aber eine Strémung, bei der dies erlaubt ist, nur 
naherungsweise die Eigenschaft minimaler Energiedissipation. Um ein 
Beispiel anzugeben, bei dem (19) exakt erfiillt ist, sei auf die stationadre 
Poiseuille-Str6mung durch ein Kapillarrohr hingewiesen, die in der Tat 
eine Str6mung mit minimaler Energiedissipation ist, wie es fiir diesen 
Sonderfall kiirzlich von TH. SEXL® gezeigt wurde. 


& — grad 2 = 8 ——- grad p. (20) 


Diese Bedingung verlangt zunachst, daB eine gegebenenfalls wirkende 
auBere Massenkraft ‘$ ein Potential W besitzt, also 


3 = — grad W (21) 


ist. Weiterhin muB sich auch der Ausdruck 1/0 - grad ~ als Gradient 
einer skalaren Funktion darstellen lassen. Das ist immer dann méglich, 
wenn es sich um eine barotrope Fliissigkeit handelt, fiir deren Dichte o 
also 0 =o0(p) gilt. Dann kann fiir 


. grad = grad P (22) 


me ae 
eh it o(p) 
geschrieben werden. 
Damit ergeben sich aus dem Vorstehenden fiir das Eintreten mini- 
maler Energiedissipation bei einer str6menden zahen Filiissigkeit fol- 
gende Bedingungen: 


mit 


1. Stationare Stromung: “° =o. 


2. Exaktes Verschwinden der nichtlinearen Tragheitsglieder : 


(b grad) b =O. 


6 Sexi, Tu.: Acta phys. Austriaca 9, 75 (1954). 


2902 Max PAsrEerR: Neuer Beweis eines hydrodynamischen Minimalsatzes 


3. Gegebenenfalls wirkende a4uBere Massenkrafte miissen ein Poten- | 
tial besitzen: S$ =— grad W. 

4. Die zahe Fliissigkeit muB barotrop sein: @ =e (A). 

Vergleicht man dies mit den von HELMHOLTZ verlangten Voraus- | 
setzungen, so stimmen diese mit 1. und 3. iiberein, unterscheiden sich 


aber von 2. wie schon oben erértert und weiterhin von 4. insofern, als Jf 
Hetmuo tz Inkompressibilitaét, also den Sonderfall druckunabhangiger ff 


Dichte 9 =@), d.h. Inkompressibilitat der Flissigkeit voraussetzt, was | 
nach (23) offensichtlich zu eng ist. Die Minimaleigenschaft der Energie- ff 
dissipation kommt auch kompressiblen barotropen Fliissigkeiten zu. | 


Aus (20) und (23) folgt fiir den Lagrange-Multiplikator 
A=W-+P. (24) 


Fiir den Fall einer kraftefreien Bewegung (W =0) einer inkompressiblen 
Fliissigkeit (0 =@ 9) erweist sich A als dem Druck # proportional, wie es 
von anderen Betrachtungen her bekannt ist’. 

AbschlieBend sei bemerkt, daB die notwendigen Bedingungen fiir 
das Auftreten eines Extremwertes von Gro8en, die sich in Integralform, 
ahnlich wie (7), darstellen lassen, in gleicher Weise wie vorstehend ge- 
funden werden kénnen. 

So lassen sich etwa dadurch, wie es scheint, auf einem an Kiirze 
wohl kaum zu unterbietendem Wege insbesondere die beiden von THOM- 
SON gefundenen Sdatze tiber das Minimum der elektrostatischen Feld- 
energie und das Minimum der kinetischen Energie einer wirbelfreien 
Stromung finden. Im erstgenannten Fall etwa hat man von dem Aus- 
druck fiir die elektrische Energie 


U =<, | [[ ae = eff[fe +2 Bde (25) 


auszugehen und zu beriicksichtigen, da € die statische Feldgleichung 
N =divE—~ “*g=0 (26) 


als Nebenbedingung zu (25) zu erfiillen hat. Setzt man die Variations- 
ableitung von 


F=U+pN=U— AN (27) 


gleich Null, so fithrt dies unmittelbar zu der Aussage, dai} das Minimum 
von (25) an die Bedingung € =—grad 4 gekniipft ist und das ist die 
Aussage des ,,elektrischen“’ Satzes von THomson. Sein hydrodynami- 
sches Analogon ergibt sich in gleicher Weise. 


7 Vgl. etwa SOMMERFELD, A.: Vorlesungen II (§ 12). 
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Messung einiger (n, y)-Spektren 
mit einem Paarspektrometer hoher Empfindlichkeit* 


Von 
H. KNOEPFEL, P. SCHERRER und P. STOLL 


Mit 19 Figuren im Text 
(Eingegangen am 6. Juli 1959) 


A pairspectrometer of the 180°-focussing type with high efficiency and good 
resolution is described. The efficiency has been determined in function of the 
energy, both theoretically and experimentally and it is possible, therefore, to use 
this spectrometer for absolute calibration of gamma rays above 2:5 MeV. The 
evaluation methods of the pair spectra allow the single line to be determined with 
an error as little as +8 keV (from 2-5 to 9 MeV). 

We have measured the neutron capture gamma spectrum of J1??, Cs!88, [yl-1, 193, Bj20) 
and given the energy and intensity of the resolved gamma rays. From these results 
it is possible to compute the binding energy of the last neutron and also some 
unknown levels. 

The experiments, which have been performed in connection with the pairspectro- 
meter, have shown an interesting possibility for research work with reactors. 
With an appropriate experimental arrangement and some special neutron capture 


5 


gamma spectra, monochromatic gamma rays in the energy range between 3 and 
11 MeV are obtained, which are better and much more intense as corresponding 
gamma rays from (, y) reactions. 


A. Einleitung 


1. Die praktische Ausmessung von Gammastrahlen itiber 2 MeV 
beruht ausschlieBlich auf indirekten Prozessen. Im Gebiet zwischen 
2 und 5 MeV sind dies die Paarerzeugung und speziell der Compton- 
effekt. Oberhalb dieser Energien sind Gammamessungen, die auf dem 
PaarerzeugungsprozeB beruhen, hinsichtlich Auflosungsvermégen und 
Genauigkeit uniibertrefflich. Dies folgt auch ganz allgemein aus dem 
Verlauf der verschiedenen Wirkungsquerschnitte fiir die Wechselwirkung 
zwischen Gammastrahlung und Materie. 

Das in dieser Arbeit beschriebene Gamma-Paarspektrometer wurde 
hauptsachlich im Hinblick auf die Ausmessung von (f, y)- und (d, py)- 
Reaktionen an leichten Kernen geplant. Die Vorteile des Paarspektro- 
meters als Gamma-MeBinstrument liegen im hohen Auflésungsvermégen 
und in der genauen und absoluten Energiebestimmung. Da das Meb- 
resultat als Koinzidenzspektrum bestimmt wird, ist das Instrument 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 


294 H. KNoEPFEL, P. SCHERRER und P. STOLL: 


gegen Streuuntergrund weitgehend unempfindlich: dies ist ein weiterer, 
oft entscheidender Vorteil. Als Hauptnachteil gilt seine relativ kleine 
Empfindlichkeit. Beim Aufbau unseres Spektrometers haben wir be- 
sonders darauf geachtet, diesem Nachteil entgegen zu wirken. 

Dank der groBen Empfindlichkeit und dem besonders guten Auf- 
lésungsvermégen war es mdglich, das Paarspektrometer auch am 
,, Saphir‘“-Reaktor in Wiirenlingen einzusetzen, wo einige unbekannte 
(n, y)-Spektren ausgemessen wurden, deren Kompliziertheit groBe An- 
forderungen an die apparativen Eigenschaften stellt. Diese Reaktionen 
beanspruchen ein bestimmtes Interesse in der Kernphysik, da sie die 
Erforschung der héheren Energiezustande im Kern erlauben. Die inten- 
sitatsmaBige Auswertung der Gammaspektren liefert zudem wertvolle 
Informationen fiir die sehr diirftige elektromagnetische Strahlungs- 
theorie des Atomkerns. Die (m, y)-Reaktionen sind aber auch in anderen, 
zum Teil angewandten Gebieten von Bedeutung, so z.B. in der Astro- 
physik, besonders aber in der Reaktorphysik. 

Der durch den Neutroneinfang angeregte Kern emittiert die Anre- 
gungsenergie fast ausschlieBlich in Form von Gammaquanten, da die 
Emission geladener Teilchen aus Energiegriinden unwahrscheinlich ist. 
Die dem Kern zugefiihrte Energie Q + T (Q = Neutron-Bindungsener- 
gie; TZ = kinetische Energie) kann einem Energiezustand im Kern ent- 
sprechen; meistens ist der Einfang des thermischen Neutrons aber nicht 
resonant und verlauft nach dem bekannten 1/|/7-Gesetz. In diesem 
Fall startet der Gammazerfall von einem Quasikontinuum von Energie- 
zustanden und die gemessene Intensitat der Gammastrahlung kann nicht 
zur Bestimmung des Matrixelementes eines einzelnen Uberganges dienen. 

Die Beschreibung der (n, y)-Reaktion erfolgt am zweckmaBigsten mit 
Hilfe der Compoundkern-Vorstellung, d.h. man trennt den Neutron- 
einfang vollstandig vom AusstrahlungsprozeB, eine Annahme die in 
diesem Fall durchaus verniinftig erscheint. 

Der Einfang eines thermischen Neutrons erfolgt praktisch nur in 
Form einer s-Welle, so daB die Drehimpuls- und Paritaétsanderung be- 
kannt sind. Wenn J der Drehimpuls des Targetkernes ist, so betragt 
er im allgemeinen im angeregten Zustand des Compoundkernes nach 
Einfang unpolarisierter Neutronen 


yf == + ) 
da das Vorzeichen bei der Spinaddition meistens beliebig ist. Die Paritat 
andert sich bei s-Einfang nicht. 
Eine sinnvolle theoretische Auswertung der vielen experimentellen 
Resultate tiber (m, y)-Reaktionen gelingt vorlaufig nur in wenigen Fallen, 


zumal die exakte Interpretation der MeBresultate im Sinne des Schalen- 
modells wegen diesen Unbestimmtheiten gar nicht einfach ist. 
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Eine interessante Méglichkeit fiir die theoretische Deutung liegt 
in der statistischen Erfassung der gemessenen Spektren. Die dazu 
notigen theoretischen Grundlagen miiBten allerdings noch zuerst aus- 
gearbeitet werden. Das (unaufgeléste) MeBspektrum kann durch eine 
Verteilung N dargestellt werden, die von der Niveaudichte n(E) des 
Kernes und von der Emissionswahrscheinlichkeit w (EZ, J, ) eines Gamma- 
quantes der Energie £, Paritat 7 und Drehimpuls/ abhangt, 


N=N(n(£), w(E, 1, 7) Ne 


Wenn nun diese Abhangigkeit aus der Theorie bekannt ware, so kénnte, 
durch geeignete Annahmen, entweder die Niveaudichte oder die Emis- 
sionswahrscheinlichkeit direkt aus der MeBkurve N abgeleitet werden. 

2. Experimentelle Methoden bei (nm, y)-Messungen. Die Kompliziert- 
heit der (7, y)-Spektren stellt groBe Anforderungen an die experimen- 
tellen MeBeinrichtungen. Es wurden praktisch alle bekannten Gamma- 
meBmethoden bei diesen Experimenten angewendet!:*. Je nach Energie- 
bereich und Problemstellung miissen verschiedene Gammaspektrometer 
eingesetzt werden, von denen keines fiir sich den Anspruch von absoluter 
Eignung erheben kann. Die wichtigsten apparativen Eigenschaften sind 
Aufloésungsvermégen und Empfindlichkeit. Letztere wird hier definiert 
als gemessene StoBzahl im Kurvenmaximum pro einfallendes Gamma- 
quant. 

Direkte MeBmethoden die auf einfacher und doppelter Kristall- 
beugung beruhen gehen praktisch bis 2 MeV, da die Empfindlichkeit, 
die hier noch 10°!° betragt, dann sehr rasch abnimmt?. Kristall-Szintil- 
latoren in einfacher Schaltung ergeben keine guten Resultate, da das 
schlechte Aufldsungsvermégen und die komplizierte Linienform eine 
schlechte Auflésung der Spektren ermdglicht; dazu kommt noch, dab 
diese Methode sehr empfindlich auf Untergrund, speziell auf die bei 
einem Reaktor immer vorhandenen Neutronen ist. Giinstiger sind Koin- 
zidenzschaltungen, mit denen man durch Unterdriickung des Compton- 
schwanzes einfachere Linienform erreicht. Ein interessantes Beispiel in 
dieser Hinsicht ist das Szintillationspaarspektrometer: es werden vom 
Hauptszintillator nur Impulse gezahlt, wenn gleichzeitig in zwei ent- 
gegengesetzt aufgestellten Zusatzszintillatoren die beiden Annihilations- 
quanten registriert werden?. 

Magnetische Spektrometer sind allen andern Methoden beziiglich 
Genauigkeit, Auflésung und Unempfindlichkeit auf Untergrund tiber- 
legen. Bei diesen Instrumenten wird die Gammaenergie auf die Messung 

1 BAcKsTROM, G.: Nucl. Instrum. 4, 5 (1959). 

2 LANG, J.: Diplomarbeit ETH 1959 (unver6ffentlicht). 


3 KNOWLES, J.W.: Canad. J. Phys. 37, 203 (1959). 
4 Vgl. z. B. Bent, R.D., and T.H. Kruse: Phys. Rev. 108, 802 (1957). 
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des gestreuten Comptonelektrons oder des erzeugten Elektron-Positron- 
Paares zuriickgefithrt. Im Prinzip kénnen also die verschiedenen Beta- 
spektrometer (z.B. axialfokussierender oder 480°-fokussierender Typ) 
zur Gammamessung verwendet werden. Fig.1 zeigt die gemessene 
Empfindlichkeit und das Auflésungsvermégen der wichtigsten magneti- 
schen Gammaspektrometer. Man sieht, daB das in dieser Arbeit be- 
schriebene Paarspektrometer beziiglich Empfindlichkeit im Energie- 
bereich tiber 5 MeV allen anderen iiberlegen ist. 
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Fig. 1. Absolute Empfindlichkeiten verschiedener magnetischer Gammaspektrometer. Die Kurven beziehen 
sich auf experimentelle Angaben in den betreffenden Arbeiten: a °, b ®, c * 


Das Prinzip auf dem die MeBmethode beruht ist folgendes (vgl. z.B. 
Fig. 2). Ein Gammaquant erzeugt in einer diinnen Folie — dem sog. 
Konverter — ein Elektron-Positron-Paar. Die beiden Teilchen durch- 
laufen im Magnetfeld H eine halbe Kreisbahn (180°) mit dem Radius 
vy_, y, und werden von je einem in Koinzidenz geschalteten Zahlrohr 
nachgewiesen. Fitir die Gammaenergie # gilt in erster Naherung (f in eV, 
yin cm, H in GauB gemessen) 


k =3007_H+300r, H=300dH 


(@ =r_+yr7, =halber Abstand der koinzidierenden Zahlrohre), und 
somit ist diese MeBmethode unabhangig vom Paarentstehungsort; dies 


5 GrosHEV, L.V., B.P. ApiassEvitcH u. A.M. DEemipov: Proc. Conf. Atomic 
Energy, Vol. 2, 5: 460, Gent 1055, 

6 Bent, R.D., T.W. Bonner, J.H. McCrary, W.A. RANKEN u. R.F. SIppPEL: 
MVS uae Ve 9 Ona ON( los i5)s 

? KINSEY, B.B., u. G. A, BARTHOLOMEW: Canad. JreEiyswesi See ossik 
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erméglicht die Verwendung eines Konverters groBer Flache. Zur zu- 
sdtzlichen Steigerung der Empfindlichkeit hat unsere Apparatur nicht 
nur ein, sondern noch je neun in Koinzidenz geschaltete Zahlrohre (vel. 
Fig. 5). 


B. Das Gamma-Paarspektrometer 


I. Der mechanische Aufbau. Das eigentliche Spektrometer besteht aus einem 
grohen Magnet und der zwischen den Polschuhen eingeschobenen MeBkammer. 
Der Magnet hat rechteckige Polschuhe mit den Dimensionen 30X 50cm. Er 


Lintritistensler 


SS 


rob block 


Kammer 


Protonenprove 


Fig. 2. Schnitt durch die Spektrometerkammer 


liefert bei normalem Betrieb 3000 GB bei 21 Amp. Mit Hilfe von Zusatzspulen, die 
bei den hier beschriebenen Messungen noch nicht bendtigt wurden, kann das Feld 
auf 5000 G& erh6ht werden. Das Magnetfeld wurde mit Hilfe der Protonenresonanz 
sorgfaltig ausgemessen. Die Messung ergab, dai innerhalb einem Gebiet von 
18 x 32cm die grobten Abweichungen vom Mittelwert +-0,5%) betragen. Die 
MeBanordnung wurde auf Grund dieser Resultate dimensioniert, und zwar so, dab 
praktisch alle Elektronen- und Positronenbahnen innerhalb diesem Gebiet ver- 
laufen. Die Spektrometerkammer hat, den Polschuhen des Magnets entsprechend, 
rechteckigen Querschnitt (vgl. Fig. 2) und ist vollig aus Messing gebaut. Die ge- 
samte MeBeinrichtung ist auf dem Deckel montiert, so daB sie sich miihelos aus der 
Kammer herausnehmen 1abt. 

Das Eintrittsfenster, bestehend aus einer 0,1 mm dicken Aluminiumfolie, ist 
etwas vorverlegt (vgl. Fig. 2), damit die dort entstehenden Paare und Compton- 
elektronen durch das magnetische Streufeld noch seitlich abgelenkt werden. Die 
Kammerwande sind teilweise mit einem weitmaschigen Aluminiumraster belegt, 
das eine wesentliche Verminderung der st6renden Streueffekte bewirkt. Da die 
Kollimationseinrichtung im Bestrahlungskanal einen sehr scharf begrenzten Gam- 
mastrahl ausblendet, ist die Abschirmung der Zahlrohre praktisch nicht notwendig. 
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Fig. 3. Der auswechselbare Zahlrohrrahmen. Man erkennt die beiden Zahlrohrblocke mit aufgelegter 
Bleikulisse; dazwischen ist der 8 uw dicke Goldkonverter aufgespannt 


Fig. 4. Gesamtansicht der Apparatur wahrend der Messung am Reaktor. Hinten links ist das Paarspektro- 

meter auf seinem fahrbaren Gestell; links davon ist noch die Kollimationseinrichtung des Bestrahlungs- 

kanals sichtbar. Rechts im Bilde ist der Kasten mit der Paarspektrometer-Elektronik. Vorn befindet sich 

die Gleichstrommaschine; dahinter rechts die elektronische Einrichtung zur Messung und Stabilisierung des 
Magnetfeldes 
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Der fast zwei Tonnen schwere Magnet ist auf einem fahrbaren Gestell gelagert, das 
die Einstellung in jede beliebige Raumrichtung erlaubt. 

Die beiden Zahleinheiten bestehen je aus einem Messingblock, in dem die neun 
Zahlrohre eingefrast sind. Die einzelnen Zahirohre haben 8 mm Durchmesser und 
sind durch eine 0,5 mm dicke Wand getrennt. Durch spezielle Konstruktion wurde 
erreicht, da von der Gesamtlange der Zahlrohre von 80 mm nur 10 mm fiir die 
Hochspannungseinfiihrung, fiir die beidseitige Drahteinspannung und fiir den 
mechanisch stabilen und vakuumdichten AbschluB bendtigt werden: dies ist fiir die 
Empfindlichkeit des Apparates, die sehr stark von der ansprechenden Zahlrohrlange 
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Fig. 5. Das Blockschema der Paarspektrometer-Elektronik. Rechts im Bilde ist die Mischstufe schematisch 
dargestellt: wie leicht einzusehen ist, kommen nur diejenigen Koinzidenzimpulse auf den gleichen Ausgangs- 
kanal, die von Zahlrohrpaaren gleichen Abstands stammen 


abhangt, von groBer Bedeutung. Das Eintrittsfenster besteht aus einer einzigen 
50u dicken Kupferfolie; dariiber liegt eine 3 mm dicke Bleikulisse, die fiir jedes 
Zahlrohr einen bestimmten Eintrittspalt definiert. Die Breite des Spaltes ist be- 
stimmend fiir Empfindlichkeit und Auflésung des Spektrometers. Die meisten 
Messungen wurden mit einem Spalt von 2mm Breite und 68 mm Lange durchge- 
fiihrt: samtliche Spektrometereigenschaften beziehen sich auf diese Dimensionen. 

Die Herstellung des Konverters bereitete einige Schwierigkeiten, da Folien- 
dicken von nur einigen » nicht handelsiiblich sind und ferner bei 70 mm Breite 
und 120mm Lange auch nirgends gewalzt werden konnten. Wir muBten diese 
Folien selbst herstellen. So wurde z.B. in einer Goldlésung durch schichtweises 
Galvanisieren eine 8 mg/cm? dicke, mechanisch feste Goldfolie aufgebaut; in einem 
anderen Verfahren konnte durch Abatzen eine 13 mg/cm? dicke Wolframfolie 
hergestellt werden. Erfahrungsgema betragt die optimale Konverterdicke 7 bis 
9 mg/cm?. Bei gréBeren Dicken ist die Empfindlichkeitszunahme nur unwesentlich, 
dafiir verschlechtert sich das Auflésungsvermogen. Die beiden Zahleinheiten und 
der Konverter sind auf einem starren Rahmen montiert (Fig. 3), der sich leicht 
auswechseln 1aBt. 

2. Der elektronische Teil. Das Blockschema der elektronischen Apparatur zeigt 
Fig. 5. Das wichtigste Element davon ist die Mischstufe, in der die nach dem geo- 
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metrischen Abstand der ansprechenden Zahlrohre geordneten Koinzidenzen auf 
neun verschiedene Ausgangskandle verteilt werden. Es wird also gleichzeitig an 
neun verschiedenen Stellen im Energiespektrum gemessen. 

Die gesamte Elektronik ist in einem fahrbaren Metallkasten untergebracht. 
Nach Méglichkeit wurden alle Schaltelemente in steckbare und daher auswechsel- 
bare Einheiten zusammengefaBt. Abgriffe an wichtigen Punkten der elektronischen 
Apparatur, wie vor den Vorverstarkern, Koinzidenzstufen und Sammelverstarkern 
wurden auf die Frontplatte gefiihrt, damit die Elektronik auch in Betrieb tberpriift 
werden kann. Die verschiedenen Elemente wurden nach Moéglichkeit nach kon- 
ventionellen und bewahrten Schaltungen gebaut. Als Koinzidenzstufe dient eine 
Kathodenmischstufe. Sie wird mit negativen Impulsen von — 50 V und 0,8 usec 
Basislange gespiesen. Am Ausgang ist eine Kristalldiode eingebaut, die zur Ent- 
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Fig. 6. Das Blockschema der Magnetfeldmessung und Stabilisierung 


kopplung der Stufen dient, da ja bis neun solche Mischstufen an einem Ausgangs- 
kanal hangen; damit wurde verhindert, daB das Koinzidenzsignal durch die rest- 
lichen Mischstufen versickert. Dank der guten Vorverstarkung betragt das Auf- 
lésungsvermégen durchschnittlich 0,9 usec. Das MeBergebnis der neun Ausgangs- 
kanale wird durch je eine Dekaden-Zahleinheit und eine elektromagnetische Zahl- 
einheit aufgezeichnet. 

3. Die Messung und Stabilisierung des Magnetfeldes. Das Magnetfeld 
wird mit Hilfe der Protonenresonanzmethode von 600 bis 5000 GB ge- 
messen (vgl. Fig. 6): mit einem bescheidenen apparativen Mehraufwand 
erlaubt diese Methode eine auf mindestens 0,5°/9) genaue und im Ver- 
gleich z.B. mit dem Induktionsverfahren absolute Magnetfeldbestim- 
mung. Als Autodyn-Detektor dient sowohl die Transitronschaltung von 
HAHN und KNOEBELS als auch ein leicht abgedinderter Hopkins-Oszil- 
lator’, wobei aber mit letzterem bedeutend bessere Signale erhalten 
wurden. 

Der Magnetstrom wird von einer Gleichstromgruppe geliefert; die 
Einstellung und Stabilisierung des Magnetfeldes geschieht iiber den 
Erregerstrom der Gleichstrommaschine. Die Stabilisierung erfolgt ent- 


8 KNOEBEL, H.W., u. E.L. Haun: Rev. Sci. Instrum. 22, 904 (1951) 
9 Hopkins, N. J.: Rev. Sci. Instrum. 20, 401 (1949). 
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weder direkt, d.h. mit dem Protonenresonanzsignal, oder durch Strom- 
stabilisierung. Letztere Methode hat sich als geniigend erwiesen und 
im Betrieb durchaus bewdhrt. 


4. Der experimentelle Aufbau der MeBeinrichtung am Reaktor. Im 
Zusammenhang mit den geplanten Experimenten galt es, die wichtigsten 
Daten iiber NeutronenfluB und Gammastrahlung im Reaktorkanal zu 
bestimmen!. Zusatzlich wurde das Problem der Thermalisierung unter- 
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Fig. 7. a Die FluBverteilung im Radialkanal nach 15cm Wismut zur Absorption des Reaktor-Gamma- 
untergrundes. b Der Einflu® einer ,,Moderatorsubstanz‘‘ auf den thermischen Neutronenflux und auf das 
Cadmium-Ratio (fiir 1/v-Detektor korrigiert) 


sucht, da ein moéglichst groBer Anteil thermischer Neutronen in vielen 
Fallen wiinschenswert ist. Die thermische und epithermische Neutronen- 
fluBverteilung im Bestrahlungskanal wurde mit geeichten Goldfolien- 
sonden (38 mg/cm?) ausgemessen. ErwartungsgemaB ist der EinfluB der 
Moderatorsubstanz hier gering, da der Kanaldurchmesser (12 cm) fast 
von der gleichen GréBenordnung der mittleren Streuweglange fiir Neu- 
tronen ist und sich somit die Abbremsung der Neutronen gr6Btenteils 
in dem das Rohr umgebenden Wasser abspielt (vgl. Fig. 7). 

Die Kollimation im Radialkanal wurde auf Grund dieser Resultate 
entworfen und hat sich sehr gut bewahrt (vgl. Fig. 8). Da der Bestrah- 
lungskanal aus einem doppelwandigen Rohr besteht, ist die Warme- 
leitung sehr schlecht und das fiir die Absorption des sehr starken Reak- 
tor-Gammauntergrundes beniitzte Wismut erhitzte sich daher bei 


10 KNOEPFEL, H., Cu. MENouD u. P. SToLt: Helv. phys. Acta 31, 330 (1958). 
Z. Physik. Bd. 156 m1 
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maximaler Reaktorleistung (4 MW) auf iiber seinen Schmelzpunkt. Aus 
diesem Grund konnte die volle Leistung nie ausgeniitzt werden. 
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Fig. 8. Die Kollimation im Radialkanal. Der Gammastrahl bleibt auch noch einige Meter nach dem Kolli- 
mator scharf begrenzt. Die schnellen Neutronen streuen etwas mehr, doch stdren sie die MeBeinrichtung 
nicht 


Eine andere Bestrahlungsmoéglhchkeit besteht im Tangentialkanal 
(Fig. 9), der allerdings nur einen Durchmesser von 6,8 cm aufweist. Das 
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Fig. 9. Die Kollimation im Tangentialkanal. Bei sorgfaltiger Einrichtung kann hier der Reaktor-Gamma- 
untergrund nur durch Streuung an der Luft und an dem Target in den kollimierten Gammastrahl gelangen. 
Der Gamma-Untergrund an der Mefstelle zwischen 3 und 8 MeV ist bei gleichem Target-NeutronfluB fast 
10mal geringer als im Radialkanal 


Target befindet sich hier in einem rund 10mal gréBeren Neutronenflux 
und bei sorgfaltiger Kollimation kann das Signal-Untergrund-Verhaltnis 
im Energiebereich tiber 3 MeV im Vergleich zum Radialkanal Smal ver- 


bessert werden. Dies ist fiir die Messung schwacher Linien von groBer 
Bedeutung. 


C. Die Auswertungsmethoden 


1. Die Energiebestimmung. Bei der Energiebestimmung geht es 
darum, die genaueste Beziehung zwischen dem gemessenen Energie- 
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spektrum des Elektron-Positron-Paares und der tatsachlichen Quanten- 
energie der Gammastrahlung zu finden. Der wesentliche ProzeB, den es 
bei dieser Zuordnung zu beriicksichtigen gibt, ist natiirlich die Paar- 
entstehung selbst. Sie wird theoretisch durch die auf dem Bornschen 
Naherungsformalismus beruhende Bethe-Heitler-Formel fiir den diffe- 
rentiellen Paarerzeugungsquerschnitt beschrieben. Durch Integration 
dieser Formel tiber die Geometrie unserer MeBanordnung ist es im 
Prinzip méglich, die ideale MeBkurve einer Gammalinie zu bestimmen. 


if | a 
Ho Ho Hr 
Fig. 10. Die experimentell bestimmte Kurve ftir die Einzellinie, fiir 2 und 4 mm Schlitzbreite s. Die beiden 
Skizzen im oberen Teil der Abbildung zeigen schematisch, welche Paare den linken, bzw. den rechten Teil 
der Kurve aufbauen. Dieser komplizierte Entstehungsmechanismus ftihrt auf eine eigentiimliche, unsym- 
metrische Linienform, deren Verlauf noch von mehreren Parametern, wie Energie, relative Spaltbreite s/d, 
Auflosungsvermégen usw. abhangt. Ftir die tibrigen Angaben vgl. man mit dem Text 


Praktisch ist diese Rechnung sehr miihsam und nur durch wesentliche, 
vereinfachende Annahmen und numerische Rechnung durchfiihrbar’. 
Experimentell wird fiir eine freistehende Gammalinie die in Fig. 10 ge- 
zeigte Kurvenform gemessen. Es ist leicht einzusehen, dab diejenigen 
Paare zum rechten Teil der Kurve beitragen, die 


a) praktisch in der Gammaeinfallsrichtung entstehen, 

b) noch knapp die innere Kante der Zahlrohre erreichen und 

c) in der Mitte des Konverters entstehen, d.h. bei denen sich die 
Energie gleichmafig auf Elektron und Positron verteilt. 


Der Verlauf der Kurve auf der 4uBersten Rechten wird durch unver- 
meidbare Streueffekte verwischt: er laBt sich aber erraten, wenn man 
weiB, daB der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Paarentstehung 
in der Photoneinfallsrichtung in hoher Ordnung verschwindet ; die rechte, 
praktisch gerade Flanke wird sich daher sehr stark an die Abszisse an- 
schmiegen (gestrichelte Kurve in der Figur). 

Da der Kern, in dessen Feld die Paarentstehung stattfindet, wegen 


der groBen Masse praktisch keine Energie aufnimmt, kann fir die 
21* 
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Energie k des y-Quants 
kh = (prc? + mec) + (pc? + mp ct)? 


geschrieben werden, wobei , 7) den Impuls, bzw. die Ruhemasse des 
Elektrons (—) und Positrons (++) bedeuten. Es gilt ferner die Larmor- | 
Beziehung 


pe=Fi re; 


wo v der Kriimmungsradius im Magnetfeld # ist. 

Es ist vorteilhafter, nicht wie in einer anderen Arbeit!! das zum 
Kurvenmaximum gehérende Feld Hj, einzusetzen, sondern dasjenige, 
das zum rechten Schnittpunkt der Kurve mit der Abszisse gehdrt, da ff 
dort die Verhdltnisse nach Feststellung a), b) und c) sauber definiert | 
sind: insbesondere lat sich der zu diesem Feld H, gehérende Radiusy J) 
exakt als Abstand zum inneren Zahlrohrrand angeben, und damit die 
Genauigkeit der ganzen Messung erheblich verbessern. Wir folgen damit 
im wesentlichen der Methode von KINsEY und BARTHOLOMEW’. Aus 
den beiden vorangehenden Formeln folgt dann 


i eH, ea | 4m? ct be Ayr (1 4 4m ct i 
2 eye 2 ez” 
Zur Vereinfachung fithren wir noch 
hig = Fe gd 
ein, mit d=r,-+v7_ = halber Abstand zwischen den inneren Kanten der 


koinzidierenden Zahlrohre. Fiir den Korrekturterm in der Klammer 
geniigt wegen Feststellung c) die Naherung 7, =r_ =d/2. Damit gilt nun 
einfach 


Ame ct \ 
k= ho (1 4 aa ==! hen SifRg)s 


wobei wir zur praktischen Berechnung die Entwicklung 


2m? c4 2 avo 4\3 
S (Ro) =41 is Mo C 2("s-] b 4 (Oe) cote 
bentitzt haben. 


Wie schon bemerkt wurde und wie auch aus Fig. 10 hervorgeht, laBt 
sich das Feld Hy nicht aus der gemessenen Kurve bestimmen. Hingegen 
ist es méglich, das Feld Ho* als Schnittpunkt zwischen der Abszisse und 
der Verlangerung der rechten Flanke genau anzugeben. Die daraus 
resultierende Energiedifferenz, die sog. FuBkorrektur, bezeichnen wir 
mit 4k. Unserer MeBmethode entsprechend, driicken wir das Magnetfeld 


11 WaLkeErR, R.L., u. B.D. McDanigEt: Phys. Rev. 74, 315 (1948). 
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noch mit der Protonenresonanzfrequenz / aus und erhalten dann die 
fiir die Auswertung der Spektren praktische Formel 


R= he S (ee) 2g 
ke = 0,0704103 f*d, 
wobei sich die mit Stern bezeichneten Gré8en auf den experimentell 
bestimmbaren Wert H* beziehen (k in MeV, f* in MHz und d in cm). 
Die theoretisch berechnete? und experimentell nachgepriifte Fub- 


korrektur Ak ist in Fig. 11 fiir die Kanale 1, 5 und 9 in Funktion der 
Energie aufgetragen. 


FuBkorrektur Ak 


| 
erprewiik clliede V2 Wea wan Was TheN) 
Fig. 11. Die FuBkorrektur Ak ist hier in Funktion der Energie ftir die Kanale 1, 5 und 9 aufgetragen 


Fehlevabschdtzung. Die Unsicherheit bei der Magnetfeldmessung betragt bei 
der hier beschriebenen Protonenresonanzapparatur maximal 0,5°/)). Andererseits 
ist der Fehler von d, der bei der Justierung der Bleikulissen entsteht, nicht gr6Ger 
als 0,05 mm. Dazu kommt noch die Unsicherheit der FuSkorrektur, die mit 
+4keV angegeben werden kann. Fir eine einzelne, freistehende Linie betragt der 
Fehler im Bereich von 4 bis 9 MeV etwa + 8 keV. 

Bei komplizierten Spektren, wie dies hier beim Jod, Caesium und Iridium der 
Fall ist, bekommt man bei der Auflésung in Einzellinien eine zusatzliche Unsicher- 
heit. Durch Vergleich der Resultate aus den verschiedenen Kandalen kann diese aber 
sehr gut abgeschatzt werden. Es ergibt sich ein maximaler Fehler, der je nach der 
Lage und Starke der Linie +15 keV oder mehr betragt. 


2. Die Intensitatsbestimmung. Von den gemessenen Gammaspektren 
interessiert auBer der Energie der einzelnen Linien auch noch ihre abso- 
lute Intensitat, welche z.B. in Anzahl Quanten pro Neutroneinfang an- 
gegeben werden kann. Die Intensitatsbestimmung la8t sich auf ver- 
schiedene Arten durchfithren. Wir haben uns fiir eine relative MeB- 
methode entschlossen bei der die nicht gut bestimmbaren Gr6Ben, wie z. B. 
Geometrie, NeutronenfluBverteilung usw., herausfallen. Werden zwei 
Substanzen (1), (2) in bekanntem Mengenverhialtnis N,/N, miteinander 
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vermischt, so gilt fiir das Verhaltnis ¢,/¢. der Koinzidenzraten im Scheitel | 
zweier Gammalinien 4, ky 
dy _ Ny 61: Oy Ty) - eC) 


dy Nevo 7O, Dep eles | 
Es bedeuten ferner: o = Wirkungsquerschnitt fiir Neutroneneinfang ; | 
Q = absolute Intensitat in Quanten pro Neutroneinfang; 7(k) = totaler | 
Absorptionskoeffizient der Gammastrahlung in dem Target und zwi- | 
schen Target und Spektrometer; ¢(k) = spektrale Empfindlichkeit des | 
Paarspektrometcrs. 
Als Mischsubstanz wurde Nickelpulver verwendet und als Eichlinie | 
diente seine 8,99 MeV-Linie. Nickel hat den Vorteil, daB sein Spektrum — 
relativ einfach ist und daB die erwahnte starke Linie die zu eichenden J 
Spektren nicht st6rt, da diese meist bei kleineren Energien aufhéren. 
Diese Linie wiederum wurde mit ahnlichem Verfahren mit der 2,75 MeV- 
Linie aus der bekannten Kaskade vom Zerfall des Na?* und mit der 
7,38 MeV-Linie, die bei Neutroneinfang an Pb? entsteht, geeicht. Von 
beiden Gammalinien wei man mit Sicherheit aus anderen Messungen, 
daB Q=1. Die Durchfiihrung des Experimentes wird weiter vorn be- 
schrieben. Wir bekommen im Gegensatz zu anderen Autoren®:7 fiir 
diese Eichlinie den Wert Q =0,57; der Unterschied zu 7 beruht im wesent- 
lichen nur auf dem hier benutzten neuen Wert fiir Ni®®, o =4,4b!. 


3. Die spektrale Empfindlichkeit des Paarspektrometers. Das Paar- 
spektrometer eignet sich sehr gut fiir absolute. Intensitatsmessungen bei 
hohen Energien. Der Grund dafiir liegt in der einfachen Kurvenform 
der Einzellinie und in der linearen Beziehung zwischen Scheitelhéhe und 
Intensitat. 

Wir haben die absolute spektrale Empfindlichkeit des Paarspektro- 
meters theoretisch berechnet, indem wir die Bethe-Heitler-Formel iiber 
die Geometrie des Apparates integriert und die Héhe des Kurvenmaxi- 
mums pro einfallendes Photon als absolutes IntensitatsmaB numerisch 
in Funktion der Energie bestimmt haben?. Das theoretische Ergebnis 
wurde mit mehreren Gammalinien verschiedener Energie und mit zwei 
vollig unabhangigen Methoden experimentell nachgepriift: die auf den 
Konverter fallende Gammaintensitat wurde erstens mit Hilfe von 
NeutronenfluB, (n, y)-Wirkungsquerschnitt und Raumwinkel berechnet 
und zweitens mit zwei NaJ(Tl*)-Kristallen (12 x 1$ in. und 4 x 5 in.) 
experimentell bestimmt. Die dazu beniitzten Gammastrahlen sind die 
(, y)-Linien bekannter Intensitaét von Pb?°7 (7,38 MeV), Bi2°9(4,17 MeV) 
und Ni®* (8,99 MeV) und die 2,75 MeV-Linie aus dem Na?4-Zerfall. Fiir 
dieses letztere Experiment diente ein 2 kg schweres NaF-Target von 
130 Curie Aktivitat. 


12 HuGHES, D.J., u. R.B. Scuwartz: BNL 325, July 1958. 
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Die intensitatsmaBige Auswertung der Szintillationsspektren _ er- 
folgte mit Hilfe der Photolinie. Da brauchbare experimentelle Angaben 
tiber die Ausbeute der Photolinie bei Energien tiber 3 MeV fehlen, be- 
niitzten wir theoretisch bestimmte Werte, die allerdings nur bis 5 MeV 
vorliegen!*. Fiir die Auswertung der 7,38 MeV-Bleilinie muBte eine 
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Fig. 12. a Die absolute Empfindlichkeitskurve. a ist die theoretisch berechnete Kurve, aus der Integration 
der Bethe-Heitler-Formel, ftir den Fall des unendlich langen und diinnen Zahlrohrschlitzes; b ist fiir 
die tatsachliche Dicke und ¢ zusatzlich fiir die tatsachliche Lange des durch die Bleikulisse definierten Ein- 
trittsspaltes korrigiert. Die endgiiltige Kurve c ist mit den mit zwei ganz verschiedenen Methoden bestimm- 
ten experimentellen Werten fiir die Na-, Bi-, Pb- und Ni-Gammalinie verglichen. Die Ubereinstimmung ist 
erstaunlich gut und zeigt die Zuverlassigkeit der experimentellen Einrichtung fiir absolute Intensitits- 
messungen. DaB die theoretische Kurve gerade auf der richtigen Hohe sitzt, ist zufallig, da der Fehler fiir 
deren Absolutbetrag aus ganz prinzipiellen Unbestimmtheiten der theoretischen Formel mindestens + 40% 
betragt. Hingegen ist der relative Verlauf der theoretischen Kurve genauer. b Die relative Empfindlichkeits- 
kurve fiir die Kandle 1, 5 und 9 (vgl. den Text) 


andere, ebenfalls theoretisch bestimmte Methode angewendet werden, 
die jedoch nicht mehr so genau ist“. Da fiir NaJ-Kristalle bei 9 MeV 
iiberhaupt keine zuverlassigen absoluten Intensitatseichungen existieren, 
wurde beim Nickel von einem bekannten Na-Ni-Gemisch die 2,75 MeV- 
Linie absolut gemessen und das Resultat auf die 8,99 MeV-Linie umge- 
rechnet. Die andere MeBmethode beruht im wesentlichen auf einer 
Neutronen-FluBmessung und der Abschatzung des effektiven Raum- 
winkels der Kollimation. Fiir erstere gelten die friiher gemachten 


13 FLuccE, S. (Hrsg.), Handbuch der Physik, Bd. 45, Instrumentelle Hilfsmittel 
der Kernphysik II. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer 1958. 
14 HUBBELL, J.H.: Rev. Sci. Instrum. 29, 65 (1958). 
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Bemerkungen. Die Bestimmung des Raumwinkels, die dank der guten 
Geometrie ziemlich genau ausfallt, erfolgt mit Berticksichtigung von 
,,Licht- und Halbschattenzone“; letztere liefert einen nicht zu vernach- 
lassigbaren Beitrag von etwa 30%. Als weitere wichtige GréBe geht 
in dieser MeBmethode das Produkt ®- Q-o ein (® = Neutronenflux) *. 

Das Ergebnis fiir Kanal 5 und pro Statistik zeigt Fig. 12a. Das 
Experiment ist fiir die absoluten Werte genauer, dafiir liefert die Theorie 
den relativen Empfindlichkeitsverlauf. 

Fiir die Intensitatseichung der gemessenen (n, y)-Spektren gentgt 
die Kenntnis der relativen Empfindlichkeit ¢ (k,)/é(k2). Diese wurde mit 
einem separaten Experiment, welches genauer als die absoluten Messun- 
gen ist, nachgepriift. Als Target dienten hier folgende Mischungen: 1 kg 
PbO und 7 g Ni; 2 kg NaF und 100 g Ni. Der Vergleich der gemessenen 
Intensitaten fiir die Pb?°’- und Na?4-Linie bei Beriicksichtigung aller ener- 
gieabhangigen Faktoren ergibt die relative Empfindlichkeit **. In Fig. 12b 
ist die theoretische Kurve fiir Kanal 5 und pro Statistik in die gemessenen 
Na und Pb Punkte gelegt und bei 2,75 MeV willkiirlich mit 1 normiert 
worden. Mit der relativen Spaltbreite 6 variiert auch die Empfindlichkeit 
zwischen den verschiedenen MeBkandlen; in der Figur ist deshalb noch 
der experimentell bestimmte Verlauf fiir Kanal 1 und 9 eingetragen. 


D. MefSergebnisse und Diskussion 


1, Caesium. Die Messung der Spektren von Cs, J, Ir erfolgte am 
Radialkanal (vgl. Fig. 7 und 8). Der Untergrund wurde sorgfaltig 
bestimmt. Im Mefspektrum erkennt man die 7,6 MeV Al-Linie (Reaktor 
und Bestrahlungskanal!) und die 4,1 MeV Bi-Linie (Gammaabsorber!) 
als breites Maximum mit 0,4 Imp. pro min und Statistik; sonst ist keine 
Struktur des im Mittel 0,25 Imp. pro min hohen und bis 7,8 MeV rei- 
chenden Untergrundes feststellbar. 


Als Targetmaterial dienten hier 400g reinstes Cs,CO, [weder der 
Kohlenstoff- noch der Sauerstoffkern ergeben stérenden (m, y)-Unter- 
grund]. Das gesamte MeBspektrum wird von jedem der 9 Kanale auf- 
gezeichnet ; Fig. 13 zeigt z.B. das in den Kanalen 3, 5 und 7 gleichzeitig 
gemessene Spektrum. Die Auswertung geschieht durch Auflésung in 
einzelne Linien (vgl. Fig. 15) und das endgiiltige Resultat folgt aus dem 
Mittelwert tiber die Kanale. Das absolute, mit der Apparateempfind- 
lichkeit korrigierte Spektrum zeigt Fig. 14. Als Ordinate ist die Inten- 
sitdt in Anzahl Quanten pro 100 Neutroneneinfange und pro 100 keV 


* Fir Wismut beniitzen wir 6 = 0,034-+0,002b und den in dieser Arbeit be- 
stimmten Wert 0=0,81 fiir die beiden Linien bei 4,17 MeV zusammen. 

xx Wird der Q-o-Wert der 8,99 MeV Nickellinie aus einer anderen Arbeit? 

verwendet, so kann auch diese Linie als relativer Eichpunkt beigezogen werden. 
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Fig. 13. Das Caesium-Me&spektrum, Als Ordinate ist die Anzahl Impulse pro min und Statistik aufgetragen. 
Dies bedeutet z.B., daB im Kanal 5, der durch 9 Koinzidenzstufen gespiesen wird (vgl. Fig. 5), tatsdchlich 
Qmal mehr gezahlt wird 


L COin, y) (ee 


7 - Quanten / 100 keV und 100 Neutroneneinténge 
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| : | , | hs By 
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Fig. 14. Das mit der Apparateempfindlichkeit korrigierte Caesium-Spektrum. Die aufgeldsten Linien sind 


mit groBen Buchstaben A, B, ... bezeichnet. Mit X1, X2,... werden nur die entsprechenden Maxima 
bezeichnet, wobei diese nicht unbedingt aus einer einzigen Linie bestehen miissen 
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aufgetragen. Zur Ermittlung dieses MaBstabes, der besonders fiir das 
unaufgeloste Spektrum sinnvoll ist, benétigt man die Flache der Ein- 
heitslinie; sie wurde experimentell fiir einige freistehende Linien be- 
stimmt. Sie betragt 0,17 MeV im Bereiche von 11 bis 5 MeV, nimmt dann 
allmihlich ab und erreicht bei 2,75 MeV den Wert 0,13 MeV. 

Es ist hier zu bemerken, da8 die Form des korrigierten Spektrums 
durch die typische Asymmetrie der Paarspektrometer-MeBkurve fiir die 
Einzellinie beeinfluBt wird. Das Spektrum kann deshalb nicht ohne 

Beriicksichtigung dieser Tatsache 


“Pails Haare araiimien. mit einem mit anderer MeBmethode 
[Cs133 (nv, y) Cs134] aufgenommenen verglichen werden. 
=: : Energie und Intensitat der ein- 
Linie | Me\ | y-pro 100 n a lee : : 
zelnen aufgelésten Linien sind in 
A 6,702+0,015 | 1,4+0,2 Tabelle 1 zusammengestellt. Die Be- 
‘a oy = 10,0350) Os zeichnungen X 1, X 2,... deuten im 
,365 + 0,025 0,6+0,2 j 
C 6185200000 | 23204 Gegensatz zu den Buchstaben, A, 
D 6,060+0,025 | 1,5+0,3 B,... darauf hin, daB es sichnicht un- 
a op = rane ae a2 Be bedingt um einzeln aufgeléste Linien 
Gals pasting pane ae ae handelt ; derangegebene Energiewert 
H | 5,638+0,025 | 3,5+0,8 bezeichnet den Schwerpunkt einer 
I 5,505 + 0,025 | 3,9 =: 0,9 deen - ‘ : : 
on egen eo ok) es Oe Liniengruppe, welche allerdings aus 
ik, 5,285+0,025 | 45+0,9 maximal 3 Linien bestehen mag. 
X11 | 5,03 Der Betrag der absoluten Kurve ent- 
X2 | 4,84 | s 1 
X3 | 4.70 a halt wegen der rasch abnehmenden 
X4 | 4,63 | om Spektrometerempfindlichkeit, eine 
X5 | 4,51 | 29,0+1,0b 


fiir kleine Energien zunehmende 
Unsicherheit, welche bei 3 MeV etwa 
+30% betragt. Der Gesamtverlauf der Kurve kann aber kontrolliert 
werden, denn es muB offenbar die im Spektralbereich iiber 3 MeV aus- 
gestrahlte Energie pro Neutroneinfang S kleiner als die Neutronbindungs- 
energie F sein, dh: 


En 
S(3 MeV, E,) = f Q(B)-E-dE<E,, 


3 MeV 


wobei fiir die Intensitat Q(£) natiirlich die Normierung 


Ey 
0 


gilt. Fiir das Caesiumspektrum bekommen wir 
5 (3 MeV, f= 63 ok, 


einen Wert also, der durchaus verniinftig erscheint. 
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Der Spin und die Paritét des Grundzustandes von Cs!33 und Cs134 
betragt bzw. 7/2* und 4+. Die einfachste mogliche Strahlungsart, die 
auf den s-Einfang des Neutrons folgt, ist demnach eine M1- und E 2- 
Strahlung. Dies erklart die geringe Intensitat des direkten Gammaiiber- 
ganges in den Grundzustand, da nach KINsEyY und BARTHOLOMEW? in 
diesem Fall die elektrische Quadrupolstrahlung ungefahr 2000mal 


Jod: Auswertung 


Fig. 15. Die Auflosung des Spektrums in Einzellinien, hier am Beispiel des Jods gezeigt 


geringer als die Dipolstrahlung sein kann. Der Ubergang vom angeregten 
in den metastabilen Zustand (3,2”) bei 138 keV wurde nicht gemessen 
und er ist ja auch durch die Auswahlregeln sehr unwahrscheinlich. Hin- 
gegen kombinieren die beiden Linien A’ und B wenigstens energiemaBig 
innerhalb der Fehlergrenzen mit den Linien a =120 +3 keV, b=184 + 
3 keV, (c=310-L5 keV) einer neueren Arbeit!®, so daB sich versuchs- 
weise zwel neue Niveaus bei 182 +5 keV und 325 +20 keV tiber dem 
Grunazustand einzeichnen lassen. 


Beim Caesium ist weiter nur noch der schon erwahnte metastabile 
Zustand bei 138 keV und das darunter liegende Niveau bei 10,5 keV 
bekannt. 


2. Jod. Das Jodspektrum wurde mit 2,4 kg reinem, zweifach subli- 
miertem Jod in Polyathylenbehalter gemessen. Das absolute Spektrum 


15 KINSEY, B.B., u. G.A. BARTHOLOMEW: Phys. Rev. 93, 1260 (1954). 
16 KALINKIN, L.F., A.S. MELIORANSKII u. I. V. EstuLin: Soviet Phys. JETP 
8, 410 (1959). 
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zeigt Fig. 16, wobei wieder die beim Caesium gemachten Bemerkungen 
gelten. Tabelle 2 gibt Energie und Intensitat der aufgelosten Linien an. 

Wir bekommen fiir die vom Jod ober- 
Tabelle 2. Jodlinien (J**(n,y) J”*] halb 3 MeV emittierte Energie 


cael Mapes aie S(3 MeV, E,) = 78% E 
2 ) ny} ~ n* 

| | 
A | 67140,02 | 1,340,3 Die Auflésung eines Spektrums in 
BOs 5= Os OS yah Olja One : om ; ; : cee 
c | 6204003 | 11403 Einzellinien ist in Fig. 15 am Beispiel 
D | 646+0,04 | 0,2+0,1 des Jods gezeigt. Die Form der Einzel- 
E | 5,9940,03 | 0.7402  Jinie wurde mit verschiedenen frei- 
E 5,86 + 0,04 0,5 + 0,2 _ Ree ; ; 
Fo | 43.75 50/03 19+0,4 stehenden Gammalinien im _ Bereich 
G anf a= ONOS 357 = 05 zwischen 2,75 und 11 MeV experimentell 
- ge CBU ies he Ce bestimmt und 1aBt sich sehr genau re- 
otal , : = : ; 
Delt BSR produzieren. Es laBt sich eine Abnahme 
43 | Bey der Halbwertsbreite der normierten Ein- 
“ | : nee ¢ 
| z 78 zellinie unterhalb 5 MeV feststellen; die 
Xe |) 4.65 | Halbwertsbreite ist bei 2,75 MeV um 
o | pa ja ws 20% kleiner als bei 9 MeV. 
X, 3,92 7,0-40,6b Wir haben das Jodspektrum fiir 


Energien unterhalb 3 MeV mit einem 
Graukeil-Szintillationsspektrometer ausgemessen!’, Die unter anderem 
dort gefundene 260+15 keV-Linie kombiniert auch intensitatsmaBig 
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Fig. 16. Das korrigierte Jodspektrum 


sehr gut mit der hier gemessenen B-Linie, so daB sich ein Niveau 
bei 260+15 keV tiber dem Grundzustand angeben l48t. Im Grund- 


” Bazer, R., H. KNOEPFEL, J. Lance, R. MULLER u. P. Stott: Nuovo Cim. 
11, 609 (1959). 
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zustand betragt der Spin von J!”" und J228 bzw. 5/2* und 1*. Die einfachste 
mogliche Strahlungsart, die auf den Neutroneinfang folgt, ist auch 
hier wieder eine M1- und £ 2-Strahlung. Die Intensitaét des Gamma- 
iiberganges beim J entspricht denn auch durchaus derjenigen beim Cs. 

3. Iridium. Das natiirliche Iridium besteht aus einem Gemisch der 
beiden Isotope Ir™ und Ir! im Verhdltnis 38,5 :61,5. Das das Produkt No 
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Fig.17. Das korrigierte Iridiumspektrum 


von Haufigkeit NV und Absorptionsquerschnitt o bei Ir!! 3mal gr6Ber ist 
als bei Ir! wird im wesentlichen das MeBspektrum durch das erste 
Isotop bestimmt. Unsere Angaben tiber Haufigkeit beziehen sich aber 
auf das natiirliche Gemisch. Die Messung erfolgte mit einem Target aus 
40 g reinstem Iridiumpulver. Das Meb- 


ergebnis ist in Fig. 17 (korrigiertes Spek- Tabelle 3. Ividiumlinien 
trum) und in Tabelle 3 aufgetragen. DRE Aso) ella to el 
Es gelten wiederum die beim Caesium- _ Linie | MeV | paepaonoone 
Spelinimi= wemachten ml Isemenumgen./\ iin ya eae Ln Alaa 
Zusatzlich ist zu sagen, daB die Auf- e | 6,085+0,015 | 1,14+0,4 
i i anaes os 5,97 +£0,02 | 1,340,4 
losung des Spektrums hier viel schwie CM Bios og WW oomeae 
riger ist; es ist nicht ausgeschlossen, 1D. |) Bop FLOOR? 4,5 0,4 
daB im aufgelésten Teil noch einige 2 5:67 +0,03 | 2,540,8 
G Bias hlacs nard (F) | 5,59 +0,04 1,7 + 0,6 
amuinalinien vernachlassigt wurden. (G) | 5,48 4£0,04 1.7+06 
So folgen z.B. die beiden Linien F’, G TO”) 3,34%12e.0303 1,7210,6 
aus der einfachsten mdglichen Auf- fe | ae DAE 
losung des MeBspektrums; es ware aber a 4.60 pee 
denkbar, daB sich die MeBkurve in X, | 4,50 | 440 + 20b 


diesem Gebiet aus einer zusdatzlichen, 
dicht neben einer anderen liegenden Linie aufbaut. Fiir das gemessene 
und korrigierte Iridiumspektrum bekommen wir 
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wobei hier E,, die Summe der Bindungsenergien der beiden Isotope be- 
deutet und das Integral S die Mischungsverhaltnisse und die verschie- 
denen Wirkungsquerschnitte sinngemaB beriicksichtigt. 

In Tabelle 4 sind die gemessenen Neutron-Bindungsenergien der 
verschiedenen Elemente im Vergleich mit den theoretischen, aus der 
Weizsickerschen Formel berechneten Werten und einigen (d, p)-Meb- 
ergebnissen aufgetragen. Dem Ir'®?-Isotop wird die Bindungsenergie 


Tabelle 4. Bindungsenergie des letzten Neutrons (MeV) 


yes | Cs134 | Iris? | [ris4 
| | | | 
iONERe INGA oo a 6 | 6,71 + 0,02 6,702 + 0,015; 6,085 + 0,015} (5,92 + 0,03) 
| | 
ee ee te — = | = =| = 
Theoretischer Wert® . | 604 \sl- ps6: 55% 9) 860905 Tames asa 


Aus (d,p)-Reaktionen™®. | 6,58+0,05 | 6,73+40,10 | ee | a 


6,085 MeV zugeordnet, entsprechend der Tatsache, daB es den gréBeren 
theoretischen Wert besitzt. Die Zuordnung der 5,92 MeV-Linie als 
Bindungsenergie des Ir™ ist nicht sicher. Da die Ubereinstimmung zwi- 
schen dem gemessenen und dem theoretischen Wert beim Ir!* gut stimmt, 
fallt die Auswahl beim Ir! auf die dem theoretischen Wert naheliegend- 
ste Linie, d.h. C oder D. Es kann aber angenommen werden, daB die 
dicht nebeneinander hegenden Linien 6 und C nicht vom gleichen Isotop 
stammen und damit kommt mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit die 
Linie C als Ubergang in den Grundzustand von Ir™ in Frage. 

4. Wismut. Eine friihere Messung von KINSEY et al.” ergab bei 
4,17 MeV eine ziemlich breite Gammalinie, so daB die Vermutung be- 
stand, es handle sich um eine Doppellinie. In einer sorgfaltigen Messung 
am Tangentialkanal konnten wir, dank dem guten Auflésungsvermégen 
und der groBen Empfindlichkeit des Paarspektrometers, diese Doppel- 
linie eindeutig auflésen. 

Natiirliches Wismut besteht aus dem einzigen Isotop Bi?. Das 
durch Neutroneinfang erzeugte Bi?!° hat ein Proton und ein Neutron 
mehr als die doppelmagisch abgeschlossene Schale bei Pb2°8. Aus 
(d, ’)-Messungen kennt man Niveaus bei 0,5, 2,1, 2,7, 3,3, 4,7 MeV. Da- 
bei wurde angenommen, daB die 4,17 MeV-Gammastrahlung nicht in den 
Grundzustand fiihrt, sondern zum angeregten Zustand bei 0,5 MeV. Die 
Energiebilanz des Zyklusses Bi??0-Po#!0-Pb?06_Pp207_ Pp208_ Pp209_B j209_B j210 
ergibt namlich einen Fehlbetrag von 0,54 MeV, wenn man annimmt, daB 
die héchsten vorkommenden Energieiibergiange bei den (d, p)- und 


18 MaRTIN, CuH.-N.: Nuclear Tables. Paris 1954. 

19 WaLL, N.S.: Phys. Rev. 96, 664 (1954). 

20 Kinsey. B.B., G.A. BARTHOLOMEW u. W.H. WALKER: Phys. Rev. 82, 380 
(1951). 
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(7, y)-Messungen bei Pb? und Bi2° in den Grundzustand fiithren. Es 
scheint, daB dieser Fehlbetrag eher dem Wismut zu belasten ist2!. Diese 
Annahme beruht aber durchaus nicht auf experimentell gesicherten 
Tatsachen. Um diese Unsicherheit aufzuklaren, miiBte man z.B. den 
Ubergang von diesem doppelten 0,5 MeV-Zustand in den Grundzustand 
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Fig. 18. Das Wismut-Me8spektrum (inklusiv Untergrund). Die Auflésung in zwei Linien ist eindeutig. Aus 

diesem Bild ist auch das sehr gute Signal-Untergrund-Verhaltnis ersichtlich, das am Tangentialkanal 

erhalten wurde (Bi, ¢ = 0,034 b). Dem statistischen Gewicht des Kanals 5 entsprechend, ist die tatsachlich 
gemessene Anzahl Koinzidenzen 9mal gréBer als angegeben 


nachweisen. Diese Energie deckt sich leider gerade mit der Quanten- 
energie der Annihilationsstrahlung, so daB die Messung nicht einfach 
wird. Die einzige Méglichkeit fiir das Experiment besteht in einer 
Koinzidenzmessung mit den von uns 
nachgewiesenen beiden Gammalinien. 

Fiir die Messung beniitzten wir ein 


Tabelle 5. Wismutlinien 
[Bi2 (x, y) Bit?) 


700 g schweres Target aus reinem Wis- _ Linie | MeV | y-Quanten pro n 
mutmetall. Da die Linie sehr schwach | | 
A 4,170 + 0,008} 0,42 + 0,07 


ist und sich zudem noch in einem fiir B | 4,065 £0,012] 0,39 40,07 
die Paarspektrometer-Empfindlichkeit 
ungiinstigen Energiebereich befindet, muBte die Reaktorleistung so hoch 
wie irgend nur moglich gewahlt werden. Durch konstante Temperatur- 
tberwachung der Wismutprobe mit einem Thermoelement wurde eine 
maximale Temperatur von 240° C zugelassen (Schmelztemperatur 270° C) 
und die Reaktorleistung darnach eingestellt. Der (, y)-Wirkungsquer- 
schnitt andert sich im Gegensatz zum totalen Wirkungsquerschnitt nicht 
mit der Temperatur”. 

Das Wismutspektrum wurde mit den Kandlen 4, 5, 6 und 7 gemessen. 
Das Me8Bspektrum von Kanal 5 zeigt Fig. 18. Daraus ist auch das er- 


21 HuIzENGA, J.R., L.B. Macnusson, O.C. Simpson u. G.H. WinsLtow: Phys. 


Rev. 79, 908 (1950). 
22 HuGHES, D.J., u. H. PALEvsky: Phys. Rev. 92, 1206 (1953). 
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staunlich gute Signal-Untergrund-Verhaltnis ersichtlich, das am Tan- 
gentialkanal mit der in Fig. 9 gezeigten Kollimation erhalten wurde. 
Die Auflésung in zwei Linien ist eindeutig. Energie und Intensitat der 
beiden Linien sind in Tabelle 5 zusammengestellt. 


Die Intensitatseichung wurde auch hier mit der Nickel-Vergleichs- 
methode durchgefithrt. Wenn man fiir den Wirkungsquerschnitt o = 
0,034b einsetzt, so bekommt man fiir die beiden Linien zusammen den 
Wert Q=0,81 Quanten pro Neutroneinfang. Dies deutet darauf hin, 

daB ein Teil der Neutronbindungs- 


Tabelle 6. Gamma-Intensitdten energie auch iiber die anderen, 
| yEnergie | Anzahl Quanten durch die (d, p)-Messungen nach- 
ct] it < J 2 . . . 
aoe | MeV) sane i ae gewiesenen Niveaus in den Grund- 
zustand zerfallt. 
Reaktor 1 MW Leistung** 5. Der Reaktor als Quelle fiir 
d mM : 
Bi(n, 7) 4,4 ha Bey wee *  monochromatische Gammastrah- 
ad 3 ‘ . . . ° 
Be (n, y) . hag 26-40% len mit Energien bis 11 MeV. Die 
. 5 e 

Coun s | ot i zur Eichung des Spektrometers 
Tiny) ee 6,8 | 2,0 10? durchgefiihrten Experimente ha- 
EDA coat ile nk Oe ei uh eae ben eine interessante Méglichkeit 
Rea) ae 5 Om 4,9-10 . , : ¥ 
Nifn.y)- 2 .| 9.0 | 8.7 - 108 fiir experimentelle Untersuchun 
N(n,y).. -| 10,8 1,2 10° gen an Reaktoren aufgedeckt. 
Protonenbeschleuniger 1mA Einige (n, y)-Reaktionen hefern 
Protonenstrom *** besonders einfache Gammaspek- 
e ay pftmavonder Quelle). 5) "tren" ‘nti starkeny« vOlicus te 

EE (PrenO | Ot” | 1,8 + 10 keh hin Di ké 
Li? (p, Y) Be® .| 17,6 | 1,3 - 108 stenenden Linien. lese KOnnen 


mit dem geeichten Paarspektro- 
meter sehr genau bestimmt werden*. Einige der in Frage kommenden 
Gammalinien sind in Tabelle 6 zusammengestellt. 


AufschluBreich ist der Vergleich mit den Gammastrahlen, die an 
Protonenbeschleunigern erzeugt werden kénnen2*. Die beiden besten 
und bekanntesten Beispiele sind die 6,14 MeV-Linie aus der Reaktion 
F19(p, wy) Ol und die 17,6 MeV-Linie aus der Reaktion Li? (f, y) Be’. Der 
Vergleich in Tabelle 6 zeigt das erstaunliche Resultat, da8 am Reaktor 


* Mit solchen freistehenden und genau geeichten Gammalinien ist gegenw4rtig 
eine Untersuchung iiber die Photolinienausbeute verschiedener Szintillatoren im 
Gange. Damit wird es in Zukunft méglich sein, die Intensitat dieser Linien auch 
mit einem gew6hnlichen Szintillationskristall zu bestimmen. 

xx Fir Targetgewicht 0,5 kg. Gemessene Werte. ® = 6 - 10!2 Neutronen cm? s-1 
(Tangentialkanal) 

**x* Tdeale Spannungsverhaltnisse und dickes Target. 

°3 FLUGGE, S. (Hrsg.), Handbuch der Physik, Bd. 42, Kernreaktionen III, S.311. 
Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer 1957. (Die Tabelle auf S. 311 enthalt 
einen Druckfehler: Die absoluten Ausbeuten der beiden Reaktionen Fi9(p, wy) und 
Li’ (p, y) miissen vertauscht werden.) 


Messung einiger (nv, y)-Spektren mit einem Paarspektrometer Bay, 


bei bedeutend besserer Geometrie die praktisch erreichbare Gamma- 
fluBdichte um GréBenordnungen gréBer ist als bei den besten Beschleu- 
nigern. Entscheidend fiir diese Anwendung ist noch die GroéBe des Re- 
aktor-Gammauntergrundes an der MeBstelle. Der Vergleich zwischen 
dem unkorrigierten Einkristall-MeBspektrum der F!® und Pb207-Linie 
(Fig. 19) zeigt eindeutig, daB bei entsprechender, sorgfaltiger Kolli- 
mation und bei Beniitzung eines Tangentialkanals (Fig. 9) der Unter- 
grund sehr stark reduziert werden kann. Wegen der groBen Intensitat 


F8(p,ay) 6,7 MeV Po Min y) 738 MeV 


willkriiche Einherten 


! 


| l | ] | 
s y Pe o if 6MeV 3 ¥ G o 7 & MeV 


Fig. 19. Vergleich zwischen den unkorrigierten Einkristall-MeBspektren von F® und Pb2*’, bzw. an einem 
Protonenbeschleuniger?4 und am Reaktor aufgenommen. Fiir die Intensitatsverhaltnisse vgl. Tabelle 6 


der Gammalinien besteht zusatzlich noch die Méglichkeit, die energie- 
schwache Komponente des Untergrundes mit geeigneten Filtern wesent- 
lich zu verringern. 

Die Erkenntnis, daB ein Reaktor bei entsprechender experimenteller 
Einrichtung auch als Quelle fiir intensive monochromatische Gamma- 
strahlen bis 11 MeV angesehen werden kann, er6ffnet neue Moglichkeiten 
fiir physikalische Untersuchungen an Reaktoren. Je nach Art des durch- 
zufiihrenden Experimentes werden die Anspriiche auf Energie, Reinheit 
des Spektrums, Intensitat, Kollimation, Untergrund usw. verschieden 
sein. Eine Arbeit, die alle diese Méglichkeiten untersucht, ist im Gange, 
und wird spater ver6ffentlicht. 


AbschlieBend méchten wir den Herren R. BALzer, L. Jarczyx, J. LANG und 
W. Wott fiir viele niitzliche Diskussionen und Anregungen und fir die tatkraftige 
Unterstiitzung bei den experimentellen Problemen herzlich danken. Ferner sei 
an dieser Stelle der Reaktor A.G. in Wirenlingen fiir die freundliche und grof- 
zugige Zusammenarbeit unser bester Dank ausgesprochen. 


24 Kockum, J., u. N. STARFELT: Nucl. Instrum. 4, 171 (1959). 
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Die Vielfachstreuung der Elektronen 
zu grofen Winkeln 


I. Lésungen fiir das unendlich ausgedehnte Medium * 
Von 
GERT MOLIERE 
Mit 3 Figuren im Text 


(Eingegangen am 30. Juni 1959) 


Es wird gezeigt, da die raumlich von einer einzigen Koordinate 7 abhangigen 
Lésungen der Boltzmannschen Integro-Differential-(Transport-) Gleichung von 
der gleichen allgemeinen Form sind wie sie von BETHE, Rose und Smiru fir den 
Fall der Diffusions-Differentialgleichung gefunden wurde; d.h. abgesehen von 
einer in und w (=cos#) linearen partikularen Lésung gibt es ein unendliches 
System linear unabhangiger Losungen der Form 


pn” (+ m) cos (ma) exp ( ky” x) (a = Azimut). 


Die yi” (u) bilden kein gewohnliches Orthogonalsystem, sondern sind ,,orthogonal 
mit einem Gewicht uw“*. Diese Besonderheit fiihrt zu einer speziellen Kugelfunktions- 
Entwicklung 


Qn (+ fh) = D(+ ny by le) Fey ete: 


bei der nur die in w ungeraden zugeordneten Kugelfunktionen verwendet werden. 
Die Entwicklungs-Koeffizienten der of” (uw) und die zugehorigen Eigenwerte k{?” 
folgen aus einem unendlichen Sakular-Problem, auf das sich ein bequemes und 
sehr genaues numerisches Lésungs-Verfahren aufbauen laBt. Das Verfahren um- 
faBt als Spezialfall den der von BoTHE und BETHE, Rose und SmitH behandelten 
Diffusions-Differentialgleichung, die uns als ein erstes numerisches Anwendungs- 
Beispiel dient. Die Ergebnisse werden im folgenden Teil II dieser Arbeit benutzt 
werden, um diejenigen Lésungen zu konstruieren, die die Randbedingungen der 
plan-parallelen Platte fiir senkrechten und schragen Einfall des Primarstrahls 
erfiillen. Im letzteren Fall miissen dabei auch die zu m+ 0 gehorigen rps (12) 
verwendet werden. 


Einleitung 


Der Einflu8 der Coulombschen Vielfachstreuung macht sich fiir die 
leichten Elektronen in weit starkerem MaBe fiihlbar als fiir schwerere 
Teilchen. Wahrend sich fiir die letzteren selbst nach vélliger Abbremsung 
bis zum Endpunkt ihrer Bahn keine gréBeren mittleren Streuwinkel 
(vergleichbar mit 90°) durch Vielfachstreuung einstellen kénnen, tritt 


* Max von Laur zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
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fiir die Elektronen gegen das Ende ihrer Bahn hin ,vollstandige Diffu- 
sion, d.h. eine nahezu isotrope Verteilung der Bewegungsrichtungen 
ein. Fir nicht zu groBe Anfangs-Energie der Elektronen, bis etwa zu 
einigen mc?, wird dieser Bereich der Vielfachstreuung zu groBen Winkeln 
bereits auf Wegstrecken erreicht, auf denen der Energie-Verlust durch 
Tonisation noch verhaltnismaBig gering ist. Fiir den genannten Energie- 
bereich stellt es daher eine sinnvolle Naherung dar, den Durchgang 
von Elektronen durch Materie-Schichten unter dem reinen Einflu8 der 
Vielfachstreuung und bei Vernachlassigung des Energie-Verlustes zu 
_behandeln. 


AnschlieBend an eine friihere Untersuchung von W. Borne?! haben 
BETHE, Rose und SmitTH? das Problem eines senkrecht auf eine plan- 
parallele Platte auftreffenden Elektronen-Strahls behandelt, der unter 
dem Einflu8 der reinen Coulombschen Vielfachstreuung diese teilweise 
durchdringt und teilweise nach riickwarts gestreut wird. Dabei wurde 
von einer Vereinfachung Gebrauch gemacht, die in der Ersetzung der 
Boltzmannschen Integro-Differentialgleichung durch die Diffusions- 
Differentialgleichung besteht. Ein erster Schritt in Richtung auf eine 
allgemeinere Behandlung wurde erzielt durch eine Arbeit von M. C. WANG 
und E. GutH?, der sich weitere Fortschritte durch Untersuchungen von 
R. MERTENS? anschlossen. Neuerdings wurde von E. BREITENBERGER® 
eine vollstandige formale Losung des Problems angegeben und deren 
Auswertung in erster Naherung durchgefithrt. Besonders erwahnt sei 
schlieBlich in diesem Zusammenhang eine Arbeit von L. V. SPENCER§, 
dem es gelang, die Bewegung von Elektronen im unendlich ausgedehnten 
Medium unter dem gemeinsamen Einflu8 von Vielfachstreuung und 
Ionisations-Bremsung zu behandeln. 

Es bestehen verschiedene Méglichkeiten beziiglich der Art und Weise, 
wie die Erfiillung der Randbedingungen erreicht wird. BRS sind dabei 
so vorgegangen, da sie zunachst eine Lésung fiir das unendlich aus- 
gedehnte Medium aufsuchten, die nur insofern speziell ausgewahlt war, 
als sie bereits die durch die Randbedingungen geforderten Symmetrien 
enthalt. Die eigentliche Erfiillung der Randbedingungen wurde durch 
nachtragliche weitere Spezialisierung erreicht. Dieses Verfahren, dem 
auch wir uns in der vorliegenden Arbeit anschlieBen, liefert den Grenz- 
fall der ,,vollstandigen Diffusion“ bei groBer Platten-Dicke als Ausgangs- 


1 Botue, W.: Z. Physik 54, 161 (1929). 

2 Betue, H. A., M. E. Rose u. L. P. SmitH: Amer. Phil. Soc. 78, 573 (1938). 
Zit. als BRS. 

3 Wanc, M.C., u. E. GutH: Phys. Rev. 84, 1092 (1951). 

4 MERTENS, R.: Wis. en natuurkund. Tijdschr. 30, Suppl. 

5 BREITENBERGER, E.: Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 250, 514 (1959). 

6 SpENCER, L. V.: Phys. Rev. 98, 1597 (1955). 
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punkt eines Naherungsverfahrens, das den Bereich der Giiltigkeit zu 
geringerer Platten-Dicke hin ausdehnt, und das sich in geschlossener 
Form ausfiihren laBt. — Der andere mégliche Weg, der darin besteht, 
die Erfiillung der Randbedingungen von vornherein bei der Aufstellung 
der Lésung mit zu beriicksichtigen, wurde u.a. in der zitierten Arbeit 


von E. BREITENBERGER eingeschlagen. Hierbei erscheint umgekehrt die | 


fiir den Grenzfall kleiner Schicht-Dicke giiltige Theorie der Vielfach- 


streuung zu kleinen Winkeln in der Form von GOUDSMIT und SAUNDER- | 


son? als Ausgangspunkt eines Iterations-Verfahrens, nach dem sich 
schrittweise fiir gréBere Schichtdicken giiltige Loésungen erhalten lassen. 
Insofern stellt die Arbeit von BREITENBERGER eine willkommene Ergan- 
zung zu der unseren dar. 


Der vorliegende Teil I dieser Arbeit behandelt die Theorie der | 


Elektronen-Streuung im unendlich ausgedehnten Medium®. Es wird das 
vollstandige System von Loésungen aufgesucht, das den fiir die nach- 
tragliche Erfiillung der Randbedingungen notwendigen Symmetrie- 


Forderungen geniigt, und zwar fiir den Fall der plan-parallelen Platte 


bei senkrechtem und schragem Einfall des Primar-Biindels. Das Gesetz 
der Einzel-Streuung geht dabei in Form des Wirkungs-Querschnittes 
bzw. der diesem aquivalenten Goudsmit-Saundersonschen Koeffizienten 
ein. Als Spezialfall enthalt unsere Theorie auch den der Diffusions- 
Differentialgleichung, wie sie von BoTHE und von BRS verwendet 
wurde. Dieser Fall wird im numerischen Teil (§ 6) als ein erstes numeri- 
sches Beispiel benutzt, u.a. auch aus dem Grunde, um mit den Ergeb- 
nissen von BRS unmittelbar vergleichen zu kénnen. In diesem Zusam- 
menhang sei jedoch darauf hingewiesen, da diese ,, Diffusions-Naherung“‘ 
nicht bloB akademischen Wert hat, sondern fiir den Grenzfall der voll- 
standigen Diffusion eine gute Naherung darstellt. 


Im nachfolgenden Teil II dieser Arbeit werden die Ergebnisse dieses 
ersten Teils benutzt werden, um Lésungen zu konstruieren, die zugleich 


die Randbedingungen erfiillen. Der Einflu8B von Spin und Polarisation, | 


der fiir die Streuung zu groBen Winkeln wesentlich ist, soll in einem 
spateren Teil der Arbeit beriicksichtigt werden. 


§ 1. Formulierung des Problems und vorbereitende Betrachtungen 


Es sei mit x die senkrechte Eindringtiefe in die Platte bezeichnet, 
deren Begrenzungs-Ebenen bei x=0 und x=d liegen mogen. Ein 


gleichformiger primarer Elektronen-Strom (ein Elektron pro cm? und sec) ff 


? GoupsmitT, S.A., u. J.L. SauNDERSON: Phys. Rev. 57, 24, 552 (1940); 58, 
36 (1940). 

* Vgl. G. MoLIERE [Nuovo Cim. 7, 720 (1958)], wo die in dieser Arbeit ver- 
wendeten Methoden kurz beschrieben werden. 
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treffe bei x =O auf die Platte, wobei wir uns zunichst auf senkrechten 
Finfall, d.h. Bewegungsrichtung der primaren Elektronen in positiver 
x-Richtung beschranken. (Fiir die notwendigen Verallgemeinerungen 
zur Behandlung schrager Einfalls-Richtung s. § 5.) Wir lassen nun die 
Randbedingungen zunachst ganz auBer acht, nehmen jedoch an, daB die 
Intensitat J(u, x) der Elektronen raumlich nur von der Koordinate x 
und betreffs der Richtungs-Verteilung nur vom Kosinus 4 =cos@ der 
Bewegungsrichtung gegeniiber der positiven x-Achse, nicht dagegen vom 
Azimut abhangt, womit den notwendigen Symmetrien entsprechend den 
Randbedingungen der plan-parallelen Platte und fiir senkrechten Ein- 
fall bereits Rechnung getragen ist. Die Wirkung der Vielfachstreuung 
im Innern driickt sich dann aus durch die stationare Boltzmannsche 
Integro-Differentialgleichung, die wir in der folgenden Form schreiben: 


ee ee aes. (1.1) 
ax 

Dabei bezeichnet der Stern ein ,,Faltungs-Produkt auf der Einheits- 
Kugel’ vom Typus: 


22% +1 
flu) *e(u) = 55 fda f dy! tu’) gu") (1.2a) 
0 ih 
mit 
we” =p + [ (4 — w?) (4 —’?)}8 cos w. (1.2b) 


Ferner wurde in (1.1) die Abktirzung 
G(u) =N [0.01 — 4) —o(u)], (1.3) 


benutzt, wobei N die Anzahl der streuenden Atome pro cm, a (cos?) x 
dw/2x den differentiellen Querschnitt fiir einen Einzelstreuakt in das 


41 
Raumwinkelelement dw bei 0, ¢) = { o() du den entsprechenden totalen 
Querschnitt und 6 die Diracsche oereranie bedeuten. (Der zweite 
bzw. erste Term in (1.3), eingesetzt in (1.1) beschreibt diejenigen Elek- 
tronen, die in ein betrachtetes Raumwinkelelement hinein bzw. heraus- 
gestreut werden.) 
Fiir Faltungsprodukte der Art (1.2) gilt der folgende Faltungssatz fiir Legendre- 
Trvansformierte; Es seien 


sei 
£1 eee Py (us) du (1.4) 


und entsprechend /, die Legendre-Transformierten (-Koeffizienten) zweier Funk- 
tionen g(w) und f(u). Die Legendre-Transformierte des Faltungsproduktes auf der 
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Einheitskugel g() * f() ist dann gleich dem gewoéhnlichen Produkt der Legendre- 
Transformierten der beiden Faltungsfaktoren : 


41 
Sts (u) * f(u)] Pr(m) du = ert. (1.5) 


Der Beweis ergibt sich leicht aus dem bekannten Additionstheorem der Kugel- 
funktionen 9. 


Die Legendre-Transformierten der Funktion G(m) nach (1.3) lauten: 
+1 
G,=N J o(u) [1—F(w)\du, (1.3’) 
=i 


woraus ganz allgemein G,=0 sowie wegen der positiven Natur des 
Querschnitts a(u) G,>0 fiir 1/21 folgt. 

Neben der Intensitat J(u, x) fiihren wir zweckmaBig die ,,Strom- 
funktion’ J(u, x)=" I(u, x) (= x-Komponente des Vektors der Teil- 
chen-Stromdichte) ein. Fiir die den betreffenden Koeffizienten zuge- 
ordneten Legendre-Koeffizienten folgt dann aus (1.1) mit Hilfe des 
Faltungssatzes (1.5) das unendliche System von linearen Differential- 
gleichungen: 


d J,(x)/dx = —G,I,(x). (1.6) 


Wegen G,)=0 und wegen der Bedeutung des Koeffizienten Jj (x) = J, (*) 
als der totalen resultierenden Teilchen-Stromdichte bedeutet (1.6) fiir 
/=0 die Kontinuitatsgleichung, die sich unmittelbar integrieren laBt: 


dj,jdx=dl,Jdx =0, (1.6’a) 
diy 
Jo=L,= const. (1.6’b) 
Damit kann sogleich auch die zu/ = 1 geh6rige Gl. (1.6) integriert werden: 
d.h. 
Si(%) =f 0) — Guy x. (4.6’"b) 


Es ist klar, daB die Gesamtheit der Koeffizienten J,(x) der Gesamt- 
heit der Koeffizienten J;(x) aquivalent ist. Wir werden daher spater 
(§ 3) die Halfte der in (1.6) auftretenden Koeffizienten zu eliminieren 
haben. Im Fall der Klein-Winkel-Streuung (d.h. wenn die Schichtdicke 


° Die Beziehung (1.5) wurde bereits friiher von L. S. OrNsTEIN [Proc. Kon. 
Akad. Wet. Amsterdam 40, 464 (1939)] und anderen verwendet. — (1.5) ist ein 
Faltungssatz ahnlicher Art, wie er von verschiedenen Integraltransformationen her 
bekannt ist mit dem einzigen Unterschied, daB die Rolle der durch die betreffende 
Integraltransformation eingefiihrten neuen Variablen hier von dem diskreten 
Index / iibernommen wird. — Im § 5 dieser Arbeit werden wir ubrigens eine wichtige 
Verallgemeinerung von (1.5) fiir den Fall benutzen, da® der eine der Faltungs- 
faktoren auBer von = cos# auch vom Azimut « abhangt. 
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so klein ist, daB praktisch nur sehr kleine Streuwinkel auftreten) kann 
mit gentigender Annaherung J;~J, gesetzt werden, womit (1.6) die 
Gestalt der von GoupsMIT und SAUNDERSON a. a. O. fiir diesen Fall 
angegebenen Gleichungen annimmt. 

Die Gestalt der Koeffizienten G, in (1.6) fiir den Fall der unrelativi- 
stischen Coulomb-Streuung mit Abschirmung wurde ebenfalls von G. S. 
angegeben und lautet (in der vom Verf. eingefithrten Schreibweise) : 

4 


G =U +1) (42) in (4) =1-2(4 a : tatielie | (1.7) 


Dabei ist 7, = |42NZ e?/(pv) (p der Impuls, v die Geschwindigkeit der 
Elektronen) ein charakteristischer Winkel, der im wesentlichen die 
Gré6Benordnung der nach einem cm Weg auftretenden Streuwinkel be- 
stimmt und y, der ,,Abschirmungswinkel“. Gl. (1.7) entspricht der fiir 
Vielfachstreuung giiltigen Naherung, in der sich der EinfluB der Ab- 
schirmung durch die einzige Konstante y, ausdriickt (vgl. 194 und 
BETHE!”). y, ist in allen interessierenden Fallen eine sehr kleine Zahl. 
[Fir sehr groBe Indizes /, namlich /Z y;", die bei Giiltigkeit der Vielfach- 
streuungs-Naherung praktisch nicht mitwirken, wird (1.7) ungiiltig. Die 
auftretenden Summationen iiber / sind dort abzubrechen. | 

Die wesentliche Abhangigkeit der G, vom Index / nach (1.7) ist offen- 
bar durch den Faktor /(/-+1) gegeben. Als eine sinnvolle Naherung 
erscheint es daher, den Klammerausdruck in (1.7) durch eine Konstante 
zu ersetzen, so daB wir schreiben kénnen: 


COLI (1.7’) 


Diese Naherung wird insbesondere gut sein in Fallen, in denen praktisch 
nur eine geringe Anzahl von Koeffizienten mit niedrigen Indizes / eine 
Rolle spielen, d.h. wenn nahezu ,,vollstandige Diffusion“ vorliegt. Der 
wichtigste unter den Koeffizienten G, wird in solchen Fallen G, sein, 
und man wird daher die Konstante 4 so wahlen, da der Wert von G, 
nach (1.7’) mit seinem aus der Definition (1.3) bzw. (1.3’) folgenden 
exakten. Wert iibereinstimmt. Man erhalt so: 


+1 


sat She ; N fo) [1 — pw) du. (1.8) 


Die Ersetzung von (1.7) durch (1.7’) mit (1.8) entspricht nun offenbar 
genau der Ersetzung der Integro-Differentialgleichung (1.1) durch die 


10 MoLizRE, G.: Z. Naturforsch. 2a, 133 (1947). 
11 MoLizRE, G.: Z. Naturforsch. 3a, 78 (1947). 
12 Betue, H. A.: Phys. Rev. 89, 1256 (1953). 
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bekannte (Diffusions-) Differentialgleichung: 


2 ol (u, oa) =A, 1 (us, to) (1.9) 


Ox 


( w= i (1 —p?) - , der w-Anteil des Laplace-Operators auf der Ein- 
heitskugel). Dies ist die von BoTHE und B. R. S. behandelte Differential- 
gleichung. Thre Herleitung dort erfolgt (unter Vernachlassigung der 
relativ seltenen groBen Einzel-Streuwinkel) durch Taylor-Entwicklung 
unter dem Faltungs-Integral in (4.1), wobei sich insbesondere genau der 
Ausdruck rechts in (1.8) fiir den Kehrwert der ,,mittleren Transport- 
Weglange“ A ergibt. 

Die durch (1.7’), (4.8) und (1.9) gegebene Naherung, die als ein 
Spezialfall in den allgemeinen Rahmen der hier gegebenen Behandlung 
eingeschlossen ist, sei im folgenden kurz als ,,Diffusionsnaherung“ be- 
zeichnet. Die hier gegebene Begriindung derselben scheint uns ihre 
Brauchbarkeit fiir den Fall der vollstandigen Diffusion besonders deutlich 
zu zeigen. — Die Diffusionsnaherung wird uns zur Ilustrierung der in 
den §§ 2 bis 5 erhaltenen allgemeinen Ergebnisse als numerisches Bei- 
spiel (§6) dienen, insbesondere auch, um mit den Ergebnissen von B.R.S. 
vergleichen bzw. diese ergangzen zu kénnen. Es sei jedoch betont, daB 
die im folgenden gegebene allgemeine Behandlung unabhangig ist von 
speziellen Annahmen iiber o(u) bzw. G;. 


§ 2. Die Struktur der Lésungen * 

Die Lésungen der Integrodifferentialgleichung (1.1) sind, wie wir 
zeigen werden, von genau dem gleichen Typus wie diejenigen, der von 
B. R.S. behandelten Differentialgleichung (1.9) (Diffusionsnaherung). 
Danach gibt es erstens eine unendliche Folge von Lésungen, die ex- 
ponentiell von x abhangen**: 


Lys a SSC foro, Au), ieeal, 2s ee) (2.1) 
mit willktirlichen Konstanten C,, wobei die ,,(u) Eigenfunktionen und 
k, die zugeh6rigen Eigenwerte sind, die der Integralgleichung 

[Mn — G (Ht) *] Pn (tu) =0 (2.2) 
gentigen. Daneben gibt es noch eine von x und yw linear abhangende 
singulare Lésung der Form: 

Toys *) =a +B (u—G,%) (2.3) 


* Die Ausfiihrungen des §2 vermitteln einen Uberblick von einem allgemeineren 
Standpunkt aus und tragen zum speziellen Fortgang der Rechnung nicht wesentlich 
bei. §2 kann daher beim Lesen zunachst iibersprungen werden. 

**, Bei I(,,) ta (2:4) und Io) in (2.3) ist der Index in Klammern gesetzt, um Ver- 
wechslungen mit dem Legendre-Index / zu vermeiden. 
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mit willkiirlichen Konstanten « und f. Gl. (2.3) stimmt einschlieBlich 
des Zahlfaktors G, = 2/A [vgl. (1.8)] mit der entsprechenden Lésung im 
Fall der Diffusionsnaherung [vgl. B. R. S. Gl. (17)] iiberein. Die Giiltig- 
keit von (2.3) als Lésung von (1.1) folgt bereits aus (1.6’b) und (1.6’’b). 
Bildet man ferner mit Hilfe des Faltungssatzes (1.5) das Faltungsprodukt 
von G() mit einer Konstanten bzw. mit , so erhalt man wegen G,=0): 


G(u) * const =G, - const =0 (2.4) 
und 
G(u) #4 =G,- pb, (2.5) 


woraus mit (1.1) ebenfalls (2.3) folgt. 


Um nun die von x exponentiell abhangigen Lésungen (2.1) naher zu 
untersuchen, bemerken wir, da der Faltungsoperator G() * selbstad- 
jungtert ist, d.h.: 


if p(u) [G(u) *p(u) | du ge p(w) LG (uw) *p(u) | du (2.6) 


mit beliebigen Funktionen m(m) und w(u); denn bei Auswertung nach 
dem Faltungssatz ergeben sich die beiden Seiten von (2.6) einander 
gleich und zwar (mit Benutzung der folgenden Notierungsregel) gleich 


Gipiy' =G,y,¢'. 


Bemerkung zuy Notierung. In der letzten Textgleichung und im folgenden 
verwenden wir eine bequeme Tensorschreibweise mit unteren und oberen Indizes J, 
wobei Heraufziehen des Index Multiplizieren mit (J+ 2) bedeutet. Uber Produkt- 
ausdriicke mit ubereinstimmendem unterem und oberem Index ist 1m allgemeinen 
ohne Setzung eines Summenzeichens summiert zu denken. In dieser Notierung 
lautet z.B. die Umkehrung von (1.4): g(u)=g!P(u) und das innere Produkt 

+1 


zweier Funktionen schreibt sich: (f(m), g(u)) = i f(u) g(4) du=fre'= fg. 
—1 


,Orthogonalitat mit Gewicht w'’. Wendet man (2.6) auf zwei (zu ver- 
schiedenen Eigenwerten k,,=-k,, gehorige) Eigenfunktionen @,,() und 
P»(u) der Eigenwertgleichung (2.2) an, so zeigt sich, daB diese nicht im 
gewohnlichen Sinne orthogonal sind; vielmehr folgt, daB ihr ,,inneres 
Produkt mit Gewicht ’’ verschwindet: 


+1 
(LQn» Pm) = (Pn Pm) = J Pn (lt) Pm (U) Ma =O. (2.7) 


Auf entsprechende Weise zeigt man [indem man fiir p(y) in (2.6) @, (1) 
sowie fiir p(s) eine Konstante bzw. w einsetzt und (2.2), (2.4) und (2.5) 
benutzt], daB jede Eigenfunktion @,,(j) (vorausgesetzt, daB , 4-0) 
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identisch den beiden Beziehungen geniigt: 


a1 
S @n(u) wd =0 (2.8a) 
—1 
und 
+1 
S Qn(u) edu =o. (2.8b) 
=i 


Dies besagt, daB auch die singulare Lésung (2.3) auf den Lésungen (2.1) 
, orthogonal mit Gewicht yu“ ist. 


Ist ,(u) eine zum Eigenwert k, gehdrige Lésung von (2.2), so folgt 
bei Ersetzung w—>—j, daB auch ,,(—y) eine Eigenfunktion und zwar 
zum Eigenwert —k,, ist. Im folgenden verstehen wir unter @, (mu) stets 
die zu k,, > 0 gehérigen Eigenfunktionen und bezeichnen die zu negativen 
Eigenwerten gehérigen mit y,(—y). (2.7) bleibt damit auch giiltig, 
wenn eines der Argumente w durch —vwy ersetzt wird, und gilt dann 
auch fiir =m. [Die von zwei willkiirlichen Konstanten abhangige 
singulare Losung (2.3) kann als ein zum Eigenwertpaar k = + 0 gehoriger 
entarteter Fali betrachtet werden, der offenbar wegen Gy =0 eintritt. ] 
Bildet man das (gewohnliche) innere Produkt des Ausdrucks auf der 
linken Seite von (2.2) mit , (“), wertet nach dem Faltungssatz aus und 
beachtet, daB G, = 0 fiir alle / gilt, so folgt, daB die ,, Norm mit Gewicht yu“ 
der zu positiven Eigenwerten gehdérigen @, (uz) positiv (und entsprechend, 
daB diejenige der @,,(— wu) negativ] ist: 


api! 


(py, (44), 4 G,(+e4)) = i Pn(tpu)wduZo. (2.9) 


Damit sind die allgemeinen Eigenschaften der Lésungen von (1.1) 
aufgezeigt. Als wesentlich hat es sich dabei herausgestellt, daB diese 
(als Folge des Faktors « auf der linken Seite von (1.1)] kein Orthogonal- 
system im gewohnlichen Sinne bilden. Die Rolle des inneren Produktes 
spielt in unserem Falle das ,,innere Produkt mit Gewicht fe, anid es 
zeigt sich, daB die ,,Norm mit Gewicht u‘‘ nicht positiv definitiv ist, 
d.h. unser Funktionenraum ist kein Hilbert-Raum. — Wir haben nun 
diejenigen Transformationen in diesem Raum zu betrachten, die die 
,inneren Produkte mit Gewicht w‘‘ invariant lassen (d.h. an die Stelle 
der orthogonalen Transformationen in einem Hilbert-Raum treten). Wir 
betrachten dazu zwei beliebige Funktionen p(w) und y(u) dieses Raumes 
und zerlegen sie in ihre geraden und ungeraden Anteile gemaB p(w) = 
gp? (4) +H" (uw) [mit pF (u) = 9S (—) und ¢4 (uw) =— 4 (—p)] und ent- 
sprechend y(w). Das innere Produkt mit Gewicht w dieser beiden 
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Funktionen driickt sich dann wie folgt durch gleichartige Produkte 
ihrer geraden und ungeraden Anteile aus: 


(9, %) = (97, 62°) + (77, U@). (2.10) 


Wie man daraus erkennt, sind die gesuchten Transformationen diejenigen, 
die die Unterraume, die von den ungeraden Funktionen g4(w) und von 
den geraden Funktionen g*(w) aufgespannt werden, gesondert transfor- 
mieren und zwar so, daB die ungeraden 4 (jm) und die (ebenfalls unge- 
raden) p> (wu) invers zueinander transformieren (also ko- und kontra- 
variante Vektoren bilden). Speziell kann man davon ausgehen, die 
p*(u) und die w@>(u) nach ein und demselben Orthogonalsystem fiir 
ungerade Funktionen zu entwickeln, als welche man zweckmabig die 
ungeraden Legendre-Polynome wahlen kann. — DemgemaB charakteri- 
sieren wir z.B. die Intensitatsfunktion J (w, x) durch die einerseits dieser 
selbst und andrerseits der Stromfunktion J (wu, x) =I (u, x) zugeordneten 
ungeraden Legendre-Koeffizienten. Dies fiithrt auf die Darstellung fiir 
die Intensitat: 


I (pw, #) = 1?" (x) Py aa(w) +I?" (4) Baa (wu (2.11) 
und fiir die Eigenfunktionen ¢, (uw) der Gl. (2.2): 
Pn(Ee) = EER Prva) Hon Peoer(wle- (2.12) 


Pn, 2v+1 DZW. Wn, 2y41 Sind die den Funktionen @,, (44) bzw. py (u) =" Pn (¥) 
zugeordneten ungeraden Legendre-Koeffizienten [nach (1.4) mit /= 
2v+1]. Es gilt ferner die obige Regel tiber Heraufziehen des Index 
[das hier Multiplikation mit (2y-+3) bedeutet] und stillschweigende 
Summierung, die sich in diesem Falle tiber die ungeraden Indizes, d.h. 
uper y=, 1) 2, 3, ...-erstreckt, dies cit wesentlich fir (2:11) in (2-12) 
ist jedoch die Summierung praktisch nur tiber y = 1, 2, 3, ... zu erstecken, 
da wegen (2.8a und b) die zu »=0 gehorigen Koeffizienten in (2.12) 
verschwinden: 

Og = O (2.13 a) 
und 

D5 0. (2-13 D) 


Die fiir die Eigenfunktionen giiltigen Orthogonalitatsrelationen (mit 
Gewicht #) kénnen wir nun im Einklang mit (2.7) und (2.12) und bei 
passender Wahl der Normierung wie folgt zusammenstellen: 


fal 


FS Pn(H) Pm (UH) Ee = 28, ms (2.14) 
a 


aE 
f On(—#) On (—w) Hap = — 26, m (2.14b) 


il 
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41 
J Pn (H) Pn(—#) Hap =9. (2.14¢) 


=k 
Es gilt ferner fiir die ungeraden und geraden Anteile der @, (t) : 


a5] 


SGA (eo) Rw) edt = On, m- (2.14d) 
=i 


In den Koeffizienten von (2.12) driicken sich die Orthogonalitatsrelatio- 
nen wie folgt aus: 

Pr, Qv+1 parti FAO si (2.154) 
und es gilt auBerdem: 
(Ong Ai (fing, A==4y 23 pee) 


oe ee 2.156 
2 Pn, 2r41¥r | 0 eee ae 


Die Ausnahme fiir », A =O hangt damit zusammen, daB die ,, (uw) kein 
vollstandiges System bilden sondern erst durch Hinzunehmen einer 
linearen Funktion in mw [wie (2.3)] zu einem solchen erganzt werden. 


§ 3. Eliminierung der geraden Komponenten 


Das System von linearen Differentialgleichungen (1.6) lautet, wenn 
wir fiir gerade und ungerade Komponenten trennen*: 


BJ yay (x) [4% = — Gy iy 1,41(%) (3.1) 
und 


dJy,(x)/dx = — Gy,T,, (x). (3.1) 


Wir beabsichtigen, fiir J(u, x) die Darstellung (2.11) zu verwenden, 
die nur die ungeraden Komponenten J,,,, und /,,,, enthalt, und werden 
daher die geraden Komponenten J,, und /,, (bzw. deren Ableitungen) 
aus (3.1 b) eliminieren. 

Die zu »y =O gehorigen Gleichungen (3.1a und b), die die Kompo- 
nenten J, und J, betreffen, bilden ein von den iibrigen unabhangiges 
Teilsystem, das bereits in (1.6’b) und (1.6’’b) integriert wurde, und das 
auf die in w und x lineare partikulare Loésung (2.3) fiihrt. — Damit 
wissen wir bereits, daB J, und J, von den iibrigen Komponenten unab- 
hadngig sind. Es bleibt aber noch zu zeigen, daB die iibrigen Kompo- 
nenten Jo,415 Jovi (v =45-2;3, ...) vom, und J, nicht abhangen:- Das 
ist nicht trivial, und es wird ich zeigen, daB gerade die Eliminierung 
der geraden Komponenten auf eine Form des restlichen Gleichungs- 
systems fiihrt, in der 7, und J, nicht mehr vorkommen. 


* Um Irrtiimer zu vermeiden, sei bemerkt, da® iiber zwei gleiche wntere Indizes 
nicht za summieren ist; die GréBen G, in (3.1a und b) kénnen als die Elemente 
eies Diagonaltensors aufgefaBt werden. 
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Um die geraden Komponenten eliminieren zu kénnen, miissen wir 
die Beziehung zwischen der Stromfunktion und der Intensitat: = 
ft (u, x) in Legendre-Koeffizienten ausdriicken. Dies fiihrt auf 


Ji(*) =m Ty (x). (322) 


(Uber J’ ist summiert; vgl. die Bemerkung zur Notierung im § 2.) Dabei 
ist die Matrix 
sil 


My, =i uw Pi(u) Py (w) du (3.3) 


benutzt, deren Elemente nur fiir benachbarte Indizes J’ = -+/ von null 
verschieden sind und zwar 


1 BS AL 
20—-HU+h 6-5) 


(ja = ae) 
Der Deutlichkeit halber schreiben wir auch (3.2) getrennt fiir gerade und 
ungerade /: 


Fay (%) Say *** Io q14 (4) (3.2a) 


Jan+1(%) = Mays 1o5(%)- (3.2b) 


Wir kénnen nun etwa so vorgehen, daB wir ausgehend von (3.2b) 
einen Ausdruck fiir J,,,,(%) zu gewinnen suchen, der keine geraden 
Komponenten mehr enthalt. Dabei k6nnen wir x =0 auBer acht lassen, 
da wir ja J,(x) bereits integriert haben. In (3.2b) setzen wir nun den 
Ausdruck fiir /,,(%) ein, der aus (3.1b) folgt, indem wir dort durch 
—G,, dividieren. Aus G,=0 kann dabei keine Schwierigkeit entstehen, 
da vy =0 nur in der Gl. (3.2b) fiir x =0 vorkommt, die wir auBer Betracht 
lassen. Wir erhalten somit: 


Jeouta(%) = — bse” (Gey) 4 Joy (*) - (3.4) 


(Ableitungen nach x sind hier und im folgenden durch Striche bezeichnet.) 
Weiterhin setzen wir fiir Jy,(x) in (3.4) den aus (3.2a) durch Ableitung 
nach x folgenden Ausdruck ein und erhalten: 


Jonti(%) = Sie Gey ay aa) . (3.4’) 


Dabei tritt an und fiir sich bei der Summierung auch A=0, d.h. die 
Ableitung von J, nach x auf. Diese verschwindet aber nach unserem 
friiheren Ergebnis (1.6), so da wir beim Summieren tiber A den Wert 
A=0 weglassen kénnen. SchlieBlich setzen wir in (3.4) den Ausdruck 
I, .4(x) ein, der aus (3.14) (mit A statt v) folgt, indem wir nach » diffe- 
rentiieren und durch —G,,,, dividieren mit dem Ergebnis: 


und 


Fanti (*) 291) ig CP aA a (CV ees) : (3.5) 
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Dieses Ergebnis gilt fiir x =1, 2,3,..., und wir haben gezeigt, daB bei 
den Summationen die Indizes vy und A ebenfalls iiber die Werte 1, 2, 3, ... 
zu erstrecken sind. — Auf ahnlichem Wege erhalt man das zu (3.5a) 
aquivalente Gleichungssystem fiir die [,, ,4(%): 

Tauus (#) =(Gopua) Magia (Gee) Ate 7 glee ee (3.5 b) 
wobei ebenfalls der Wert null fiir die Indizes x, v, A nicht auftritt. 

Das Ergebnis (3.5a und b) liefert uns nachtraglich die Rechtfertigung 
fiir den in x exponentiellen Ansatz (2.1). — Es sei bei der Gelegenheit 
daruaf hingewiesen, daB wir fiir die Ableitungen dieses Abschnitts keiner- 
lei Gebrauch von den Ergebnissen des § 2 gemacht haben. Die Betrach- 
tungen im § 2 sind dazu gedacht, von einem allgemeineren Standpunkt 
aus einen Uberblick zu gewinnen, der die expliziten Deduktionen dieses 
und der folgenden Abschnitte erganzt. 


§ 4. Transformation auf Hauptachsen 

Fiihren wir nun entsprechend (2.1) den exponentiellen Ansatz 
I (u, x) < y, (uw) e-** und zugleich y, (uw) =" @,, (wu) ein, so tibertragen sich 
die Gleichungei (3.5a) von den J,., auf die w,,., und (3.5b) von den 
I,,,4, auf die @z,,,, wobei zugleich die zweiten Ableitungen nach x zu 
ersetzen sind durch Multiplikation mit dem Faktor k?. Die beiden in 
dieser Weise entstehenden Gleichungssysteme lassen sich auf ein einziges 
zurtickfithren durch die Substitutionen: 


Wn, art = (2¥ + GS eRe ols (4.1) 


3 
2 
und alana ea 
Pn, 2v41 = (2¥ +8) BG hee. (4.1 b) 


die wegen der (3.1.a) entsprechenden Beziehung 


k,, Yn, 20-1 — Goy44 Pn, 2v+1 (4.2) 


miteinander vertraglich sind. [Es sei hier bemerkt, daB unter den G? 
die positiven Quadratwurzeln aus den (stets positiven) G, zu verstehen 
sind. Der Faktor (2v + 3)~! in (4.1a und b) entspricht dem Ubergang 
zu einer Darstellung mit normierten Kugelfunktionen. Die Regel iiber 
,,Heraufzeihen von Indizes und stillschweigende Summierung entfallt 
daher fiir das folgende. | 

Fiir die neuen Vektorkomponenten uw, , ergibt sich auf beiden Wegen: 
ausgehend von (3.5a) mit (4.1a) oder von (3.5b) mit (4.1b), itberein- 
stimmend dasselbe Gleichungssystem, das in der Standard-Form eines 
Eigenwert-Problems geschrieben werden kann: 


24s Uy, A an Ay Un x (4.3 a) 
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mit der symmetrischen Matrix: 


A= (2% + 3) See a Gre Tees he Gope (24+ Ae: (4.3 b) 
und deren Eigenwerten: 
ee hee (4.3c) 


Die Komponenten uw, , der zu den A, gehérigen Eigenvektoren bilden 
in ihrer Gesamtheit eine orthogonale Matrix, die (bei passender Nor- 
mierung) den Orthogonalitats-Relationen geniigt: 


Di ian 3 = Oy, (4.4 a) 
und 


Ses Ome (4.4b) 


— n,n “M,x# 
Diese entsprechen mit Benutzung von (4.1a und b) (einschlieBlich der 
Normierung) den bereits in (2.15a und b) angegebenen. 


Aus dem Ausdruck (4.3b) fiir die Matrixelemente A,, erkennt man 
zunachst unmittelbar, daB nur die Diagonalelemente A,, und deren 
Nachbarelemente 4, ,,,; von Null verschieden sind, und zwar folgt dies 
aus der Eigenschaft der in (3.3) eingefithrten Matrix ,,,, nur benachbarte 
Elemente miteinander zu verkniipfen. Zur Vereinfachung des unhand- 
lichen Ausdrucks (4.3b) ist es zweckmaBig, statt ww), nach (3.3) die ent- 
sprechende mit normierten Kugelfunktionen P,(w) = |/J + 4 B(u) gebil- 
dete Matrix 


her ee F 

fie = J UP, (u) Py (u) du, (4.5) 
—1 

fri—1 =f1-1,1 = 4/42 —1 (4.5’) 


zu verwenden. Fiihrt man ferner die Hilfsmatrix ein: 
Fy = Gy fi,» Gr? (4.6) 
so 14Bt sich (4.3b) in der iibersichtlichen Form schreiben: 
[o@) 
A aE) ean! coma: (4.7) 
p= 


Die nichtverschwindenden Elemente der Hilfsmatrix (4.6) sind wegen 
(4.5’) alle positiv, und es ist bequem, sie entsprechend J; ;_y¥= fj_,)= S3 
als Quadratwurzeln der weiteren Hilfsgr6Ben: 


S) = (By 1-1)? G1 Gr =P/[(4F — 1) GG] (4.8) 
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| 
| 


auszudriicken. Nach (4.7) ergibt dies explizit fiir die Diagonalelemente 


yon eave Ay = Soupd baer (4.9a) 
und fiir deren Nachbarelemente: | 
Ana = Age x = (Sento Soma) (4.9b) 


Die Eigenwerte A, sind die Lésungen der unendlichen Sakular- | 


gleichung: 


1 ate 
nae | 
ee 

D,(A) = : _ — eal a ‘=0. 4g) 
| 0 i “| 
bate 6 0 | 
| | 


Die GroBen S, nach (4.8) fallen mit wachsendem Index / wie (G,G;_,)~?, 
d.h. ungefahr wie /~* ab. Nach (4.9a und b) fallen daher auch die 4,, 
mit wachsenden Indizes etwa umgekehrt proportional zu deren vierter 
Potenz, womit die Konvergenz der unendlichen Determinante in (4.10) 
gewahrleistet ist*. 

Neben der mit D,(A) bezeichneten Sakular-Determinante fiihren wir 
weitere Determinanten D,(A) ein, die aus D,() durch Streichen der 
ersten (vy —1) Zeilen und Spalten hervorgehen. Fiir die D, besteht offen- 
bar die folgende dreigliedrige Rekursionsformel: 


Ds = (1 = Zabel) D,, i (A ena) Denes (4.11) 


(4.11) laBt sich summieren und fithrt auf eine Reihe nach fallenden 
Potenzen von A [d.h. steigenden Potenzen von k?; vgl. (4.3c)], die der 
Vollstandigkeit halber hier mitgeteilt sei: 


y foe} { [e,2) Cc 
Dh >? S;+ “Az a S ey 
1=29+1 1=2y+1 k=1+2 


(4.12) 


CO lee) foe) 


ee IE Oe, 


1=2y4+1 k=/1+2 v=k+2 


* Die Anwendung der hier entwickelten Methoden auf die Neutronen-Diffusion 
erscheint nicht ohne weiteres méglich, zumindest dann nicht, wenn entsprechend 
der ublichen Naherung fiir o(u) die nach wenigen Gliedern abgebrochene Kugel- 
funktions-Reihe eingesetzt wird; denn dies hat zur Folge, das die héheren Koeffi- 
zienten G, einen von / unabhangigen konstanten Wert annehmen, und das Gleiche 
gilt dann auch bei gré@eren x fiir die Ali, WeaKel Coie La ss eet 


ua 
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DaB D, nach (4.12) der Rekursionsformel geniigt, kann durch unmittel- 
bares Einsetzen in (4.11) mit Benutzung von (4.9a und b) verifiziert 
werden. AuBerdem zeigt (4.12) das richtige Verhalten bei groBen v: 
lim D,=1. — Fiir das praktische Rechnen ist (4.12) nicht sehr geeignet ; 


v—> Co 
hierfiir sind Rekursionsverfahren viel bequemer, die unmittelbar an 
(4.11) anschlieBen, und die im folgenden erlautert werden. 


Wir fiihren nun die neuen Gr6éBen: 
T, (A) = D, (A)/D,,(A) (4.13) 


ein. Dividiert man (4.11) durch D,,,, so folgt fiir die T, die Rekursions- 
formel: 
Fe a AS yl) (4.14) 
Diese Rekursionsformel wird erganzt durch die Grenzbedingungen: 
lim T,(A) =1 (4.14b) 


und 
F(A) =0. (4.140) 


Die letzte Gleichung (4.14c) ist offenbar der Sakulargleichung (4.10) 
aquivalent; sie ist nur erfiillt, wenn A gleich einem der Eigenwerte A,, 
ist. Zur Bestimmung der Eigenwerte kann man daher im Prinzip so 
vorgehen, daB man bei geniigend groBem » mit dem asymptotischen 
Wert (4.14b) beginnend durch schrittweise Anwendung von (4.14a) 
schlieBlich 7, bestimmt und dieses Verfahren fiir alle méglichen Werte A 
wiederholt. Die Nullstellen der so erhaltenen Funktion 7,(A) sind die 
gesuchten Eigenwerte /,. — Auf dem hiermit angedeuteten Prinzip 
1a4Bt sich in der Tat ein zugleich bequemes und sehr genaues Verfahren 
begriinden, bei dem man praktisch allerdings ein wenig anders vorgehen 
muB, als es hier der Kiirze halber geschildert wurde. (Vgl. dazu die 
, Bemerkung zur numerischen Methode“ am SchluB dieses § 4.) 

Zwischen der Folge der zu einem Eigenwert A, gehdrigen T,(A,,) 
und den Komponenten u, , des zugehérigen Eigenvektors besteht ein 
unmittelbarer Zusammenhang, zu dessen Aufdeckung die folgende Uber- 
legung dient: Es verhalten sich die aufeinanderfolgenden Komponenten 
Un.1iUn, 9: Uy giUy 4: ... Wie die z.B. der ersten Zeile der Sakular-Deter- 
minante zugeordneten Minoren, d.h. wie 


Dy: (Ay 9/A,) Ds: (Ay, 2425/An) Dy: (Ay 2403As 4/Ap) Ds: ss 


Fiir die Verhaltnisse je zwei aufeinanderfolgender Komponenten 1, , 


folgt daraus: 
Uy, vtil4n, aa (A », Pent A Was (A,,) : (4.4 5 ) 
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Danach kann man die wu, , zunachst mit willkiirlicher Normierung be- | 


stimmen und nachtraglich auf eins normieren. — Die Rekursionsformel 
(4.14a) zusammen mit (4.14b und c) dient somit nicht allein zur Bestim- 


mung der Eigenwerte A,, sondern auch zur Ermittlung der zugehérigen | 
Eigen-Vektorkomponenten uw, , und damit zugleich nach (4.1a und b) 
der Legendre-Koeffizienten @, 9,.1 und y,, 9,,1, mit deren Hilfe sich die 


Eigenfunktionen ,,(-_m) nach (2.12) ausdriicken. 


Bemerkung zuy numerischen Methode. Es wird stets aut irgend eine Weise | 


méglich sein, die ungefahre Lage der Eigenwerte A, im voraus zu bestimmen. 
Ausgehend von zwei Versuchswerten fiir ein A, kann man dann ein ,,regula falsi‘’- 
Verfahren entwickeln, nach dem schrittweise verbesserte numerische Werte fiir A, 
erhalten werden. Praktisch zeigt es sich, daB ein solches Verfahren sehr emp- 
findlich auf kleine Anderungen der Versuchswerte A, anspricht und daher bereits 


nach wenigen Iterationsschritten die Eigenwerte A, mit auBerordentlich gro8er | 


numerischer Genauigkeit zu bestimmen gestattet. 

Bei dem ganzen Verfahren muB man jedoch sehr sorgfaltig den folgenden 
Umstand beachten: Die T, verhalten sich im allgemeinen nicht im ganzen Bereich 
der Indizes y einheitlich; vielmehr gibt es einen Bereich groBer Indizes, sagen wir 


oberhalb eines kritischen Index vy, in dem die T, mit wachsendem » monoton an- — 


steigen und sich dem Grenzwert eins entsprechend (4.14b) nahern. In diesem 
Bereich ist die von gréBeren zu kleineren Indizes fortschreitende Rekursionsformel 
(4.14a) ,,numerisch stabil“, d.h. ein numerischer Fehler fiir ein J,,, hat nach 
(4.14a) einen kleineven Fehler fir T, zur Folge. Im Bereich kleinerer Indizes » 
bis zum kritischen Index »y dagegen verhalten sich die J, ,,oszillierend“’, d.h. sie 
springen unregelmaBig von einem Index zum nachsten und wechseln dabei haufig 
das Vorzeichen. In diesem Bereich ist die von gréBeren zu kleineren Indizes fort- 
schreitende Anwendung von (4.14a) ,,numerisch instabil, d.h. der numerische 
Fehler vergréBert sich bei jedem Schritt, was offensichtlich darauf beruht, da8 
Differenzen nahezu gleich groBer Zahlen auftreten. Die Anwendung der Rekursions- 
formel im gleichen Sinne wiirde daher in diesem Bereich bereits nach wenigen 
Schritten zu grofen unkontrollierbaren Fehlern fiithren, die von Zufalligkeiten 
z.B. bei der Abrundung an friiherer Stelle herriihren. Im Bereich y<y mu man 
daher die Rekursionsformel (4.14a) in der auf J). , aufgelésten Form von kleineren 
zu groBeren Indizes fortschreitend verwenden, wobei man von T, = 0 entsprechend 
(4.14c) auszugehen hat. In diesem Sinn ist das Rekursionsverfahren wiederum stabil. 

Man hat nun offenbar so vorzugehen, daB man die zum ,,kritischen Index 7“‘ 
(dessen Festlegung in gewissen Grenzen willkiirlich ist) gehérige Gré@e T; in zwei- 
facher Weise: einmal von links und einmal von rechts, berechnet. Ein Fehler in 
dem zugrundegelegten Versuchswert A, hat zur Folge, da® die beiden so erhaltenen 
Werte 7; nicht genau tibereinstimmen; ihre Differenz kann nach dem ,,regula 
falsi‘-Verfahren zur Bestimmung verbesserter numerischer Werte A, benutzt 
werden. — In dieser Weise wurden die im Anhang B mitgeteilten numerischen Er- 
gebnisse erhalten. 


§ 5. Verallgemeinerung fiir schragen Einfall; 
, die zugeordneten“ Eigenfunktionen 


Ehe wir darauf eingehen, wie die Eigenfunktionen , (+) dazu 
benutzt werden, um die Randbedingungen zu erfiillen, wollen wir die 
bisherigen Ergebnisse fiir den Fall verallgemeinern, daB die Bewegungs- 
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richtung der primar auf die planparallele Platte einfallenden Elektronen 
mit der positiven x-Richtung (die weiterhin als die nach innen weisende 
Normale an der vorderen Begrenzungsflache der Platte gewahlt wird) 
einen Winkel J einschlieBt. Es fallt dann die Zylindersymmetrie fort, 
d.h. wir miissen zulassen, da die Intensitat I(u,«; x) auBer von x und 
je=cos# auch vom Azimut « abhangt. Auf diesen allgemeineren Fall 
lubertragen lautet die stationare Boltzmann-Gleichung: 

jp EE 2) GGT aa), (5.1) 


Ox 


wobei die Faltung auf der Einheitskugel jetzt definiert ist durch: 


22 =! | 
g(u)* F(u,a) = f da! f dy! glu’) fu’, o) (5.2a) 
0 = 
mit 
we =p’ +[(1 — pw) (1 — pw?) cos(a — @’). (5.2b) 


Die Funktion G (mw) in (5.1) bleibt weiterhin durch (4.3) definiert. 
Neben der Intensitat J(u, «; x) betrachten wir wiederum die ,,Strom- 
funktion™ J(u, «a; x) =ul(u, a; x) (= x-Komponente der Stromdichte). 
Bei der Entwicklung nach Kugelfunktionen miissen wir nun auch die 
zugeordneten Kugelfunktionen P/"(u) cos(ma) hinzunehmen. Die ent- 
sprechenden Entwicklungskoeffizienten der Intensitat sind: 


22 +1 


L(x) =a f dee f dT (yea; x) Bu) cos (ma), (5.3) 
0 =F 


und in entsprechender Weise sind die Koeffizienten /, ,,(%) der Strom- 
funktion gebildet. 

Der Faltungssatz (1.5) 1a4Bt sich auf den hier betrachteten allgemei- 
neren Fall iibertragen und lautet, wenn g; nach (1.4) und /, ,, entsprechend 
(5.3) gebildet ist: 

(2 *f)1 m = 8th, m- (5.4) 


Die linke Seite in (5.4) ist dabei der entsprechend (5.3) gebildete Ent- 
wicklungs-Koeffizient des Faltungsproduktes (5.24). 

Die im § 2 eingefiihrte Regel iiber Notierung und stillschweigende 
Summation verallgemeinern wir fiir den vorliegenden Fall durch Ein- 
fiihrung von VektorgréBen mit oberen Indexpaaren /, m gemaB: 


m— @+3)(—m)! 
pre hm: (5.5) 


Uber gleichlautende obere und untere Indexpaare /, m ist stets zu sum- 
mieren, ohne daB Summenzeichen gesetzt werden. 
23* 
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Das mit Hilfe von (5.4) aus (5.1) folgende unendliche lineare Glei- 


chungssystem lautet nun in Verallgemeinerung von (1.6): 


AJ, m(*)[d x = — G, I, m(*)- (5.6) 


Hieraus sind die iiberzahligen Komponenten zu eliminieren mit Hilfe — 


der (3.2) entsprechenden Beziehung: 


Ji, m(*) Sire Ty (%) (524) 
mit der Matrix 44 
1 mV, m! Oy. m Su is (14) ie (14) du, (5.8a) 


—1 


deren nichtverschwindende Elemente lauten: 


Users ' (5.8b) 


HL ml -1,m = i—1. m;1, m x A(P= 4) (l—m 2 4)! 


Aus (5.6) zusammen mit (5.8a) erkennt man, daB das Gleichungs- 


system (5.6) in unabhangige Teilsysteme zerfallt, die zu verschiedenen — 


Werten m=O, 1, 2,3,... gehéren. Das zu m=O gehorige Teilsystem 
wurde in den vorhergehenden Abschnitten dieser Arbeit bereits behandelt. 
Die dabei entwickelten Methoden lassen sich leicht auf die Falle m>0 
iibertragen. Dabei tritt eine besondere Vereinfachung gegeniiber dem 


Fall m=0 dadurch ein, daB in den zu m>O0 gehérigen Gleichungs- — 


systemen der identisch verschwindende Koeffizient Gy nicht mehr vor- 
kommt. Aus diesem Grunde treten auch keine weiteren Entartungen 
auf, und alle zu m +0 gehérigen Lésungen sind von der in x exponentiellen 
Form: 


FROM™ x 


Tu, 5 x) o "(+ 12) cos (ma) ¢ (5.9) 


Wir betrachten nun das zu einem Wert m (=-0) gehérige Teilsystem 
von Gleichungen (5.6) und beabsichtigen, fiir die nach (5.9) eingefiihrten 
Eigenfunktionen p(w) eine zu (2.12) analoge Darstellung zu verwenden, 
wobei aber jetzt anstelle der P,(u) die Zugeordneten P” (wu) auftreten. 
Wegen der Division durch w im zweiten Term rechts in (2.12) kénnen 
wir dabei nur diejenigen P”(w) gebrauchen, die ungerade Funktionen in 
wesind, d.h. die Pot. 41(“). In genau analoger Weise zu dem im § 3 fiir 
m =0 angewandten Verfahren haben wir daher jetzt mit Hilfe von (5.7) 
aus dem betrachteten Teilsystem (5.6) die Koeffizienten J,,.,,.,, und 
I+, [bzw. die entsprechenden Entwicklungskoeffizienten der Eigen- 
funktionen gy” (w)] zu eliminieren. 

Das Ergebnis ist analog zu dem in den §§3 und 4 fiir m =0 erhaltenen 
und fiihrt auf das (4.3 a) entsprechende System von Eigenwertgleichungen: 


CO 
ee 4 ule) = AL” elem) (5.10a) 
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mit 
AN aa tee (5.10b) 


On 


Ein wichtiger Unterschied gegentiber dem Fall m—0 besteht jedoch 
darin, daB die Indizes der Matrix A\™ fiir m=0 die Werte x, A=0, 1, 
2, 3, ... durchlaufen, wahrend in Fall m =0 der Indexwert Null w egfallt, 
was eat dem Auftreten der Entartung zusammenhangt. Aus diesem 
Grunde lauft auch die Summation in (5.10a) und ebenso in der folgenden 
Formel (5.11) von Null an und nicht von Eins wie bei den analogen 
Formeln (4.3.a) und (4.7). 

Abgesehen von diesem Unterschied lassen sich alle in den §§ 3 und 4 
fiir m=O abgeleiteten Formeln auf die Falle m-+0 tibertragen, und 
zwar ergibt sich fiir A”) der zu (4.7) analoge Ausdruck: 


foe) 
a gai clas, ta Ped rayne ecg hs (5.11) 
r=0 
wobei analog zu (4.6) 
Tee) = Gr? ity, peers Cay (5242) 


ist. Dabei bedeutet 7, ,,.,,, die entsprechend (5.8a), jedoch mit nor- 
mierten P)” (yw) anstelle der P”(u) gebildete Matrix. Die nichtverschwin- 
denden Elemente derselben lauten: 


be S 12 — m? 3 
Hi, m;1—1,m = 1-1, m;1,m me ml (5.13) 
ZweckmaBig fiihrt man die GréBen 
yee 2 
Si) = (BP) = (GG) (5.414) 


ein, mit deren Hilfe sich die nichtverschwindenden Elemente von A!” 


wie folgt ausdriicken: 
ye bl = =) ae =p Se ae (5.15 a) 
und 
AMES aa ALO. |, = (Saat Sow et = (Gis! 5 b) 


Die Formeln (5.14) und (5.15a und b) schlieBen fiir =O identisch 
die fritheren Formeln (4.8) und (4.9a und b) ein. Entsprechend der obigen 
Bemerkung ist jedoch der Unterschied zu beachten, daB im Falle m=0 
die zu x =O gehorigen Matrixelemente (5.15a und b) wegzulassen sind. 
Aus dem gleichen Grunde ist die Sakulardeterminante, die fiir m—=0 
mit D, bezeichnet war, fiir m=-0 sinngemaB mit Dy zu bezeichnen. 
Aus dieser sind durch Streichen der ersten » (nicht wie frither » — 1) 
Zeilen und Spalten die weiteren Determinanten D, und mit deren Hilfe 
nach (4.13) die GréBen T, zu bilden. Diese geniigen dann der Rekursions- 
formel (4.14a) mit A”) anstelle von 4, ,. Die Grenzbedingung (4.14b) 


%, 
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im unendlichen bleibt ebenfalls erhalten, wahrend (4.14c) durch 7) (A) =0 
zu ersetzen ist. 


Damit iibertragen sich die im § 4 fiir # =0 beschriebenen Methoden 
zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen auch auf die Falle 
m-0. Insbesondere erhalt man die Eigenwerte A”) als diejenigen A, 
fiir die die T”)(A) der Rekursionsformel Nee mit den zugehérigen 
Grenzbedingungen gentigen. Die zu jedem A”) gehérigen Eigenvektor- 
komponenten u{”) folgen nach der ebenfalls wortlich iibertragenen Be- 
ziehung (4.15) aus den Ti™(A™). Aus den uw”) erhalt man schlieBlich 


a 


analog zu (4.1a und b) die Legendre- Roctceates der Eigenfunktionen: 


ad ae aT (Noe mat)? Gree (ky”)2 ue (5.16a) 


und 
NAN a = (No) m1)? Cm Cg = Ar Mae (5.16b) 


Dabei ist MN” = (2 -+-m)!/[(2 + 4) (J — m)!] der Normierungsfaktor der zu- 
geordneten Kugelfunktionen. 


Fiihrt man schlieBlich kiirzere Bezeichnungen a!” ie ) und 6) fiir die 
(5.16a und b) entsprechende Koeffizienten mit herantcerocen a Indizes 
ein, gemaB: 


—_ ,2y+m+1 __ T(m 17 (rn) = 
any = Gs on aN an Pr evim+1 (5.4 i a) 
und 
7 ,2vtmt+1 __ T( 1,,,(m) 
On 7 se a = (Ny) ae Pni2vt-m+1? (5.4 7b) 


so lautet das Ergebnis fiir die Eigenfunktionen in Verallgemeinerung 
von (2.12): 


Pa" Cu) = Z Lae + O08] Fema) |. eee 


Die Summation erstreckt sich dabei von y gleich Eins bis Unendlich im 
Falle m0 und von » gleich Null bis Unendlich in den Fallen m0. 
Zwischen den Koeffizienten in (5.18) besteht die Beziehung: 


anny = hi IG atta (5.18’) 


Sind die acne as: kK” und die in (5.18) auftretenden Entwicklungs- 
koeffizienten a”) und 0” ”) in der angegebenen Weise berechnet, so sind 
wir in die Tae) versetzt, die Intensitat J (u, a; x) anstatt nach Kugel- 
funktionen unmittelbar nach den Eigenfunktionen mp” (-+_) unter Hin- 
zunahme der partikularen Losung (2.3) zu entwickeln. Auf diese Weise 
erhalten wir eine Darstellung der folgenden Form, bei der die Abhangig- 
keit der verschiedenen Terme von den Variablen yw, « und x explizit in 
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Erscheinung tritt: 


I(u, «; x) =a+b(u—G,x)4 


(m) 


= m ae x - m (m) 
+ 2 [er per” (u) eo" * + ce pe” (—m) e*" *] cos (ma) . 


| (5.19) 


Es bleibt nunmehr noch das Problem, durch spezielle Wahl der 
Koeffizienten a, 6, cf und c, in (5.19) die Randbedingungen zu erfiillen. 
Wie dies zu geschehen hat, soll im nachfolgenden Teil II dieser Arbeit 
gezeigt werden. Vorher werden wir im anschlieBenden § 6 die Eigen- 
werte und Eigenfunktionen fiir den Spezialfall der Diffusionsnaherung 
betrachten. 


§ 6. Die Diffusions-Naherung 
als numerisches Anwendungsbeispiel 

Bisher hatten wir tiber die Koeffizienten G,, die als die Legendre- 
Koeffizienten der durch (1.3) eingefiihrten Funktion G() unmittelbar 
mit dem Wirkungsquerschnitt o (w) fiir den EinzelstreuprozeB zusammen- 
hangen, noch keinerlei spezielle Annahmen gemacht. Zur Erlauterung 
der in den vorhergehenden Abschnitten entwickelten Methoden und 
Formeln treffen wir nun nach (1.7’) die spezielle Wahl G,=/(/+1)/A, 
wobei A nach (1.8) die mittlere Transportweglange bedeutet. Der Be- 
quemlichkeit halber verabreden wir, in diesem § 6 (d.h. solange es sich 
um die Diffusionsnaherung handelt) die Koordinate x in Einheiten A und 
entsprechend die reziproken Langen G, und ek!) in Einheiten 2-1 zu 
verstehen, so daB alle diese Gr6Ben nunmehr dimensionslos sind. Unser 
Ausgangspunkt fiir die Diffusionsnaherung ist somit nach (1.7’) der 


Ansatz: 
G,=1(1-+4). (6.1) 


Wie bereits in §1 bemerkt, entspricht diese Wahl der G, der Er- 
setzung der Boltzmann-Gleichung (1.1) durch die Diffusions-Differential- 
gleichung. Indem wir sogleich die Verallgemeinerung fiir den Fall m =-0 
mit in Betracht ziehen, geniigen somit die ,,zugeordneten Eigenfunktio- 
nen‘ oy”) (uw) der Differentialgleichung : 


d 9 d o m m 
oe (1— wv?) in aD t RL w| pl” (u) = 0. (6.2) 


Diese ist offensichtlich nahe verwandt mit der Differentialgleichung der 
zugeordneten Kugelfunktionen P/”(u), aus der sie durch die Ersetzung 
von J(J+1) durch kw entsteht. Man liest aus (6.2) unmittelbar ab 
(sofern man k’”) +0 annimmt), daB sich die p” (1) bei w >0 oszillierend 
und bei <0 exponentiell verhalten. Es sei jedoch betont, daB wir von 
der Differentialgleichung (6.2) keinerlei unmittelbaren Gebrauch machen. 


340 GERT MOLIERE: 


Eine unmittelbar an (6.2) fiir  =0 anschlieBende asymtotische Behand- | 


lung der Eigenfunktionen q,,() wurde von H. Joos und P. Lear FER- | 
REIRA!%, 14 durchgefithrt. Dabei wurde eine verallgemeinerte WKB-Me- | 
thode benutzt, wie sie unabhangig bereits friiher von MILLER und | 
Goop}5,16 beschrieben und in anderem Zusammenhang verwendet | 
worden ist. Die Ergebnisse von Joos und LEAL FERREIRA, teilweise _ 
vervollstandigt, sind im Anhang A zusammengestellt; sie sind in aus- — 


gezeichneter Ubereinstimmung mit den hier erhaltenen Ergebnissen und 
kénnen zur Erganzung derselben von Nutzen sein. 


Die entscheidenden GréBen, auf denen die Berechnung sowohl der — 


Eigenwerte k’”) wie auch der Entwicklungskoeffizienten der Eigenfunk- 


tionen beruht, sind die S!) nach (5.14) [mit dem Spezialfall (4.8) fir 


m=O]. Geht man mit (6.1) in (5.14) ein, so ergibt sich der einfache 
Ausdruck : 


(nm) 12 — m2 
a (422 — 1) 22(7?— 1) ° ic) 


Hieraus folgt alles weitere entsprechend der ausfiithrlichen Beschreibung 
in den §§ 4 und 5. Die eigentliche Rechnung wurde mit Hilfe des bei 
CERN befindiichen Mercury-digital-computer durchgefiihrt. Die Pro- 
gramme wurden in Mercury-Autocode geschrieben. 

Das Ergebnis fiir die Eigenwerte k™ bis »=10 und m=7 ist in 
Tabelle 1 im Anhang B zusammengestellt. In erstaunlich guter Uberein- 
stimmung mit diesen Ergebnissen sind diejenigen, die man nach der asym- 
ptotischen Formel: 


(m) ~, mesa? ieceine ie, 
*n a 2 27 ( m+ 1\2 od Co 
“sey 2 Sitax 
mit 
A = 47 [(4)!/(— 2) !]? = 687518582 (6.4b) 
und 
Cm = tide — thm? + We m4}/A® + [(8 — m*)/(42)]? (6.4c) 


erhalt, die mit Hilfe der bereits erwahnten verallgemeinerten WKB- 
Methode erhalten wurde und fiir m=0 in erster Naherung mit der von 
BRS mitgeteilten tibereinstimmt. Der relative Fehler der nach (6.4a) 
berechneten Eigenwerte im Vergleich zu den exakten der Tabelle 4 
betragt fiir Rk etwa 1,7- 10-4, fiir AM 4,6- 10-4, far 22 1,3% und fiir 
RP 1,5% und nimmt mit wachsendem Index m sehr rasch ab. 


18 Joos, H., u. P. Leat Ferreira: Anais Acad. Brasil. Ci. 29, 9 (1957). 
14 Vel. dazu auch Mottére, G.: Nuovo Cim. 7, 723 (1958). 

1° MILLER, S. C. jr., u. R. H. Goon jr.: Phys. Rev. 91, 174 (1953). 

16 MILLER jr., S. C.: Phys. Rev. 94, 1345 (1954). 
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Tabelle 2im Anhang B gibt die Ergebnisse fiir die Entwicklungs- 
koeffizienten a”) und 6”) der Eigenfunktionen entsprechend der Dar- 


os (0) 
FU “DNEN Pe (cos #) 
fir n=142,34 


! ! | ! J 
0 50° 60° 50° 720° 750° 760° 
—+- 2 |Grad 
Fig. 1. Eigenfunktionen der Diffusionsgleichung (6.2) fiir m =0 
# 
2 @ 
3 Funktionen gr? (cos 3) 


fir n=O, 1,28 


{ i i ! i J 
0 30° 60° 0 720° 750° 760° 
—+ & [Grad] 


Fig. 2. Zugeordnete Eigenfunktionen der Diffusionsgleichung (6.2) fiir m= 1 


stellung (5.18) wieder. Man erkennt aus der Tabelle, daB die Koeffizien- 
ten mit wachsendem Index »y sehr rasch abfallen, und daB fiir nicht zu 
groBe Indizes m und m nur eine geringe Anzahl von Termen in (5.18) 
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beriicksichtigt werden muB. Die ersten der daraus folgenden Eigen- 
funktionen gy”) (cos#) als Funktionen des Winkels sind in den hier 
folgenden Fig. i bis 3 graphisch dargestellt, die einen anschaulichen 
Eindruck vom Verlauf der Funktionen vermitteln. 


Funktionen p? (cost) 
tir n=01,2,8 
a 
-¥ | | | ! | 
oo 30° 60° rn 720° 150° 799° 


——— + |Erad| 


Fig. 3. Zugeordnete Eigenfunktionen der Diffusionsgleichung (6.2) ftir m—=2 


Zu groBem Dank bin ich der Europaischen Organisation fir Kernforschung 
(CERN) verpflichtet fiir die Erméglichung, diese Arbeit hier in Genf fertigstellen 
zu kénnen. DaB dies gelang, verdanke ich in besonderem MaBe der Méglichkeit, 
den bei CERN befindlichen Ferranti-Mercury-computer benutzen zu kénnen. Dem 
Bedienungspersonal dieser Maschine méchte ich meinen besonderen Dank ab- 
statten. 


Anhang A 


Nach H. Joos und P. LEaL FERREIRA a.a.O. gelten fiir die Eigenfunktionen 
Pn (uw) (d.h. fiir m= 0) in den angegebenen Bereichen der Variablen yu = cos # (mit 


Benutzung der Abkiirzungen = \1 —p? und #=—y) die folgenden asymptoti- 
schen Darstellungen: 


In 4/25, << [PSA 


@n(u) © (—1)"** Ny (wE)~ * [ny ()/n’(O)1? Jo(n (6), (A.1a) 
ini Wid, << Ne 
Pn (It) &% — Ny &-1 (2/70)? [/(u)]~ 4 cos (n (u) — 2/4) (A.1b) 
und 
Pn (He) © — Ne/V3E-* n/n)? Lg (0) + Jy (ne). (A.1c) 


in —1<p< —1/h,: 
@n (Ht) © — Ny (8)—*(y ()/n' (HO)? Ky (0 (®) (A.1d) 
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und 
Pn(u) & — Ny (2m) * E-1 [n/a] be 9) (Ate 
und in —1Sy< —1/k,: 


Pn (tt) © Gn(—1) (HEI * [n(n (O12 Ty (N ). it 


Fiir die Normierungsfaktoren gilt dabei in zweiter Naherung: 


N, = Ab (ant 1)# [1 +0 ((2n + 1)-4)] (A.2a 


und 


Qn(— 1) — Ne tH at en ta (A.2b) 


? 


wobei A die in (6.4b) angegebene Konstante bedeutet. 

Die Phasenfunktionen »(€), (ju), 4(#) in den verschiedenen Fallen ergeben 
sich als Lésungen der folgenden Differentialgleichungen, die der Reihenfolge nach 
den Formeln (A.1a) bis (A.1f) entsprechen: (Striche bedeuten Ableitungen nach 
dem jeweiligen Argument &, ~ bzw. i). 


Oma tare t ale) ~a yaa): Ada) 
VW =a tao ta (5) -Z. (A.3b) 
02) = + oe t (5) -5 4-3 (4. (A.3¢) 
P= Me tag EPS, 039 
nH) = ee — oe hea (A.3e) 
und 

eee ee eee ae 


Die Gleichungen (A.3a) bis (A.3f) werden gelost durch ein Verfahren sukzessiver 
Approximation, darauf beruhend, dab die Eigenwerte k,, als groBe Zahlen betrachtet 
werden. Es ergibt sich so fiir die Phasen 7 eine Folge von Termen, die proportional 
sind zu ke, kn, hot usw. Die Lésung erster Naherung erhalt man, indem man 
alle ,,kleinen Terme“ in (A.3a bis f) vernachlassigt; das Ergebnis laBt sich durch 
ein elliptisches Integral ausdriicken und lautet: 


n(é) © hy, 2E (/2,0/2) » (A.4a) 
n(u) he, Ue au —2E (y2, 9/2), (A.4b und c) 


(jt) hh, Ue diet —2E (V2. ae (A.4d und e) 


n(@)sm- 28 (J, 25"), (A.4f) 
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wobei die Formelbezeichnung in entsprechender Weise zu der der zugehorigen 
Gln. (A.3a bis f) gwahlt wurde. Geht man mit diesem Ergebnis erster Naherung 
in die ,,kleinen Terme“ der jeweiligen Gl. (A.3a bis f) ein, so erhalt man die Ver- 
besserung zweiter Naherung usw. Auch dieser Term zweiter Naherung 1la8t sich 
nach Joos und Lear FERREIRA durch ein elliptisches Integral ausdriicken; wegen 
der Einzelheiten sei auf die Arbeit dieser Autoren verwiesen. 

Zum SchluB noch einige Bemerkungen iiber das Verhaltnis der verschiedenen 
Darstellungen zueinander: Die Darstellungen (A.1b) und (A.1e) sind die gewohn- 
lichen WKB-Na&herungen, die an den Grenzen ihrer Giiltigkeitsbereiche divergieren. 
Die anderen Darstellungen gehen in die WKB-Darstellung tuber, wenn man fiir die 
Bessel-Funktionen die iiblichen asymptotischen Darstellungen einsetzt. Die Be- 
deutung der Formeln (A.1c) und (A.1d) beruht darauf, daB sie eine Interpolation 
iiber den Bereich 4=0 hinweg gestatten, aus folgendem Grunde: Schreibt man 
sich die Potenzreihe in yz auf, die unter der Voraussetzung > 1/k, aus (A.1c) folgt, 
sowie diejenige, die aus (A.1d) unter der Voraussetzung “> 1/k, folgt, so stellt 
sich heraus, daB beide Potenzreihen miteinander identisch sind. Sie stellen daher 
die richtige analytische Fortsetzung in den Bereich der unmittelbaren Umgebung 
von 4=0 dar. Man kann dies auch so ausdriicken, daB (A.ic) und (A.1d) nur, 
formal verschiedene Schreibweisen ein und derselben analytischen Funktion sind, 
die m,(u) im ganzen Bereich wy mit Ausnahme der unmittelbaren Umgebung von 
w= +1 darstellt. Fiir das Verhaltnis py, (0)/,(1) folgt daraus speziell die Formel 
(in zweiter Naherung): 


eed ieee 

D) [eae AW 2 hee é 
a 
Sa) | 7°3° (3)! 
Wie man aus Tabelle 3 im Anhang B ersieht, ist diese Beziehung selbst fiir kleine 
Indizes m mit erstaunlich guter Annaherung erfiillt. Ahnlich gute Ubereinstimmung 


ergibt sich nach (A.2a) und (A.2b) mit den entsprechenden exakten Werten 
Py, (1) und ,,(—1). 


Pn (0)/Pn (1) ie 


Anhang B 


Die folgende Tabelle 1 enthalt die genauen numerischen Ergebnisse fiir die 
Eigenwerte k() bis »=10 und m=7. Die unphysikalisch groBe Stellenzahl er- 
scheint dadurch gerechtfertigt, daB das Problem auch mathematisches Interesse 
aufweist; sie ist z.B. auch erforderlich, um die Genauigkeit zu priifen, mit der die 
asymptotische Formel (6.4a) erfiillt ist. Im iibrigen dienen die Werte der Tabelle 1 
als Eingangsdaten fiir die weiteren Rechen-Programme, mit denen z.B. die in 
Tabelle 2 mitgeteilten Koeffizienten berechnet werden. 


Tabelle 1 
| 

(6) = 7,069 2127 18,580080 35,260 519 
1 | 14,528 0034 27,685 500 46,282 382 70,171873 
2 42,048 546 62,060040 87,603 512 118,545 57 
3 83,304436 110,18589 142,636 31 180,55242 
4 138,307 82 172,062 37 211,404 64 256,255 21 
5 207,060 63 247,689 30 293,91655 345,680 20 
6 | 289,56340 337,06665 390,175 30 448 83967 
7 | 385,81634 440,194 40 500,18242 565,73995 
8 495,819 54 557,072 53 623,938 68 696,384.49 
9 | 619,57304 687,701 04 761,444 53 840,77535 
10 | 757,07687 832,079 92 912,700 23 998,91378 
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Ouctuste| 


He) ao) | x) HD 
ee | ee ee ee 
] 

57,129574 84,191 598 116,448 13 153,899 86 
99,302 812 133,654 38 173,21672 217,984 62 
154,80612 196,34017 243,12167 295,13485 
223,85310 272,482 57 326,403 50 385,59069 
306,54078 362,203 76 423,201 21 489,501 61 
402,91647 465,57028 533,59712 606,962 06 
513,004.87 582,62002 657,641 44 738,032 96 
636,819 72 PALS SPSS 795,365 82 882,754 53 
774,369 09 857,850 84 946,79075 1041,1539 
925,65795 1016,0549 1111,9299 1213,2497 
090,689 46 1187,9936 1290,7927 1399,0551 


CUO MN ANFWNHD = 


— 


1 


In Tabelle 2 sind die Koeffizienten alm) und bi) bis m = 5und m = 6 zusammen- 
gestellt. Vgl. Formel (5.18). (Tabelle 2 ist nur dafiir gedacht, einige Beispiele zu 
geben. Fur das praktische Rechnen mit einer elektronischen Maschine ist es viel 
bequemer, statt Tabellen ein Rechen-Programm zu verwenden, auf Grund dessen 
alle gewiinschten Koeffizienten tiberall dort, wo sie gebracht werden, unmittelbar 


neu berechnet 


2,031873 
0,261 409 
0,007 146 
0,000 067 
0,000 000 3 
0,000 0000 


OPI AMNAPWN EO 


(0) O 
A 0,11969 
2 1 —0,65085 
3 1,793 71 
4 | —2,31968 
By |] 2 easy ay 
6 | —0,58507 
7 —0,07202 
8 -— 0,004 92 
1 — 0,000 21 
10 — 0,000 00: 
At 
12 
143} 


werden.) 


| 1,678 309 
0,539 804 
| 0,027 544 
| 0,000 413 

| 0,000002 4 
| 0,0000000 


O 


Tabelle 


0,532236 
—2,569681 
— 0,819 243 
— 0,071 286 
—0,002 525 
— 0,000 044 
— 0,000 000 4 
— 0,000 0000 


| 


| 0,01038 0,07223 
—0,14117 — 0,395 29 
0,726 26 1,15776 
—1,50947 |—2,15960 
—2,11280 1,627 08 
—0,76990 2,77044 
—0,12497 1,062 64 
—0,01088 0,191 85 
— 0,000 56 0,01975 
6 | —0,000019 0,001 28 
0,000055 

0,000 002 


2 


0,151 892 
Se OO SIOO7, 
— 1,091 063 
—0,152580 
— 0,007 928 
— 0,000 190 
— 0,000 002 4 
— 0,000 0000 


0) 
0,004 19 
| —0,057 27 
Op shies WZ 
— 0,938 68 
1,037 26 
2,435 13 
1,231 69 
0,283 52 
0,03625 
0,002 85 
0,000 15 
0,000005 


0,22582 | 0,03253 
= 120836 | —0,43335 
2,655 89 | 1,795 38 
1,51775 | 1,63974 
0,25312 0,401 07 
0,01882 | 0,04113 
0,00074 | 0,00213 
0,000017 | 0,000 063 
0,000000 0,000004 


oy, 

O O 

0,04748 0,01968 
—0,26049 | —0,02699 

0,78068 0,15098 
—1,63085 |—0,50689 

2,21404 1,009 29 
—0,69103 | —0,43433 
—3,07252 |—2,54660 
—1.64416 |—1,73749 
—(0,40642 |—0,53335 
—0,05807 | —0,09265 
—0,00531 |—0,01013 
—0,00033 |—0,00074 
—0,000015 | —0,000038 
—0,000000 | —0,000001 
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iS 


1 
2) 
3 
4 
5 
6 
7 


0 
1 
2 
g} 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


0,697 49 
0,026 77 
0,000 22 


0,000 0006 


0,02670 | 
—0,101 59 

0,239 57 
—0,29645 
—0,18144 
—0,03305 
—0,002 83 
— 0,000 13 
—0,00000 | 


0,59200 
0,075 74 
0,001 29 
0,000 006 


0,001 23 
—0,018 44 

0,091 32 
= O08 7/115 
—0,18113 
—0,04679 
— 0,005 39 
— 0,000 33 
—0,00001 


(2) 
bo, v 
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Tabelle 2 (Fortsetzung) 


Ou27 27 
—0,53506 
—0,08575 
— 0,003 80 | 
—0,000068 | 
—0,0000006 | 


0,01300 | 
—0,05835 | 

0,14344 | 
—0,23885 | 

0,18886 | 
0,202 97 
0,05679 | 
0,007 61 | 
0,000 58 
0,000 03 
0,00000_ | 


0,027 58 
— 0,386 53 
—0,13009 
—0,009 89 
— 0,000 27 
—0,000 003 


0,00045 
— 0,067 82 
0,03501 
—0,09995 
0,120 74 
0,18402 
0,069 31 
0,01202 
0,001 16 
0,000 07 
0,000 00 


0,04645 
— 0,206 27 
0,41112 
0,141 03 
0,014 66 
0,000 68 
0,000 02 


0,000 000 | 


0,008 24 


— 0,037 04 | 


0,092 39 
—0,16802 
0,21257 


—0,091 87 | 


— 0,204 68 
—0,09249 
— 0,015 77 
— 0,001 75 


—0,00043 | 
—0,00000 | 


| 0,004.49 
0,066 48 

0,278 23 
0,163 62 
0,025 98 
0,001 74 
_ 0,00006 
0,000 00 


-  0,00020 


—0,00299 

0,015 67 
| —0,048 84 
0,094.40 
—0,057 86 
| 0.473 54 
| —0,09059 
—0,024 77 
| —0,00297 
—0,000 26 
—0,00001 
| —0,00000 


SS SSS Se aa a a 


SS} 


NAM WN = 


if 
0,20734 | 
0,01395 | 
0,000 30 | 
0,000 00 


0,133 91 
0,022 52 
0,00091 
0,000 01 
0,000 00 


| 
0,06898 | 
—0,09018 
— 0,017 58 
— 0,001 10 
— 0,000 03 
—0,00000 | 


0,017 89 
—0,05845 
— 0,021 27 
—0,00215 
—0,00009 
—0,00000 


0,031 39 
— 0,047 01 
0,047 30 
0,018 44 
0,002 27 
0,000 13 
0,000 00 


(2 
4, » 


0,004 30 
—0,01610 
0,030 24 
0,01895 
0,003 42 
0,000 25 
0,00001 
0,000 00 


0,017 14 
—0,02646 
0,034 23 
0,024 87 
— 0,017 57 
—0,003 55 
— 0,000 35 
— 0,000 02 
— 0,000 00 


| 0,001 44 
| —0,05564 
| 0,01344 
| —0,015 69 
(0011626 
| —0,04529 
/ —0,00059 
/ —0,00004 
| —0,00000 


0,010 50 
—0,01637 
0,022 73 
—0,024 57 
0,011 44 
0,015 56 
0,004 74 
0,000 69 
0,000 06 
0,000 00 


0,000 60 
a) O02 32, 
0,006 02 
—0,01046 
0,007 14 
0,013 40 
0,005 35 
0,001 00 
0,000 11 
0,000 00 


Vielfachstreuung der Elektronen zu groBen Winkeln. I 


Tabelle 2 (Fortsetzung) 


347 


AnhWNHKO 


03037:33 
0,003 20 
0,000 11 
0,000 00 


OFO2 147. 
0,003 81 
0,000 23 
0,000 00 


mMEwWN = 


Os OA ats 0,004 88 
—0,01080 — 0,006 47 
— 0,002 49 — 0,002 56 
— 0,000 20 = OnOO OK 
— 0,000 00 —=(0, 000 02 

0,000 00 
Tabelle 3 


Gn (9) | Pn (1) 


exakt 


— 0,3441221 
+ 0,278 5368 
— 0,245 5011 
+ 0,224 2249 
— 0,208 8820 


nach (A, 


| — 0,3439116 
| 0,278 5237 
— 0,2454987 
+ 0,224 2242 
— 0,208 8817 


0,009 10 
— 0,071 67 
0,004 10 
0,001 89 
0,000 27 
0,000 02 
0,000 00 


| 


0,001 53 
—0,02539 
0,002 49 
0,001 75 
0,000 36 
0,000 03 
0,000 00 
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Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Miinchen 
Ableitung der Bindungsenergie von N-Teilchen- 
Systemen aus 2-Teilchen-Dichtematrizen* 


Von 
Fritz Bopp 


(Eingegangen am 7. August 1959) 


Wenn Drei- und Mehrkoérperkrafte fehlen, ist die Energie eines Mehrteilchen- 
systems in Strenge durch eine Dichtematrix 


(12 |@| 172") 


fiir zwei Teilchen bestimmt. Diese 1a8t sich beinahe allein aus den Eigenlésungen 
des ,,zugeordneten Zweiteilchenproblems‘‘ mit dem Hamilton-Operator 


h = H,+ H,+(N —1) Hy, 


berechnen. Seien gy, deren Eigenfunktionen und «é, die zugehérigen Eigenwerte 
von h, so lautet die Dichtematrix 


<1 2/0] 172’) = Di bn Gn(1 2) pp (1 2’), 


N 
E= 2) Bt Pn En- 


Fiir die Gewichte p,(>0 mit >} p, =1) wird eine streng giiltige Gleichung ange- 
geben. In nullter Naherung ist im Grundzustand 


und die Energie ist 


2 . N(N —1) .. 
SS a GIG es ) tiefsten, 
By == INT = dl) 2 
) fiir die tibrigen 


Eigenwerte. In Atomen ist diese Naherung mindestens von der Qualitat der 
Hartree-Fockschen und liefert eine untere Grenze fiir den wirklichen Energiewert, 
wie an Beispielen gezeigt wird. 


1. Formulierung der Aufgabe 


Wir betrachten ein N-Teilchen-Problem mit Zweikérper-Wechsel- 
wirkungskraften. Der Hamilton-Operator sei 
Ne N 
H = >) Fae ae (1) 


1 t<k=1 


Zunichst sei angenommen, daB eine strenge Lésung 


oi ae yp=y(i2...N) (2) 


* Max von LAUE zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
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der Schrédinger-Gleichung 
FL ASAD SN) ap (AC OF, aN) (3) 


bekannt sei, etwa die des Grundzustandes, an den wir vornehmlich 
denken. Sie sei voll antisymmetrisch und normiert. Nach Gl. (3) ist 


i fp (ies Np (tee) ya es (4) 


Hierin bedeute Integration sowohl Integration iiber die Ortskoordinaten 
der Teilchen als auch die Summation itber ihre Spinkoordinaten. Die 
Antisymmetrie benutzend, kénnen wir (4) in 


N 
es aa aa 23 -cN i HSS Hk Nae Vs 
xp(1234...N)d123--N 


(5) 


liberfiihren. Darin ist 
Wie Ne Ala (6) 


ein Zweiteilchenoperator. Wir nennen ihn den dem N-Kérperproblem 
,zugeordneten Zweiteilchenoperator“. Er wirkt nicht auf die Koordi- 
naten 34... N, so daB wir folgende Dichtematrix einfiihren kénnen: 


KAD ONME2S == [GID dN ap (1923 IN) 3h aN (7) 
Damit lautet unser Ausdruck fiir die Energie 


ip o Spur oh. (8) 


Soweit die Umformung! 

DaB hier in einer streng giiltigen Gleichung nur ein Zweiteilchen- 
operator steht, wirft die Frage auf, ob man damit die Lésung des N-Teil- 
chen-Problems auf die eines Zweiteilchenproblems zuriickftihren kann. 
Zu ihrer Priifung denken wir uns auch das zugeordnete Zweiteilchen- 
problem vollstandig gelést. Durch 


h py (i 2) = &, Pn (1 2) (9) 


ist das vollstandige, antisymmetrische orthonormierte System der Eigen- 
lésungen {q, (1, 2)} von /# und der Satz {e,} der zugehdrigen Eigenwerte 
definiert. 

Wir entwickeln unsere Schrédinger-Funktion w(1 2... N) beztiglich 


1 2 nach den 9,: 
y(t 23...N) = dip, (12) 7,8... N) (10) 


n 


und berechnen damit die Dichte aus Gl. (7) *. Wegen der Orthogonalitat 


* Tm Falle kontinuierlicher Anteile des Spektrums sind Integrale erganzt zu 
denken. 
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und Normierung der y, tragen nur die Glieder 


<42|0|1°2'> =D) bn Pa (1 2) Pn (12) ++ | | 
mit ‘ | (11) 
bi, = Gon Ay co INA rates 

zur Energie bei; sie lauten in Matrixform geschrieben ) 
O= D060, Yaa Pius (14a) i 
woraus nach (8) fiir die Energie folgt I 
N +] eR 1 
E == dD) bn Pal Pn = > DP, Pn kn: (12)) } 


Die ¢, sind als Eigenwerte von h bestimmt. Es gilt jetzt, die Gewichte 
p, zu berechnen. 


2. Berechnung der Gewichtsfaktoren 


Den Ausdruck in Gl. (141) formen wir zunachst um. Nach (10) ist 


An(3---N) =f op (12) p(1 23...) d12. (13) 


N) 
Hieraus folgt mittels (11) 
12)y 


b, =f v ( (£26 eV) aot Cae 13 Sea) 


14 
X @, (1’ hei ce i (14) 


Sei {u!"(1)} bei festem 1 ein vollstandiges, orthonormiertes, irgendwie ff 
ZU p, gehoriges System von Ein-Teilchen-Funktionen und 


UL" (3 al ul) (i (15) 


das Produkt aus V — 2 solchen Funktionen, so kénnen wir fiir (14) mit 
Riicksicht auf die Vollstandigkeitsrelation fiir U” auch schreiben 
bn = 2 Ce) * Cy (16) 
K 1 q 
mit 
Ce crf p* (123.00 NM) @o(i2iUS) (Ge.GN) dAciaNG (17) 
Auch Gl. (16) ist noch in Strenge richtig. Mit Riicksicht auf die Anti- 
symmetrie von y kénnen wir U,” (3... N) durch die Slater-Determinante 
DY) (3... N) ersetzen, gebildet aus uy”... uy und versehen mit dem ff 


Normierungsfaktor 1/|/(N— 2)!. Ferner kénnen wir o, (4 2) DY) (3 ... N) 
antisymmetrisieren : 


C= array | v"23--) {en 2) DEG 4...) + 
+ Pn (23) DP (14...N)+--4+-3d12...N. 
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Den Klammerausdruck bezeichnen wir mit I) X¥) (4.....N). Darin ist 
der Zahlenfaktor Ty” abgespalten, damit X) normiert angenommen 
werden kann. Damit lautet (17) 


n 2 n nw 
aes POL de XR), (18) 


wenn wir das verbleibende Integral als Skalarprodukt schreiben. Die 
Voraussetzung, daB X normiert sei, fiihrt zu folgender Bestimmungs- 
gleichung von Jj"): 


ry? = fo eae [ oa 2) DP * BUN x 


x {pp (1.2) DO BN) te} dt, 
also 
n N(N — by IN for IN| 2 i 
[peel re ( 5 1) {1 2(N 2) Aw 4 f - 3) BY. (19) 


Von den N(N — 1)/2-Summanden ist einer gleich 1, 2(N — 2) ergeben A®) 
und (N — 2) (N —3)/2 fiihren zu BY), Damit erhalt man fiir die Gewichte 


nm) | N= INI = n - n 
Py = wD! 2(N—2) Ag 4 Waa 3) Bey" x2, (20) 
K 


Auch dieser Ausdruck gilt in Strenge. 

Zunachst berechnen wir AY) und BW. Aus der Gleichung vor (19) 
folgt: 

AD |e, G2), 2) DOU 4a NDS * 64 Gen) 4234 IN, 
Nach dem Determinanten-Entwicklungssatz und mit Riicksicht auf die 
Normierung von D¥) ist 


2 ee ee 2) FD) 
eS WE 2 ty, (3) DY) (4...N). 


Darin ist Dy) diejenige Determinante, die aus DY” durch Streichung 
von u,, hervorgeht. Auch die Dx) (4 ... N) sind orthonormiert, so daB 


1 + 
AR = aay LIM Pn Pa ee 
Vv 


ist, wenn man (1, 2) als Matrix betrachtet. 


Bisher ist das Orthogonalsystem {u/”)} den gy, willktirlich zugeordnet. 
Wir bestimmen es nunmehr aus der Sakulargleichung: 


Gn Pa We) = A up, (22) 
d.i. ausfiihrlich geschrieben: 
Sn (4 3) pm (23) my? (2) 223 = Ay? up (A). (22a) 


24* 
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Hieraus folgt schheBlich: 


N | 

Ai) ES Nie) 23) | 

AX oe Nf 2 dy Ak; , ( 3) | 

so daB die geschweifte Klammer in (20) folgende Form annimmt: 
N | 

aan N —2)(N— . | 

{}=1-2)) ap4 SS By. (24) | 


w 


In ahnlicher Weise kénnen wir BY? auf die Ag zuriickfiihren. Zu- | 
nachst folgt aus der Gleichung vor (19): 

BY = J p* (12) DP *(3.45...N) 93.4) D(A 
=| CDE (SincrstN) Dino) aaee nd SaeeeaN 


to 
wat 
Qu 
— 
S) 
= 


mit 


b(5t. oN) Sales A 2 Desa oa and te - 


Hier ist es offensichtlich zweckmaBig, DY nach den zweireihigen 
Unterdeterminanten zu entwickeln 


DY (125...N) = Va oe De tO Gea 


Ai ts 


Darin geben f;,k;, 1m ersten Faktor die in der Determinante vor- 
kommenden wu, an, und im zweiten die fehlenden. Aus der Orthonormiert- 
heit der De. ki, tolgt 


Bo = gull bE Pb, 
zs (N23) ee ae (25) 


a=J er ti, (12) 412. 


Im letzten Ausdruck ist es bequem, zur Faktorschreibweise itiber- 
zugehen : 


ppm [ g* (4.2) ul (1) a (2) d42. (26) | 


Zur Berechnung dieses Integrals miissen wir etwas weiter ausholen. 
Wir setzen 


Sp (1 2) m, ( 2) d2 =a, vz (1) (27) 


und transformieren diese Funktion mit w(3 4). Die linke Seite ist dann 
nach (22a) gleich 


— { 934) 9* (21) uy, (2) 412 = — Apu, G3), 
so daB 


fe) ef ajat =— 44,6) 
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ist oder 
[ @* (1 2) 24 (2)42 = — 4 uf (1). (28) 
k 


Man kann «,, oben als willkiirlicher Faktor zur Definition von v, ein- 
gefiihrt, so bestimmen, daB v, wie wu, normiert ist. Daraus folgt: 


ae t= f p*( ae n(2) P(A 3) we (3) d1 23 


= { 9G 1) 9* (21) (2) uF (3).d1.23 
ite ac )d3 = d,. 


Der Phasenfaktor ist unwichtig, so daB die Gleichungen 


J p* (4 2) (2) 


(29) 
J p* (1 2) v (2) 


gelten. 

Schon die Symmetrie beider Gleichungen laéBt erkennen, daB auch v, 
eine Funktion aus der Reihe der w, ist, und zwar eine zum selben Eigen- 
wert; denn es ist 


SeGB1)¢9 *(2 4) v, (2) de = + Af (31) we (1) dy = Ay, (3)- 
Dabei ist v, von uw, verschieden, da beide orthogonal sind: 
VAu fm, (1) vf (1) a4 = f p* (1 2) u, (1) «,(2)d12=0, 


was unmittelbar aus der Antisymmetrie p*(1 2) folgt. Die Eigen- 
funktionen wu, gehéren also paarweise zum gleichen Eigenwert. 


Damit konnen wir (26) ausrechnen. Aus (29) folgt 
Pee Ck 2) i, (41) u;,(2) a1 2 
= Vr aie ) UR, 


ra (1) a1 
oder ns 
b, iw (Vx, falls Ani, at Niey | (30) 
ite | O falls Nani, == Nie, ; : 
somit liefert (25) 
(n)) 2 2 7 : 
er Gy 23) (N 3) Dy tk (31) 


t 


so daB die geschweifte Klammer in (20) und (24) schlicBlich folgende 
Gestalt hat: 


L 


ee). (32) 
i 
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Darin ist )’’ nur iiber diejenigen 7 zu summieren, fiir die in der Reihe 
u\) ... uf zweimal der gleiche Eigenwert A, vorkommt. Somit erhalt 
man aus (20) fiir die Gewichte die immer noch strenge Formel: 


ett AL fe (n) ra(m)\ pays KO) |2, 

Man kann den Ausdruck in der geschweiften Klammer so beschreiben: 
Von 4 ist jeder vorkommende Eigenwert mindestens einmal abzuziehen, 
jeder, der nicht paarweise auftritt, doppelt. 


3. Erste Approximationen 
Nun kommen wir zu ersten Approximationen. In y* XxX” kommt 
noch die wirkliche Lésung der Schrédinger-Gleichung vor, die natiirlich 
unbekannt ist. Wir setzen dafiir die Hartree-Focksche Naherung ein, 
ebenso fiir g, (1 2), soweit dieser Ausdruck in p* X¥ steckt. Es trifft 
sich gut, daB die u, gerade die Funktionen der Hartree-Fock-Deter- 
minanten sind; denn aus 


Sf \p(42) — Dyn, (4 2)? 4 2 = Extr. 


folgen die Gln. (29), wie man leicht nachrechnet. Darum ist wy nahe- 
rungsweise gleich der Hartree-Fock-Determinante aus den WN tiefsten 
Funktionen* wy ... wp, und X derjenigen aus Uy, ++» Uz,, SO daB 


yt x”) = rf 
Y AK 0 


ist, wobei 1 nur méglich ist, wenn k; =A? ist fiir alle 7. In unserer Summe 
bleibt daher nur ein Term stehen 


Pe n 1 a(n 
Pr = N(N — yf! 20 A +2 1. (34) 


Eine grébere Abschatzung, die oft eine recht gute untere Grenze 
fiir die Energie gibt, erhalt man unmittelbar aus (33). Offensichtlich ist 


2 + y(n 2 f 
bn Sao LIP Xe Ps NN ae (35) 


Hieraus erhalt man als tiefsten Wert der Energie von (12) 


N(N-1) 


se 
Ay at 1 2 
Pee ay ert 2. Ens (36) 


wobei iiber die N(N — 1)/2 tiefsten Paarenergien von h zu summieren ist. 
Er ist kleiner als die wirkliche Energie, weil wir die tiefen Eigenwerte Ey 


* Oder der ausgewahlten Konfiguration im Sinne von BRUECKNER. 


| 


J 
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zu stark gewogen haben, die héheren iiberhaupt nicht. Beispiele zeigen, 
daB diese Energie und der Hartree-Focksche Energiewert die wirkliche 
Energie in enge Grenzen einschlieBt, sofern die Focksche Naherung gut 
ist. Die Gewichte aus (34) diirften eine gute Verbesserung liefern. Ihre 
Brauchbarkeit muB noch getestet werden. Wahrscheinlich kann man 
diese Gleichung noch verbessern, weil bei der Berechnung von | p* xip)|2 
nicht alle vorhandenen Informationen ausgenutzt wurden. Ehe wir 
diese Gleichung priifen oder gar verbessern, wollen wir (36) anwenden. 


4. Anwendung auf Atome und Ionen* 


Wir wollen die Gl. (36) an Atomen und Ionen priifen. Fiir diese 
lautet der Hamilton-Operator, wenn wir die Mitbewegung des Kerns 
und Spin-Bahn- und Spin-Spin-Wechselwirkungen u. dgl. vernach- 
lassigen : 


fhe ue 4 ae? ae 22 et 
aetna Ge 2 | wi 


Darin ist Z die Kernladungszahl, N die Elektronenzahl, 7; sind die 
Abstande der Elektronen vom Kern, 7,;, die der Elektronen unterein- 
ander. 

Der ,,zugeordnete Zwei-Teilchen-Operator“ lautet also 


h=—* (4,44) -Ze(L+2)4 "=9" 638) 


Ne 


Statt diese Gleichung zu lésen, wollen wir in geeigneten Sonderfallen 
die Energieeigenwerte ¢,, eines Ions oder Atoms auf die Werte é, eines 
anderen zuriickfiihren, so daB es méglich ist, Gl. (36) rein empirisch zu 
testen. Zu diesem Behufe machen wir folgende Ahnlichkeitstransforma- 


tion: 


(39) 


Damit nimmt der Operator (38) folgende Form an: 


h=(N —1)?{— 5 (4, +4.) —Z (= 4 ‘+2 }. (40) 


Ty T» 


Der Ausdruck in der geschweiften Klammer ist ein He-ahnlicher Ope- 
rator zur Kernladung Z. 


* Die Verarbeitung der Zahlenwerte sowie Hilfe bei der Ausarbeitung dieses 
Abschnitts verdanke ich Herrn cand. rer. nat. L. Kopp. 
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Tabelle 1. Bet-Terme 
I ———————— 


Beobachtete Gesamtenergie! | Elektronen- Aus den angegebenen Zweiteilchen- 
der Elektronenkonfiguration: konfiguration zustanden berechnete Gesamtenergie B-A [cm] | 
A in cm“ (Pfeile= Spins) der Konfiguration B [cm~!] * 
_  ____ 
Be* (Grundzustand) | He Konfiguration | 
Spektroskopische Term- | ae. 2X 
symbole 15° 25,?S,, J=3 1s*,7S, J=0 Te Apes is 
2 | | 1 | 
Wy iamree AI Butae 2s 
lie gl 2s| 8 US O'se Sit | 
Shea S| — 1s 
ee UN | 
25 | 
LASS, ff =O) i | ) 
;— 18] 126927,2844:s,]| 
wAS Bee SNOom =) a a sas CNS : |_ 3,325 [ev] 
Be* (1. Anregungszustand) He 
be | 1235, TO: {| 1s 
152 2p fone 2) 2 —— 2?) | 
ne » | } es oO } 
ta ee oe ae apy |e eRe Pe, Fed) eee 2s 
. | ee OE ee Oh 
a 2S x 
r | 
Hs sh) 
| 4s 2p, Popa De 
Bae 1s) | 
A = 3112 179,1 + 100 ia eee ay | B=3142860,734 | 30681,634 
Ber (2. Anregungszustand) | He : . 
NGRSIS OS fe | | RSet. =O sieges gle 
ieee 
A 
Se | 
e2 3 a2) ps aee 
—|— 3s 1535,°S,f=4 | 
a SA 
SS eS A | 
-H = Ks | —-— 35S 
US Bi ESS If =6 =r 
5 - eles 
A = 3055 879,5 + 100 _ Z = j Te — B87 101,740 u 31 222,240 
IB (3). Anregungszustand) |_|, He 7 7 ; a 
152 3~, 270 = 2 \ eal | 3p | SA sels J=o Konfigurationen | 
re eee yee werden ab hier) 
2 2 nicht mehr ange- 
——— 2P | 183p,3P°, J=1 \** geben, da sie aus 
—— 95 den Termbezeich- 
| = | a ; nungen klar er- 
A = 3047613,4 + 100 = 1s es Moe sichtlich sind, 
as 29 ine = 3079756,592 32 143,192 
Be*(hochangeregt. Zustand) —|— 8d | He ; 
1s* 8d, *D, ee es se? 1S SS, iO 
Al) FS cis 3 
ree 1s 8d, Sy io xx 
MF ehh aca eine aalal 
ees et oe ae 
val == 3} 3 + Sa LS 2 2 
| 3004090, 3 ++ 100 | | | B= 3036923,720 32833,420 
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Tabelle 2. Terme von C3+, 05+, Ctt, Meg®*, Ne? 


Beobachtete Gesamtenergie! Elektronen- Aus den angegebenen Zweiteilchen- | ree 
| der Elektronenkonfiguration : konfiguration zustanden berechnete Gesamtenergie | B—A [cm] Bos 
| Ainem™ (Pfeile= Spins) der Konfiguration B [cm] ek 
a he Se Ee a eee in % 
| | Sa ee 
}** (Grundzustand) Es | 
fs, 7S), f=F R 1s1s,1S,J=0 
ra 2s USS; OS, [Pa 
t | Ws 2s, 2S, ff = © etwa 
|= 7634 577,8 + 300 “| | 8S | B=7654244 19666,2 0,26 
rt eit codes 
ochangeregter Zustand) wile Motte Sf 181s,1S, J=0 
P87, 2F°, J = 23 xk seeded 4 
32 wera NS Dif OY, ff a Bh totes 
| 2 
li LGR IL I] a3 etwa 
= 7141822,8 + 300 nei teol 1 WB ae 7 161 O) 31777,2 | 0,45 
+ (Grundzustand) Beau 
25,7S,, J =% ' USES oo Wiad) 
d aes IG Ds, YS If 
+ | 1S Qs, °S, jf SO _ etwa 
= 14104969,5 + 600 yp 4% | B= 414107382 2.413 0,017 
* (Grundzustand) He 
bes. S,, | = 0 NS =O 
| ¥ ne “Sp Jf =O 
AES 2i5 8S) weed 
16 QE, YS, jf a 
1825,"S, // =O 
Gifs if 2s2s,1S, J =0 < Term abge- | 
pace schatzt zu Ionisierungs- 
8 
r | potential *** etwa 
= 8020737,5 + 300 “Py 15 | B=8918198,952 897 461,452] 10,08 
F He 
»changeregter Zustand) ae 7p AG AG 
1s2p7p, J =0 Sgaee (1s2p):2 
perks | eae 2p (ASTD)? 2 
2 ie ae 2p7p < Term abgeschatzt 
(ry z zu Ionisierungspotential *** etwa 
= 7591025, 5 + 300 ~;- 18 | B=8678800 1087775,20 | 12,53 
(8+ Pee io ensiandy? Bet+ 
F.2)S Zp, tp | 4s? 
= 2p (GlS2s) © 
(deced ie 
ae 2s (2s 2p) < abgeschatzt zu 
KKK faa 18,000 [eV] *** etwa 
al+ exp =321,972 [eV] We 22 aN cal tery = 356,490 [eV] 33,967 [eV] | 108 
* (Grundzustand) ” Bian 
BOCES —f = 2S fase 
Kel (152s) +2 etwa 
m= 205,257 [eV] frat WP Bartexp— 205,087 [eV] 0,127 [eV] | 0,062 
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Anmeykungen zu den Tabellen 1 und 2 
1A.E.L. Das Zahlenmaterial stammt aus CHARLOTTE Moore (‘Atomic 
Energy Levels’, As Derived from the Analyses of Optical Spectra) Circular of the 


National Bureau of Standard 467, Vol. I, ed. 1949, Vol. II ed. 1952. 
2 Morsr, Youne u. Hurwitz: Tables for Determining Atomic Wave Func- 


tions and Energies‘‘, Phys. Rev. 48, 948 (1935). 
3 Die relativ groBen Fehler von etwa 10% beruhen hier zweifellos darauf, daf 


einer der Terme der dritten Spalte nur grob abgeschatzt ist. 
* B wurde errechnet in [cm] nach Gl. (36) aus den ee angegebenen Zwei- 
Teilchen-Energien : (%) 


*x*x Da sich die Energieterme fiir die durch Klammern verbundenen Drehimpulse 
nur wenig unterscheiden, wurde iiber die zu verschiedenen Drehimpulsen J ge- 
hérigen Terme arithmetisch gemittelt, d.h. die Wahrscheinlichkeiten fiir die durch 
J klassifizierten Energieterme a priori als Gleichwahrscheinlichkeiten angesehen. 

xxx Die hier geschatzten Energien sind experimentell nicht beobachtet. Eine 
grobe Abschatzung ist jeweils durch das Ionisierungspotential gegeben. 

*xxx Bei der Berechnung der Energie wurde, falls experimentelles (exp) Material 
nicht gegeben war, errechnetes (cal) Zahlenmaterial gemeinsam mit experimentellen 


verwandt a : 
exp 


Seine Eigenwerte kénnen z.B. nach HyLLERAAS bestimmt werden. 
Betrachten wir jedoch spezielle Falle, z.B. das Be*-Ion, so kénnen wir 
einfacher verfahren. Fir Be* (Z =4, N =3) ist Z =2. Das stimmt mit 
dem Z fiir He (Z=2, N=2) iiberein. Damit folgt aus Gl. (36) und 


Gl. (40) (ay 
i=1 
Darin sind die®¢; die Energieeigenwerte des Operators oe an 


Gl. (40). Speziell lautet die Gl. (41) fiir Be*: as 


a 

Bath) pe, (Hele (42) 
In Tabelie 1 stellen wir die so berechneten Terme von Be* mit den 
beobachteten zusammen. 


In ahnlicher Weise kann man 


cr Z == 5) auf Lit@= 3 <3), 
OME = 3 S ~ auf Bett (7 — ot =4), 

Gre (Z = reat = 2] ana dale (Z = —— = 2) ; 

Ne Wis ME Aas oo! 8 5] 


zuriickfiihren. Die Ergebnisse zeigt Tabelle 2. 
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In anderen Fallen scheitert diese Vergleichung empirischer Zahlen- 
werte daran, da man Zustande braucht, die experimentell nicht zugang- 
lich sind, wie z.B. den Zustand 2s? des He-Atoms, der nicht beobachtet 
wird, weil seine Energie gréBer ist als die Ionisierungsenergie*. Doch 
ist er wohldefiniert, wie man daran erkennt, daB man fiir ihn mittels 
Hartree-Fockscher Naherung eine obere Grenze angeben kann. 

Auf die Berechnung dieser Zustande kommen wir an anderer Stelle 
zuriick. Hier mag es geniigen, an Beispielen gezeigt zu haben, daB 
bereits Gl. (36) gut brauchbare Resultate liefert. Es ist zu beachten, 
da8 wir im Grundzustand und auch in den angeregten Zustanden stets 
einen etwas zu kleinen Wert erhalten, wie es unserem allgemeinen Satz 
entspricht. 

Auch die Priifung der verbesserten Formel in Gl. (34) soll spater 
erfolgen. 


* Beispiele hierfiir liefern C++, Mg’* in Tabelle 2. 


Zeitschrift fiir Physik 156, 360—381 (1959) 


Aus dem Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft, Berlin-Dahlem 


und dem Max-Volmer-Institut der Technischen Universitat, Berlin-Charlottenburg | 


Zur Polymorphie des Arseniks* 
Von 
K. PLietTH und I.N. STRANSKI 
Mit 13 Figuren im Text 
(Eingegangen am 11. Juli 1959) 
An dem Beispiel der kubischen und monoklinen Arsentrioxydmodifikationen, die 
Molekiil- bzw. Hauptvalenzgitter bilden, wird der beherrschende Einflu8 der 
molekularen Strukturen auf die Kinetik der Phasentibergange aufgezeigt. Es 


werden eingehend die Verdampfung, die Kondensation, das Schmelzen und die 
Auflésung der beiden Modifikationen behandelt. 


Die iiberwiegende Zahl von Untersuchungen polymorpher Sub- | 


stanzen befaBt sich mit der Aufklarung der strukturellen Unterschiede 
und der Feststellung der Stabilitatsbereiche der einzelnen Modifikationen. 
Geringere Beachtung haben bisher die Untersuchungen der kinetischen 
Vorgange bei der Umwandlung der Stoffe ineinander, bei ihrer Ver- 
dampfung und bei der Auflosung der Modifikationen in verschiedenen 
Lésungsmitteln gefunden. Diese Ergebnisse zusammen mit denen aus 
Strukturaufklarungen und thermodynamischen Untersuchungen gewah- 
ren einen sehr guten Einblick in die Natur des Aufbaus der kondensierten 
Materie und gestatten, Angaben itiber die hier wichtigen Aktivierungs- 
energien bei den méglichen Phaseniibergangen und deren Beeinflussung 
durch die Wahl anderer Reaktionswege zu machen. 

Um einen Uberblick tiber die herrschenden Verhaltnisse zu gewinnen, 
k6énnen zunachst nur solche polymorphen Stoffe zu eingehenden Unter- 
suchungen benutzt werden, die eine nicht allzu schwierige experimentelle 
Verfolgung der Phaseniibergange der beteiligten Modifikationen gestatten. 
Die an solchen Systemen gewonnenen Erkenntnisse werden sich dann 
verhaltnismaBig leicht sinngemaB auf andere Stoffe iibertragen lassen. 
Im folgenden soll nun itber die Ergebnisse der Untersuchungen an den 
beiden polymorphen Modifikationen des Arseniks berichtet werden. 

Vom Arsenik oder Arsentrioxyd As,O, sind drei kristalline Modi- 
fikationen, Arsenolith, Claudetit I und Claudetit II, und das Arsenik- 
glas bekannt. Nach den Untersuchungen von BozortH! und ALMIN und 
WESTGREN?® kristallisiert der Arsenolith im kubisch allseitig flachen- 


* Max von Laue zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
1 Bozortu, R. M.: J. Amer. Chem. Soc. 45, 1621 (1923). 
2 AtmIN, K. E., u. A. WESTGREN: Ark. Kemi, Mineral. Geol., Ser. B 15, (1942). 
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zentrierten Gitter mit der Raumgruppe 07—Fd 3m. Die Elementar- 
zelle mit der Gitterkonstanten a=11,07 A enthalt acht in sich ab- 
geschlossene Molekiilbausteine As,O,. Die beiden Varianten des Claude- 
tits kristallisieren im monoklinen System. Wahrend der Claudetit I 
dem in der Natur vorkommenden Claudetit entspricht, entsteht der 
Claudetit IT in bisher ungeklarter Weise bei der Umwandlung des Arseno- 
liths in Claudetit. Der Claudetit I kristallisiert in der monoklinen Raum- 
gruppe C3, — P2,/c. Die Gitterkonstanten sind a, =5,25 A; a, =12,90A; 
a, =4,53 A und «,=93,9°. Die Elementarzelle enthalt vier Formel- 
einheiten As,O,. In sich abgeschlossene Molekiile lassen sich nicht 
abgrenzen. In diesem Hauptvalenzgitter sind AsO;-Koordinations- 
polyeder tiber die Sauerstoffatome zu zweifach unendlichen wellblech- 
artigen Schichten verknitipft. Die Polyeder stellen dreiseitige Pyramiden 
dar, an deren Spitze das Arsenatom sitzt und deren Grundflache von 
den anteiligen drei Sauerstoffatomen gebildet wird®.4. Die Claudetit-I- 
Kristalle sind nur in Zwillingen zu erhalten. Eine sehr ahnliche Struktur 
bildet auch der nicht verzwillingte Claudetit I1®*. Er kristallisiert in 
der Raumgruppe C?— Pn. Seine Gitterkonstanten sind a,=7,99 A; 
a 45 720A" Go— O14 A und ot =78,3°. Die Zelle enthalt vier Formel- 
einheiten As,O,. Die Bausteine, ebenfalls AsO,-Koordinationspolyeder, 
sind in der gleichen Weise wie beim Claudetit I vernetzt. Es hat den 
Anschein, als ob der Claudetit II den Grundkristall bildet und durch 
Verzwilligung zum Claudetit I die hohere Symmetrie erreicht wird. Die 
glasige Modifikation ist von der monoklinen Formart abzuleiten’-®. 
Die Vernetzung der Koordinationspolyeder bleibt hier nicht auf die Aus- 
bildung von Schichten beschrankt. Als wesentlichen Grundbaustein 
aller Strukturen werden die AsO,;)-Koordinationspolyeder erkannt. Im 
Arsenolith bilden vier dieser Grundbausteine einen in sich abgeschlosse- 
nen Baustein As,O,, der an seine Nachbarbausteine nur durch Neben- 
valenzen gebunden ist. Dieser Baustein, der das Arsenolithgitter zu 
einem Molekiilgitter macht, wird auch als Molekiil in der Dampf- 
phase angetroffen, wie Elektronenbeugungsuntersuchungen gezeigt 
haben®. Die ,,offene“ Vernetzung der AsO;-Polyeder liegt sowohl bei 


3 FRUEH jr., A. J.: Amer. Mineralogist 36, 833 (1951). 

4 Becker, K. A., K. Piietu u. I. N. STRANSKI: Z. anorg. allg. Chem. 266, 293 
(1951). 

5 Becker, K. A., K. Prretu u. I. N. STRANSKI: Z. anorg. allg. Chem. 275, 297 
(1954). } 

6 Becker, K. A.: Wird zur Veroffentlichung vorbereitet. 

7 BotricuHeErR, H., K. Prretu, E. REuBER-Ktres u. I. N. STRANSKI: Z. anorg. 
allg. Chem. 266, 302 (1951). 

8 PriztH, K., E. ReuBer u. I. N. STRANSKI: Z. anorg. allg. Chem. 280, 205 


(1955). 
9 Hampson, G.C., u. A. J. Stosick: J. Amer. Chem. Soc. 60, 1814 (1938). 
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den monoklinen Modifikationen als auch im Arsenikglas vor. Im Glas | 
ist die gleiche Nahordnung wie im monoklinen Gitter vorhanden; nur | 
die Fernordnung ist durch Verwacklung verlorengegangen. 

Die in der Literatur bekannten Angaben iiber die Stabilitatsbereiche | 
der Modifikationen konnten wegen ihrer groBen Diskrepanzen kein 
klares Bild iiber die wirklichen Verhaltnisse geben. Als Ursache kann 
man die Tatsache ansehen, daB von vielen Autoren nicht der sehr starke _ 
EinfluB der Keimbildung bei den Phaseniibergangen und die Einstellung — 
der Gleichgewichte beachtet worden ist und somit Fehldeutungen vor- — 


genommen wurden. 


Nach den thermodynamischen und elektrochemischen Untersuchun- 
gen0.4, nach Dampfdruckmessungen™, nach der direkten Beobachtung 


cal 
800\- 
" MNy 
$00\- 
a AGy 
~400 ; 
0 700 200 300K 


Tr 

Fig. 1. Temperaturabhangigkeit der Umwand- 

lungs- und freien Umwandlungsenthalpie der 
Reaktion: Arsenolith = Claudetit 


der Umwandlung! und nach Loslich- 
keitsbestimmungen!* kann unter Be- 
riicksichtigung der erzielbaren Genauig- 
keiten der bei 1 Atm giiltige Umwand- 
lungspunkt der beiden _ kristallinen 
Modifikationen Arsenolith und Claude- 
tit I bei etwa — 25°C angenommen 
werden (Fig. 1, 2, 3). Arsenolith ist 
hiernach bei noch tieferen Temperatu- 
ren gegentiber Claudetit I stabil. Die 
Angaben von SCHULMAN und ScHUMB!® 
k6nnen damit als die richtigen bestatigt 
werden. Die Umwandlungsenthalpie ist 
mit rund 600 cal/Mol sehr klein. 

Nach der kurzen Schilderung der 
strukturellen und der thermodynami- 


schen Verhaltnisse soll zunachst der Verdampfungsvorgang der beiden 
kristallinen Modifikationen behandelt werden. 

Schon die ersten iiberschlagigen Bestimmungen der Verdampfungs- 
geschwindigkeiten’® haben gezeigt, daB Arsenolith und Claudetit ein 
vollkommen voneinander verschiedenes Verhalten aufweisen. Neuere 
Messungen! der Verdampfungsgeschwindigkeiten, die nach zwei ver- 
schiedenen Methoden ausgefiihrt worden sind, einmal Druck-Zeit- 
Messungen mit Hilfe von Federmanometern bzw. Quarzpendeln und 


10 KIRSCHNING, H. J., K. Prretw u. I. N. STRANSKI: Z. Kristallogr. 106, 172 


(1954). 
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Bestimmungen nach der Molekulardestillationsmethode, geben einen 
besseren Einblick in die vorherrschenden Verhiltnisse. In den Fig. 4 
und 5 sind die Logarithmen der Verdampfungsgeschwindigkeiten gegen 
die reziproke absolute Temperatur aufgetragen. Das Diagramm fiir 
Arsenolith la8t deutlich zwei Geraden mit verschiedener Neigung 
erkennen. Bei héheren Temperaturen stimmt die Neigung mit der 
Geraden iiberein, die nach der Hertz-Knudsen-Gleichung berechnet 
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Fig. 2. Dampfdruckdiagramm des Arsenoliths und des Claudetits 


werden kann. Der Kondensationskoeffizient ist hier praktisch 1. Das 
Temperaturinkrement fiir diesen Vorgang ist vergleichbar mit 
der Verdampfungswarme des Arsenoliths (24,9 kcal/Mol). Von 450° K 
abwarts wird eine Gerade mit einer veranderten Neigung gefun- 
den. Das Temperaturinkrement weicht um 4,9 kcal ab, es betragt jetzt 


29,8 kcal/Mol. Der Logarithmus der Verdampfungsgeschwindigkeit 
wird durch folgende Gleichung wiedergegeben:. log 7 = — oa +17,53. 
Die Verdampfungsgeschwindigkeit bleibt hinter der bei héheren Tem- 
peraturen gemessenen zuriick. Der Kondensationskoeffizient sinkt 
mit abnehmender Temperatur. Bei 328° K betragt er nur noch 
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Im Falle des Claudetits wird nur eine Gerade erhalten. 
dampfungsgeschwindigkeit laBt sich durch die folgende Gleichung be- | 


12127 


schreiben: log 1 = — ae 


jetzt 55,5 kcal/Mol. Der Kondensationskoeffizient andert sich in dem | 
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Fig. 4. Verdampfungsgeschwindigkeit yon Arsenolith 


vorausgesagte Kurvenlauf fiir die Temperaturabhangigkeit der Ver- 
dampfungsgeschwindigkeit erhalten worden?’, 


Schon die Ergebnisse der Versuche tiber die erzwungene Konden- 
sation und tiber die Verdampfungsgeschwindigkeiten haben zur Auf- 
stellung des hier grundlegenden Energieschemas!:!8 gefiihrt. Dariiber | 
hinaus sind die allgemeineren theoretischen Untersuchungen iiber die 


7 Stranskt, I. N.: Proc. Intern. Symp. Reactivity of Solids. Gothenburg, 1952. 
18 STRANSKI, I. N., u. G. WorFr: Z. Elektrochem. 53, 1 (1949) 


-+ 22,66. Das Temperaturinkrement betragt 
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untersuchten Temperaturbe- | 
reich von 373° K bis 673° K | 
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Verdampfung von Kristallen und iiber die Verdampfungsmechanis- 
men'®-*3 angeregt worden. Das die bisher geschilderten Versuche 
berticksichtigende Energieschema ist in Fig. 6 wiedergegeben. 

Wie VoOLMER*4 auf Grund energetischer Uberlegungen gezeigt hat, 
wird der VerdampfungsprozeB nicht in dem zwischenstufenlosen Uber- 
gang Halbkristallage—Dampfraum bestehen, sondern tiber die Zwischen- 
stufen Halbkristallage (1), Stufe (2) und Flachenlage (3) zum Dampfraum 
(4) erfolgen. Zu beachten ist, daB fiir die einzelnen Ubergange nicht die 
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Fig. 6. Termschema der Verdampfung. y;;—=Aktivierungsenergien ;,;—=Energiedifferenzen 1—= Ver- 
dampfungswarme, Q = Aktivierungsenergie der Verdampfung. Lagen einer Molekel: 7 in der Halbkristall- 
lage, 2 an der Stufe, 3 auf der Flache, 4 im Dampf, S im Sattel zwischen zwei Potentialmulden 


Energiedifferenzen (g;,), sondern die entsprechenden, die Sattellagen 
zwischen den beiden Lagen beriicksichtigenden Aktivierungsenergien 
(y;,) maBgebend sind. 

Im Falle der Verdampfung des Arsenoliths bei hohen Temperaturen 
ist zundchst festzustellen, da8 die Aktivierungsenergien zur Uber- 
windung der Sattellagen wegen der héheren Temperaturen klein sein 
werden, und da8 damit praktisch nur die Energiedifferenzen zwischen 
den jeweiligen Ausgangs- und Endzustanden in Rechnung zu stellen 
sind. Wie Berechnungen an Modellen zeigen, ist der Energieunterschied 


19 STRANSKI, I. N., u. G. WoLFF: Research 4, 15 (1951). 

20 KwnaAcCKE, O., I. N. StRANSKI u. G. WoLFF: Zur Struktur und Materie der Fest- 
kérper. Diskussionstagung der Sekt. fiir Kristallkde. Dtsch. Mineralogische Ges., 
Mai 1951, Frankfurt a. Main. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer. 

21 KNACKE, O., I. N. STRANSKI u. G. WoLFF: Z. phys. Chem. 198, 157 (1951). 

22 KNACKE, O., I. N. STRANSKI u. G. WoLFF: Z. Elektrochem. 56, 476 (1952). 

23 KnackE, O., u. I. N. STRANSKI: Progr. of. Metal Phys. 6, 181 (1956). 

24 Vo_MER, M.: Kinetik der Phasenbildung. Dresden u. Leipzig 1939. 
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zwischen der Flache (3) und dem Dampfraum (4) am gréBten. Hier 


liegt in den hintereinander ablaufenden Vorgangen der geschwindig- | 


keitsbestimmende Schritt vor. In den davorliegenden Vorgangen wird 
sich nahezu das Gleichgewicht einstellen. Fiir den gesamten Ver- 
dampfungsvorgang ist dann wegen der vorgelagerten Gleichgewichte 
nicht nur die Aktivierungsenergie des geschwindigkeitsbestimmenden 
Schrittes, sondern zusatzlich die Summe der Energiedifferenzen der vor- 


gelagerten Gleichgewichte, also die Verdampfungswarme, zu bertick- | 


sichtigen. a 
Als nachster Fall moge der Extremfall der Verdampfung bei tiefen 


Temperaturen betrachtet werden. In diesem Bereich werden die Energie- | 


int sattel zwischen den Lagen_be- 
deutungsvoll werden. Besonders 
der Sattel zwischen der Halb- 
kristallage und der Stufe wird 
diesen ersten Teilschritt (/—~ 2) 


menden Schritt machen. In die 
sem Fall sollte statt der Ver- 
dampfungswarme eine kleine Akti- 
| vierungsenergie als Temperatur- 

- 7 inkrement erwartet werden. Lei- 
a” “der sind in diesem Gebiet die 
OE 7. /Serschiedenen Temperaturbereichen ~— Xperimentellen Schwierigkeiten 

zur Erfassung der Gegebenhei- 
ten so groB, da andere Untersuchungsmethoden (etwa Anwendung 
von Radioisotopen) herangezogen werden miiBten. 

Mit diesen beiden Fallen sind die in Fig. 7 schematisch angegebenen 
Verlaufe der Verdampfungsgeschwindigkeiten fiir die Gebiete J und J/I 
erklart. Experimentell ist aber beim Arsenolith das Gebiet JJ erfaBt 
worden, dessen Kurvenverlauf durch die Annahme einer Konkurrenz 
zwischen den oben erlauterten Verdampfungsmechanismen erklart wer- 
den kann. In diesem Bereich wird mit einer temperaturabhangigen 
Verteilungsfunktion der Energiesattel zu rechnen sein. Bei dem Me- 
chanismus der tieferen Temperaturen ist ein der Sattelverteilung ent- 
sprechendes Spektrum der Anregungsenergien im Teilschritt Halb- 
kristallage-Stufe zu beriicksichtigen. Formal kénnten hier temperatur- 
abhangige Haufigkeitsfaktoren eingefiihrt werden. 

Bei der quantitativen Behandlung des vorliegenden Vorgangs ist 
darauf zu achten, daB die Geschwindigkeiten des ersten und des letzten 
Teilschrittes vergleichbar werden. Wegen der Unabhangigkeit der 
Ubergangswahrscheinlichkeiten der beiden Schritte erscheint dann das 
fiir die Verdampfungsgeschwindigkeiten maBgebende, aus dem Produkt 


za dem geschwindigkeitsbestim- | 
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der Einzelwahrscheinlichkeiten sich ergebende Temperaturinkrement um 
die Sattelenergien vergréBert. 

Eine weitere Moglichkeit fiir die Erhéhung der Aktivierungsenergie 
bestande in der Annahme einer Verdnderung der Konzentration der 
Halbkristallagen durch den Riickgang von Vizinalflachen. 

Es muB hier aber darauf hingewiesen werden, daB die angewandte 
MeBmethode die Adsorption von Fremdgasen an der Kristalloberflache 
nicht ausschleBt. Eine solche Adsorptionsschicht kénnte eine Ver- 
ringerung der Verdampfungsgeschwindigkeit bewirken. 

Ganz andere Verhaltnisse liegen nun im Falle des Claudetits vor. 
Fir die Verdampfung ist die Abtrennung von Elementarbausteinen aus 
dem Hauptvalenzgitter erforderlich. Die hierzu notwendige Aktivierungs- 
energie ist mit 55,5 kcal iiber zweimal gréBer als die Verdampfungs- 
warme. Der tiberwiegende Teil hiervon wird bei der Vereinigung zu 
den Dampfmolekeln wieder zuriickgewonnen. 

Temperaturanderungen, die im Falle des Arsenoliths den Ver- 
dampfungsmechanismus abzuwandeln vermégen, bleiben beim Claudetit 
ohne EinfluB auf das Temperaturinkrement. Dagegen gelingt es durch 
Zusatz von z.B. Wasser Reaktionswege zu erschheBen, deren Aktivie- 
rungsenergie erheblich kleiner als 55,5 kcal ausfallt. Bei genitigend hohem 
Wasserdampfpartialdruck entspricht sie dann nur noch dem Betrage 
der Verdampfungswarme. Eine Beeinflussung des Temperaturinkrements 
der Verdampfungsgeschwindigkeit des Arsenoliths durch Wasserdampf 
ist nicht festzustellen. 

Die Wirkung des Wasserdampfes diirfte auf der Ausbildung von 
Wasserstoffbriickenbindungen und damit auf einer Erleichterung der 
Abtrennung und einer voriibergehenden Absattigung der abgetrennten 
Bruchstiicke aus dem Hauptvalenzgitter beruhen. Die starke Wechsel- 
wirkung zwischen Claudetit und Wasser ist auch aus der Tatsache zu 
ersehen, da8 der Claudetit mit abnehmender KorngrdBe steigende 
Mengen von Wasser zu adsorbieren vermag. Der Arsenolith zeigt diesen 
Effekt praktisch nicht. 

Ein noch besserer Einblick in die Verdampfungsvorgange ist durch 
erst kiirzlich gewonnene Versuchsergebnisse erzielt worden”?. 

Die Messungen der Verdampfungsgeschwindigkeiten mit einer beson- 
deren Waage, die neben der Feststellung des Gewichtsverlustes auf Grund 
der Verdampfung gleichzeitig auch den Impuls der verdampfenden Teil- 
chen zu messen gestattet, bestatigen die unterschiedlichen Verhaltnisse 
in den Geschwindigkeiten. Dariiber hinaus zeigen sie, daB die vom 
Arsenolith verdampfenden Teilchen die MolekiilgréBe AsO, besitzen, 
daB aber beim Claudetit die MolekiilgréBe zwischen As,O; und As,O, 
schwankt. Unsere bisherigen Ansichten iiber den Verdampfungsvorgang 


25 Fortu, H. J.: Diss. Techn. Universitat Berlin 1959. 
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| 
beim Arsenolith haben die richtige MolekiilgréBe beim Phasentibergang | 
in Rechnung gestellt. Beim Claudetit dagegen scheinen die Verhaltnisse | 
noch komplizierter zu sein. Auf jeden Fall legen die Messungen nahe, | 
daB man durchaus nicht die Vereinigung der aus dem Hauptvalenz- | 
gitter abgetrennten Bestandteile zur Dampfmolekel am Kristall anneh- | 
men muB. Uberschlagige Modellbetrachtungen am schematisierten | 
Claudetitgitter zeigen, daB unter Beriicksichtigung elektrostatischer 1 
Wechselwirkungen die Abtrennung von zwei tiber ein Sauerstoffatom | 
verbundene, ein Arsenatom enthaltende Elementargebilde begiinstigt | 
sind. Nimmt man an, da jedes Doppelgebilde im Durchschnitt drei _ 
Sauerstoffatome enthalt, so miis- — 
sen je nach den Stellen, die von 
diesen eingenommen werden, vier | 
verschiedene Gebilde betrachtet 
werden. Zur Bildung von As,O,- 


7 —5 


“ oder As,O,-Molekiilen miissen zu- 
f | satzlich stereochemische Gesichts- 
| a A punkte und die Mikrostrukturen 

ot" der verdampfenden Oberflache 
Tethys, 0, My) berticksichtigt werden. Mit diesen 
| vr Uberlegungen kann man nun das 

Se ee ee Se 


F j ; bisher bekannte Energieschema 
Fig. 8. Erweitertes Termschema der Verdampfung 5 i 
des Claudetits fiir die Verdampfung weiter ver- 
feinern. In Fig. 8 ist das ent- 
sprechende Termschema wiedergegeben. Im Vorgang 1->2 findet unter 
Aufbringung der Aktivierungsenergiey, , die Abtrennung eines zwei Arsen- 
atome enthaltenden Doppelgebildes statt. Der Ubergang 2-3 iiber die 
Energieschwelle S’ stellt die Abwanderung des Gebildes auf die Flachen 
dar. Von diesem Stadium ab soll es zwei Méglichkeiten des Uberganges in 
den Dampfraum geben. Einmal kénnen die Gebilde abgesattigte As,O,- 
Molekiile bilden (3 — 41), die anschlieBend verdampfen (41-51) und dann 
zu AsyOg-Molekiilen (5 1-5 II) rekombinieren. Im anderen Falle bilden 
sich bereits auf dem Kristall aus den zwei Doppelgebilden As,O,-Molekeln 
(3 +411), die anschlieBend in den Dampfraum iibertreten (4115 II). 
Der Energieunterschied 1->5I stellt die Halfte der Summe aus der Ver- 
dampfungs- und der Dissoziationswarme, bezogen auf As,Og, dar. Dieses 
Termschema, das in einigen Punkten noch wandlungsfahig ist, bringt klar 
die Bedeutung des ersten Reaktionsschrittes, ndmlich die Trennung von 
Hauptvalenzbindungen, zum Ausdruck. Die Verdampfung des Claude- 
tits in Anwesenheit von Wasserdampf bedingt das Vorhandensein einer 
anderen Energieschwelle mit einer geringeren Aktivierungsenergie. Weitere 
Untersuchungen, die zur Zeit noch laufen, sollen Einzelheiten iiber den 
jetzt angenommenen Mechanismus liefern. 
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Auch beim umgekehrten Vorgang, der Kondensation des Dampfes, 
zeigt sich, daB die unterschiedliche Struktur von entscheidendem Ein- 
fluB ist. Ohne besondere Zusatze, wie Wasserdampf, gelingt es nicht, 
aus Arsenikdampf Claudetit zu gewinnen. Bei allen Sublimationen wird 
nur Arsenolith erhalten. 

Wie aus den Versuchen zur erzwungenen Kondensation, auf die 
sogleich eingegangen werden soll, hervorgeht, ist zur Keimbildung von 
claudetitartigen Bausteinanordnungen die vorherige Anderung, Auf- 
spaltung der Bindungen bzw. Anregung der Dampfmolekeln erforderlich. 
Hierzu sind ungefahr 50 kcal/Mol notwendig. Dieser Betrag wird nor- 
malerweise nicht aufgebracht. Eine Entstehung der Claudetitphase aus 
dem Dampfraum wird daher nicht zu beobachten sein. Auf die sich hier 
bietenden Moglichkeiten soll im Zusammenhang mit der Behandlung 
tiber die Umwandlungen eingegangen werden. 


Beide Vorgange, Verdampfung und Kondensation, spielen nun die 
wichtigste Rolle bei der erzwungenen Kondensation?®, die seinerzeit 
den Ausgangspunkt der physikalisch-chemischen Untersuchungen des 
Systems der Arsentrioxyde bildete. Bringt man eine mit Arsentrioxyd 
als Bodenk6rper gefiillte, mit einer heizbaren Platinspirale versehene 
und evakuierte Zelle in einen Thermostaten und laBt die Spirale gliihen, 
so bildet sich gerade an der der Spirale am dichtesten benachbarten 
Stelle ein Kondensat, das sich nach der réntgenographischen Unter- 
suchung als glasig und strukturell gleich mit dem Arsenikglas erwiesen 
hat 27,28. Die Entstehung des Kondensates ist auf die Anregung bzw. 
Aufspaltung der Dampfmolekeln an der gliithenden Spirale, der Kon- 
densation der bis zur Wandung vorgedrungenen Bruchstiicke und auf 
die sehr kleine Verdampfungsgeschwindigkeit der claudetitartig auf- 
gebauten glasigen Produkte zuriickzufiihren. Die Aktivierungsenergie 
fiir diesen KondensationsprozeB betragt wie oben bereits angedeutet, 
mindestens 50 kcal/Mol. Neben dieser Aktivierung an der glithenden 
Spirale sind auch Aktivierungen durch Elektronen- oder IonenstoB, 
UV- und Roéntgenlicht geeignet. Aus dem zeitlichen Verlauf der Strom- 
starke und den Betriebsdaten einer Glimmentladung, die zur Bildung 
eines erzwungenen Kondensats auf der Plattenelektrode fiihrt, kann die 
Aktivierungsenergie zur Bildung des Kondensats zu etwa 70 kcal abge- 
schatzt werden2*. Der Effekt ist auch an ahnlich gebauten Substanzen 
nachgewiesen worden. AbschlieBend muB noch bemerkt werden, dab 
das einmal gebildete erzwungene Kondensat sich durchaus in Claudetit 


26 STRANSKI, I. N., A. Kors u. K. BECKER: Z. Naturforsch. 2a, 173 (1947). 

27 Kurss, E., K. PrietH u. I. N. Srransxi: Z. anorg. allg. Chem. 258, 238 
(1949). 

28 Prretu, K.: Proc. Intern Symp. Reactivity of Solids, Gothenburg, 1952. 

29 GraF, G.: Diss. Techn. Universitat Berlin 1956. 
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umwandeln kann28. Diese Umwandlung von Arsenolith tiber das er- 


zwungene Kondensat in Claudetit wird durch die Aufbringung der sehr | 


groBen Aktivierungsenergie erméglicht. 

Wie bereits erwahnt, wird eine Umwandlung ohne Anwendungen 
von Katalysatoren nicht beobachtet. Als besonders geeigneter Kataly- 
sator erweist sich hier das Wasser. Es erméglicht andere Reaktions- 


wege, auf denen nur ein Bruchteil der Energie aufgewendet werden muB. | | 
Wie aus der Fig. 9 zu entnehmen ist, betragt das Temperaturinkre- J 
ment fiir die Umwandlung dann nur noch 14 keal/Mol?*. Die gestrichelte ff 


Kurve gilt fiir ein kleineres Korn. Mit 
diesem wird eine gréBere Umwandlungs- 
geschwindigkeit erzielt. Die Wasser- 
mengen, die zur Umwandlung benotigt 


yt 
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“G2 iN >———2 2ma/ sublinert 


gewohnlich groB. Fiir jede umzuwan- 
delnde As,O,-Molekel werden etwa zwei 


Bedeutung fiir den Umwandlungsvorgang 
besitzt auch das Material des Glas- 
. gefaBes, in dem die Umwandlung statt- 
\ finden kann. Ein glatter und verhaltnis- 


-14 : 

Ns maBig schneller Ablauf ist nur in den 
-16 NN 55 A 5 

an Glasern zu beobachten, die mit Arsen- 
“18 Ne trioxyd noch zu reagieren vermogen, wie 

* z.B. Thiiringer Glas. 

Fig. 9. Beginn der Umwandlung in Ab- Jenaer Glas, in dem die fiir den Ein- 
hangigkeit von der Temperatur bei zwei 


verschiedenen Proben bau von Arsentrioxyd in Frage kommen 

den Stellen bereits mit Bortrioxyd be- 

setzt sind, verhalt sich vollig indifferent. Das Glas nimmt nicht an der 
Umwandlung teil und dient auch nicht als Unterlage fiir die sich neu 
bildenden Kristalle. Im Gegensatz hierzu hangt die Umwandlungs- 


geschwindigkeit bei Benutzung von Thiiringer Glas direkt von der zur | 


Verfiigung stehenden Glasflache ab. Die neuen Kristalle bilden sich 
praktisch nur auf der Glasflache. Die Wechselwirkung zwischen den 
Arsentrioxyden vornehmlich aus dem Dampfraum, dem Wasser und der 
Glasunterlage kann bei gréBeren Wassermengen, als zur Umwandlung 
unbedingt n6étig sind, soweit gehen, daf selbst bei der niedrigen Tem- 
peratur von etwa 100°C ein sehr bestandiges arsenikhaltiges Silikat 
gebildet wird**. Dieses Glas ist unterhalb 170° C amorph und oberhalb 
von dieser Temperatur kristallin. Das Temperaturinkrement dieser Sili- 
katbildung betragt auch 15 kcal/Mol. Auf Grund der Gleichheit der In- 
kremente bei der Claudetitbildung und der Silikatbildung muB man an- 
3 30 PrietH, K., I. N. Stransxr u. I. Zoxv: Z. anorg. allg. Chem. 292, 343 (1957) 


Molekeln H,O benotigt. Eine besondere | 


i) 
| 


\ =» él sublimiert werden, sind fiir einen Katalysator un- J 
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nehmen, daB der wesentliche Vorgang, wahrscheinlich die Aufspaltung 
der As,O,-Molekeln, iiber die intermediare Ausbildung von Wasserstoff- 
briickenbindungen zu den Bruchstiicken in beiden Fallen gleich ver- 
lauft. Die hier vorzufindenden Bruchstiicke werden Baugruppen der Form 
As(OH); oder (OH), — As—O—As(OH), sein, also Elementargebilde AsO, 
an deren Sauerstoffecken sich Hydroxylgruppen befinden, oder zwei tiber 
ein Sauerstoffatom verbundene Gebilde, deren restliche Bindungen mit 
den OH-Gruppen abgesattigt sind. Durch Zusammenlagerung mit den 
gleichen Bruchstiicken kénnen unter Wasseraustritt unendlich ausge- 
dehnte Netzwerke gebildet werden. 

Bei der Umwandlung der Gitter spielt die Keimbildungshaufigkeit 
des sich bildenden Stoffes die beherrschende Rolle. Im normalen Fall 
wird die Keimbildungshaufigkeit von der Keimbildungsarbeit A,, die 
selbst eine Funktion der Ubersattigung ist, abhangen. Bei groBen Uber- 
sattigungen verschwindet sie praktisch. Im Fall der Bildung des Arseno- 
liths aus der gasférmigen Phase ist die Keimbildungsarbeit sehr klein, 
und damit fallt die Keimbildungshaufigkeit relativ groB aus. Soll der 
Claudetit aus der Dampfphase gebildet werden, so muB zuvor eine 
Aktivierung der As,O,-Molekeln in Form einer Dissoziation oder Auf- 
spaltung von Bindungen stattfinden, ehe die Teilchen in der Lage sind, 
claudetitartige Bauzusammenhange zu bilden. Zu der Keimbildungs- 
arbeit A, zahlt man in diesem Fall am zweckmaBigsten in dem Ausdruck 
fiir die Keimbildungshdufigkeit noch eine Aktivierungsenergie wy hin- 
zul7-19, Die Beziehung fiir die Keimbildungshaufigkeit lautet dann: 

Agt+y 


I=Be *7 . Bei gentigend groBer Aktivierungsenergie y wird die 
Keimbildungshaufigkeit selbst bei groBer Ubersattigung verschwindend 
klein bleiben, d.h. es bilden sich keine Claudetitkeime. Um eine Claudetit- 
bildung einzuleiten, miissen Verfahren angewandt werden, die die Auf- 
bringung der Aktivierungsenergie gewdahrleisten, wie im Falle der 
erzwungenen Kondensation, oder indem Wege gesucht werden, etwa 
durch Wahl geeigneter Katalysatoren, bei denen die Aktivierungsenergie 
erheblich kleiner ausfallt. Bei Zusatz von Wasser erfolgen die Umwand- 
lungen wegen der kleinen Aktivierungsenergie von rund 15 kcal noch 
bei 60° C und bei zusatzlicher Bestrahlung mit UV-Licht (A bis 206 my 
und gréBer) sogar noch bei 30° C}’. 

Ein unterschiedliches Verhalten der beiden Arsentrioxydmodifika- 
tionen ist auch beim Phaseniibergang fest/fliissig festzustellen. Roéntgen- 
strukturuntersuchungen des bei langsamer Abkiihlung der Schmelze 
entstehenden Arsenikglases legen eine claudetitartige Nahordnung mit 
fiinf, sechs und sieben Ringen aus AsO;-Koordinationspolyedern nahe. 
Aus der Struktur des Glases kann mit ziemlicher Sicherheit auf eine 
sehr ahnliche Struktur in der Schmelze geschlossen werden’. Uber die 
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GréBe der Molekeln in der Schmelze kénnen keine Angaben gemacht ]} 
werden. Die enge strukturelle Verwandtschaft der Glaser und der [ 
Schmelze mit dem Claudetitgitter wird auch durch die geringe Ver- |} 
dampfungsgeschwindigkeit, die ahnliche Auflésungsgeschwindigkeit i 
und durch das U-R-Spektrum, das dem des Claudetits ahnlicher ist, ff 


angezeigt. 


Werden Arsenolith und Claudetit aufgeschmolzen, so 1aBt sich der | 
Arsenolith bis zu 60° iiber seinen eigenen Schmelzpunkt (278° C) hinaus | 
iiberhitzen. Der Claudetit schmilzt ohne Uberhitzung. Bei normalen | 
Substanzen sollte eine Uberhitzbarkeit nur an den Gleichgewichts- | 
flachen moglich sein, wenn sie von der eigenen Schmelze nicht benetzt | 


werden®!, An Realkristallen bilden sich wegen des Vorhandenseins von 


anderen Flachenelementen und Stérstellen, die von der Schmelze benetz- J 


bar sind, an diesen Stellen schon unterhalb des Schmelzpunktes Quasi- 


schmelzschichten aus. Diese Schichten stellen am Schmelzpunkt bereits 
die neue Phase dar und verhindern somit eine Uberhitzung#2. Bisher 
hat man auch nur an besonders gut ausgebildeten Kristallflachen eine 
kurzfristige Uberhitzung von einigen Zehntelgraden beobachten kénnen*®, 

Wegen der groBen strukturellen Ahnlichkeit zwischen der Schmelze 


und dem Claudetit sind die zu beobachtenden Hemmungen beim Auf- | 


schmelzen und bei der Umwandlung des Arsenoliths in den Claudetit 
von der gleichen Art. In beiden Fallen ist fiir einen Phasentibergang die 
Auftrennung des As,O,-Bausteins erforderlich. Da die Umwandlung 
durch Zugabe von Wasser katalysiert werden kann, mu8 beim Auf- 
schmelzen in Gegenwart von Wasserdampf die Uberhitzung ausbleiben. 
Die entsprechenden Versuche bestatigen die Annahme!?. Mit diesen 
Ergebnissen sind somit nicht nur sichere Unterlagen fiir die geduBerten 
Annahmen tiber die Struktur dieser Schmelze, sondern auch fiir die 
gesamte Vorstellung tiber das Schmelzen von Kristallen geliefert worden. 

Einen weiteren Einblick in den Aufbau der Arsenikschmelze bieten 
Viskositatsmessungen. Die erhaltenen Werte fiir den Viskositatskoeffi- 


zienten liegen in der GréBenordnung von Bortrioxyd- und Silikatschmel- | 


zen, bei denen das Vorhandensein von groBen Bausteinnetzwerken 
gesichert ist. Diese Ubereinstimmung berechtigt auch zu der Annahme, 
da8 in der Arsenikschmelze ahnliche Verhaltnisse vorliegen. Aus der 
Temperaturabhangigkeit des Viskositatskoeffizienten und der hieraus 
zu erhaltenden Aktivierungsenergie des viskosen FlieBens von 22,3 kcal 
pro Mol kann man nach einem von Eyrinc*4 angegebenen Verfahren 


31 STRANSKI, I. N.: Naturwiss. 30, 425 (1942). 

32 STRANSKI, I. N., u. E. K. Papep: Z. phys. Chem., Abt. B 38, 454 (1938). 

33 VorMER, M., u. O. Scumipt: Z. phys. Chem., Abt. B 35, 467 (1937). 

4 GLASSTONE, S., K. J. LarDLER u. H. Eyrinec: The Theory of Rate Processes, 
p. 477ff. New York 1941. 
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die FlieBeinheit der Arsenikschmelze auf etwa 25 AsQO;-Polyeder ab- 
schatzen}, : 


Als letzter Phasentibergang soll die Auflésung und das Auskristalli- 
sieren besprochen werden. Wéahrend bei den bisher behandelten Vor- 
gangen nur solche berticksichtigt worden sind, bei denen arteigene 
Molekiile oder Molekiilbruchstiicke auftreten, kommt jetzt als weitere 
Komponente das betreffende Lésungsmittel hinzu. In dem zu beob- 
achtenden Gesamtvorgang werden jetzt auch die chemischen Wechsel- 
wirkungen zwischen den Erscheinungsformen der Arsentrioxyde und 
dem Lésungsmittel enthalten sein. Diese neue Méglichkeit erkennt 
man deutlich bei dem Vergleich der Versuchsergebnisse, die an den 
Arsentrioxyden und den Antimontrioxyden erhalten wurden*®>. Die 
Antimontrioxyde sind mit den Arsentrioxyden strukturell sehr eng 
verwandt. Die dem Arsenolith entsprechende kubische Modifikation 
Senarmontit besitzt das gleiche Gitter mit strukturell gleichwertigen 
Sb,O,-Bausteinen!»?.. Der dem Claudetit entsprechende rhombische 
Valentinit zeigt die gleichen Verkniipfungen von SbO;-Koordinations- 
polyedern. Wahrend wir im Claudetit eine zweifach unendliche Ver- 
netzung der Polyeder in Schichten antreffen, findet die Verkniipfung 
im Valentinit in Form von unendlichen Bandern statt**, 


Alle Effekte, die bisher am Arsentrioxyd beobachtet wurden, konnten 
auch prinzipiell am Antimontrioxyd festgestellt werden. In der Wechsel- 
wirkung mit den Lésungsmitteln sind die Verhaltnisse deutlich ver- 
schieden. Diese Andeutungen sollen vorerst gentigen, da die genaueren 
Ergebnisse erst nach AbschluB der noch laufenden Untersuchungen 
gebracht werden konnen. 


Als Lésungsmittel fiir die hier zu beschreibenden Versuche wurden 
Wasser oder saure bzw. alkalische waBrige Losungen verwendet. Weitere 
Untersuchungen sind mit Arsentribromid bzw. Antimontribromid als 
wasserahnliche Lésungsmittel aufgenommen worden. 


Zunachst soll kurz auf das unterschiedliche Verhalten der beiden 
Modifikationen eingegangen werden!*. Geht man von _ gesattigten 
Arsenolithlésungen aus, so ist eine Umwandlung des Bodenkérpers in 
Claudetit in verniinftigen Zeitspannen nur zu befiirchten, wenn ein 
alkalisches Lésungsmittel angewendet und die Temperatur hoher als 
60° C gewahlt wird. Temperatur- und Alkalitatssteigerungen bewirken 
eine Beschleunigung des Umwandlungsvorganges. Der Modifikations- 
wechsel ist in reinem Wasser selbst bei hheren Temperaturen und auch 
nach sehr langen Zeiten nicht beobachtet worden. Bei Sdurezusatz 


35 JUNGERMANN, E., u. K. PLietH: Wird zur Ver6ffentlichung vorbereitet. 
36 BUERGER, M. J., u. S.B. HENDRICKS: J.chem. Phys. 5, 600 (1937). — 
Z. Kristallogr. 98, 1, 6, 25 (1938). 
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kann eine Umwandlung erst nach sehr langer Zeit bei Siedetemperatur ff 
eingeleitet werden. Trennt man die geséttigten Losungen von ihren | 
Bodenkérpern und wartet dann das Auskristallisieren ab, so erhalt |ff 
man aus wibrigen neutralen und sauren Lésungen stets nur Arsenolith- | 
kristalle, unabhangig davon, welche Kristallform vorher als Boden- i 
kérper vorgelegen hat. Aus alkalischen Loésungen kénnen Claudetit | 
und Arsenolith einzeln oder im Gemisch miteinander auskristallisieren. 

Das GefaBmaterial kann hierbei von 


80 


Einflu8 sein, welche Modifikation | 
mg/ml Ager Seabee £ 
70\- A gee $— 990 bevorzugt wird; bei PorzellangefaBen | 
ve ; ist es Arsenolith und bei Glas ist es J 
A eer Ae Claudetit. | 
s0\- a Die Versuchsergebnisse deuten | 
ae darauf hin, daB auch hier, vielleicht 
uA mit Ausnahme der alkalischen Lé- 
wl sungen, der Ausdruck fiir die Keim- 
set 4° bildungshaufigkeit durch Hinzunahme 
i cgaet eet gt «= einer Aktivierungsenergie zu der Keim- 
gh bildungsarbeit zu modifizieren ist. Die 
groBere Keimbildungshaufigkeit be- 
_y oa Te sitzt der Arsenolith. 
7 Die aus den beiden Arsentrioxy- 


Fig. 10. Aufldsung der Arsentrioxyde in 1n den hergestellten Losungen zeigen 
chee ee Meaney e! oes § § § 
-Lésung in Abhangigkeit von der Zeit bei id 5 if 
verschiedenen Temperaturen auch in ihrem chemischen Verhalten 
Unterschiede. Frische Arsenolith- 
lé6sungen sind um eine py-Einheit saurer als die des Claudetits. Mit der 
Zeit gleicht sich der py-Wert dem der Claudetitlésung an. Weiter soll 
das unterschiedliche Reduktionsvermégen der Arsentrioxydlésungen 
gegentiber verdiinnten Goldchloridl6sungen erwahnt werden. Hier 
findet man ein gleiches Verhalten von Claudetit und Arsenikglas einer- 
seits und Arsenolith andererseits!*: 37, 


Die Versuchsergebnisse iiber den zeitlichen Verlauf der Auflésung 
lassen deutlich erkennen, daB der Claudetit im Gegensatz zu der Ver- 
dampfungsgeschwindigkeit eine gréBere anfangliche Auflésungsgeschwin- 
digkeit besitzt als der Arsenolith. Erst nach Tagen werden die von 
Arsenolith und Claudetit in Lésung gegangenen Mengen gleich. Die 
groBere Sattigungskonzentration besitzt bei diesen Temperaturen die 
Arsenolithlosung (Fig. 10). 


Der Auflésungsvorgang wird durch Zusatz von H*-Ionen, besonders 
stark aber durch OH--Ionen und durch abnehmende KorngréBe des 
angewendeten Pulvers beschleunigt. Um unerwiinschte Reaktionen mit 


97 JENCKEL, E.: Z. anorg. allg. Chem. 182, 314 (1929). 
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dem Glasmaterial zu vermeiden, sind Auflésungen in alkalischen waBrigen 
Lésungen nicht besonders untersucht worden. Eine Auswertung der 
Versuchsergebnisse im Hinblick auf die Ermittlung der Auflésungs- 
geschwindigkeitskonstanten und ihrer Temperaturabhangigkeiten ist vor- 
erst wegen der Beobachtung des sog. Margulis-Effektes, der mit in den 
Auflosungsvorgang hineinspielt, unterblieben. Dieser Effekt kann an- 
fanglich héhere Auflésungsgeschwindigkeiten hervorrufen, so daB die 
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Fig. 11. ,,Margulis‘‘-Effekt der Arsentrioxyde in Fig. 12. KorngroBeneffekt bei gemérserten und 
verschiedenen Losungsmitteln bei 20° C nicht wieder gemérserten Proben 


normale Auswertung der Geschwindigkeitsgleichungen in Frage gestellt 
wird. 


Bei dem seinerzeit von MARGULIS beschriebenen Vorgang handelt es 
sich um die Feststellung, daB die aus einem vorgegebenen Bodenkorper 
mit gleichen Mengen an Losungsmitteln wahrend gleicher Zeiten heraus- 
zulésenden Mengen mit der Anzahl der Wiederholungen sich laufend 
andern, um letztlich einem konstanten Endwert zuzustreben. 


Erstmals ist dieser Effekt an Arsenolith beobachtet worden*§. Er 
erfolgt sowohl in neutralen, sauren als auch besonders stark in alkalischen 
Lésungen. Viel groBere Werte kann man mit Claudetit als Bodenkérper 
erhalten. Einen Eindruck von der GréBe des Effektes vermittelt Fig. 11. 
Hier sind die insgesamt in Lésung gegangenen Mengen gegen die Anzahl 
der in gleichen Zeitraumen vorgenommenen ,,Extraktionen™ aufgetragen. 
Bei kleineren Kornabmessungen laBt sich eine weitere Steigerung des 


38 Marcutis, M. H.: C. R. Acad. Sci., Paris 224, 1730 (1947). 


| 


Effektes erzielen. Jedoch findet dann beim Arsenolith eine groBere | 
relative Zunahme statt. | 

Die von MarcuLis angegebene Erklarung einer vermeintlichen Hydrat- | 
bildung kann man nach den Untersuchungsbefunden nicht annehmen. | 
Wegen der Abhangigkeit von der KorngréBe muB der Effekt vor allen | 
Dingen auf kleinste, den gréBeren Kristallchen anhaftende Kérnchen | 
zuriickgefiihrt werden. Die Zerteilung der Kristalle beim Morsern wirkt | 
sich besonders giinstig beim Claudetit wegen der zweifach unendlichen © 
Vernetzung der Bausteine gegeniiber den abgeschlossenen Bausteinen 
beim Arsenolith aus. Allerdings macht sich bei weiterer Zerteilung des — 
Claudetits in zunehmendem MaBe das talgige Aneinanderhaften der 
Kristallchen bemerkbar. Solch eine Grenze beim Mérsern ist beim | 
Arsenolith nicht gegeben. Von einem bestimmten Zerkleinerungsgrad 
abwarts wird daher die relative Zunahme des Effektes beim Arsenolith 
eréBer ausfallen. Durch weitere Versuche*®, deren Ergebnisse in der 
Fig. 12 wiedergegeben sind, kann man zeigen, daB tatsachlich der Korn- 
eroBeneffekt fiir die Auflésungsgeschwindigkeitsanderung verantwortlich 
ist. In drei Versuchsreihen werden Extraktionen an erneut und an nicht 
wieder gemérserten Bodenkérperproben vorgenommen. In den Serien 
Ia bis IIIa, das sind die erneut gemorserten Proben, tritt der Effekt 
immer wieder auf. Die kleineren Werte sind auf die erfolgte Teilung 
der Bodenkérpermengen zuriickzufiihren. Bei den gekriimmten Kurven 
liegt der Effekt vor, bei der Geraden ist er nicht mehr vorhanden. Die 
Kurven IIb und IIIb geben die Verhaltnisse bei den nicht gemérserten 
Proben wieder. Beim Versuch IIIb, der nach dem Versuch IIb und nach 
erneuter Trocknung durchgefiihrt worden ist, ist der Effekt nicht mehr 
festzustellen. Unter dem Mikroskop sind bei frisch gemérserten und 
gesiebten Proben neben einer Vielzahl groBer Kristalle auch viele sehr 
kleine Kristallchen zu sehen. Bei Proben, die bereits sechsmal aus- 
geschiittelt worden sind, kann man neben den groBen Kristallen kaum 
noch kleinste Teilchen beobachten. Ausschiittelversuche an mit 10 t 
Druck innerhalb von 1 bis 2 min gepreBten, sehr glatten Arsenolith- 
tabletten zeigen in Wasser den Margulis-Effekt nicht. Eine Anderung 
tritt erst ein, wenn die glatte Oberflache durch das Hinauslésen all- 
mahlich aufgerauht wird. 

Die Beobachtung des eben beschriebenen Effektes legt natiirlich 
nahe, daran zu denken, daB die Messung der Auflésungsgeschwindig- 
keiten wenigstens in den ersten Versuchszeiten durch den Margulis- 
Effekt beeinflu8t sein kénnte. Die entsprechenden hierauf Riicksicht 
nehmenden Bestimmungen sind bereits aufgenommen worden. Sie 
lassen jetzt schon erkennen, daB Claudetit trotzdem die gréBere Auf- 
lésungsgeschwindigkeitskonstante besitzt. 


39 KieL, G., u. K. Prreru: Noch unver6ffentlicht. 
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Die klare KorngréBenabhangigkeit darf nicht dazu verleiten, zu 
tibersehen, da hier die Auflésungsvorgange in besonderem MaBe von den 
angewandten Lésungsmitteln beeinflu8t sein kénnen. Hinweise darauf 
erhalt man aus dem Vergleich mit den entsprechenden Messungen an 
den Antimontrioxyd-Modifikationen. Bei allgemein viel groBeren Auf- 
lésungsgeschwindigkeiten ist der Effekt hier viel kleiner. Beim Valentinit 
wird er nur in sauren Lésungen und beim Senarmontit nur in alkalischen 
Lésungen beobachtet. Die Ausschiittelzeiten miissen sehr kurz gewahlt 
werden, da sonst sofort die Sattigungswerte erreicht werden. Der Korn- 
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Fig. 13. Schema der in den beiden gesadttigten Arsentrioxydlésungen anzutreffenden Teilchenarten. Es 
bedeuten z. B.: 


eed ges Sattigungskonzentration der claudetitartigen Teilchen; 


oe Konzentration der Teilchen, die nur 1 As-Atom enthalten, tiber Claudetit; 
car Konzentration der Teilchen, die 4 As-Atome enthalten, tiber Arsenolith 


groBeneinfluB kommt hier besonders deutlich dadurch zum Ausdruck, 
daB die ersten ,,Extraktionen“ bei bestimmten Zeiten hdhere Werte 
als die Sattigungskonzentrationen liefern. Durch die geringe KorngréBe 
wird entsprechend der Thomson-Gibbsschen Gleichung eine Steigerung 
der Sattigungskonzentration bewirkt. Mit dem Verschwinden der 
kleinsten Teilchen werden dann auch nur die normalen Sattigungs- 
konzentrationen erhalten®*®. 

Ehe auf eine Erklarung der unterschiedlichen Aufl6sungsgeschwindig- 
keiten naher eingegangen werden soll, miissen erst die Verhaltnisse, die 
man in den Lésungen antreffen kann, beleuchtet werden. Um im 
Einklang mit allen Beobachtungen zu bleiben, muB man als Arbeits- 
hypothese unterstellen, daB die primar in Lésung gehenden Teilchen 
beim Arsenolith und Claudetit und ihre Sattigungskonzentrationen in 
bezug auf ihre jeweiligen Bodenkorper verschieden sind. Diese Primar- 
teilchen werden nun mit weiteren Teilchenarten im Gleichgewicht 
stehen und zwar werden in jeder Lésung prinzipiell die gleichen Teilchen- 
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arten vertreten sein. Ihre Konzentrationen allerdings werden in den 
Lésungen mit Ausnahme am Umwandlungspunkt voneinander ver- 
schieden sein. Eine besondere Rolle spielen sicherlich die Teilchen, die 
nur ein Arsenatom enthalten. Altere und neuere Untersuchungen in 
Lésungen*°~44 haben nur diese eine Teilchenart nachweisen kénnen. 
Wie man sich die Verhaltnisse vorstellen kann, wenn gesattigte Losungen 
der beiden Modifikationen vorliegen, ist in der Fig. 13 angegeben. Sicher 
wird auch der unterschiedliche Polymerisationsgrad der Lésungsmittel- 
teilchen fiir die Konzentrationen der einzelnen Teilchenarten von Ein- 
fluB sein. Bei Zugabe von Reagenzien erfolgen Anderungen der Kon- 
zentrationen, die fiir die Teilchen je nach ihrer Struktur verschieden 
ausfallen. Dabei werden die Konzentrationsanderungen der nur ein 
Arsenatom enthaltenden Teilchen kleiner ausfallen als die der Teilchen, 
an derem Aufbau vier Arsenatome beteiligt sind. Das Konzentrations- 
verhaltnis der vieratomigen Teilchen aus beiden Lésungen kann wegen 
der zu beriicksichtigenden vierten Potenz betrachtlich geandert werden. 
Obwohl der analytische Gesamtwert bei den Losungen nur geringfiigig | 
verschieden ist, ksnnen die Werte fiir die einzelnen Teilchen somit erheb- 
lich voneinander abweichen. Mit empfindlichen Reagenzien wird man 
dann durchaus ein unterschiedliches Verhalten von Arsenolith- und | 
Claudetitl6sungen beobachten k6énnen. | 

| 


Mit dieser Arbeitshypothese kann man auch erklaren, weshalb die 
Auflosungsgeschwindigkeit des Arsenoliths kleiner ausfallt als die des 
Claudetits. | 


Man kann annehmen, da8 das Gleichgewicht zwischen dem Arseno- | 
lithbodenkérper und den gelésten Primarteilchen sehr schnell erreicht’ 
ist. An diesem mehr ,,physikalischen‘‘ Auflésungsvorgang schlieBen sich 
die starker ,,chemischen‘‘ Etappen an, die in Reaktionen mit dem 
Lésungsmittel bestehen. Hier kann es nun davon abhangen wie schnell 
sich die Gleichgewichte zu den nachst méglichen Teilchenarten ein- 
stellen werden. Nimmt man an, daB einer dieser Schritte, etwa der 
erste in dieser Folge, der langsamste ist, so wird er fiir den gesamten 
Auflosungsvorgang geschwindigkeitsbestimmend sein. 


Bei der Auflésung des Claudetits wird der erste Schritt, die Abtren- 
nung eines oder zweier Vernetzungsglieder, bereits durch die starke 
Wechselwirkung des Claudetits mit dem Wasser, es sei hier an die Chemi- 
sorption des Wassers an Claudetit erinnert, beeinfluBt werden. Diese 

40 ZAWIDZKI, J. v.: Chem. Ber. 36, 1427 (1903). 

41 BRUNNER, C., u. S. ToLtoczxo: Z. anorg. allg. Chem. 37, 455 (1903). 
42 ANDERSEN, E., u. L. G. Story: J. Amer. Chem Soc. 45, 1102 (1923) 
43 Rotu, W. A., u. O. ScHwartz: Chem. Ber. 59, 338 (1926). 

44 JANDER, G., u. H. Hormanwn: Z. anorg. allg. Chem. 296, 134 (1958). 
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,chemischen“ Teilschritte diirften schneller verlaufen als der erste 
,,chemische“ Teilschritt bei der Auflésung des Arsenoliths. 


Das Vorhandensein der eben angedeuteten Teilschritte und die Be- 
schleunigung des Auflésungsvorganges des Claudetits durch die starke 
Wechselwirkung mit dem Lésungsmittel wird besonders durch die vor- 
laufigen Untersuchungsergebnisse tiber die Auflésungen der beiden Modi- 
fikationen in nicht waBrigen Lésungsmitteln unterstrichen. Im ge- 
schmolzenen Arsentribromid lést sich Arsenolith viel schneller auf als 
Claudetit. Die Temperaturabhangigkeiten der Auflésungsgeschwindig- 
keitskonstanten werden durch folgende Gleichungen wiedergegeben: 


im Falle des Arsenoliths logk = — 407/T —1,15 und 
im Falle des Claudetits log k = — 2003/T + 2,88. 


Die scheinbare Aktivierungsenergie des Auflésungsvorganges fallt also 
beim Claudetit mit 9160 cal rund fiinfmal gréBer als beim Arsenolith 
mit 1860 cal aus. Der niedrige Wert beim Arsenolith laBt vermuten, 
daB der geschwindigkeitsbestimmende Schritt eigentlich nur ein Diffu- 
sionsvorgang sein kann. Hier ist dann sofort an den reinen physikalischen 
Auflésungsvorgang, den Ubertritt der As,Og-Molekel aus dem Kristall- 
verband in den geldsten Zustand, zu denken. Weitere Schritte diirften, 
insbesondere wenn Auftrennungen des Molekiils in Betracht kommen, 
héhere Temperaturinkremente erfordern. Anders ist es im Falle des 
Claudetits. Hier scheinen wegen der grdBeren scheinbaren Aktivie- 
rungsenergie bei der Auflésung doch beachtliche Hemmungen aufzu- 
treten. Man kann vermuten, da8 die Abtrennung von Bruchstiicken 
aus dem Netzwerk des Claudetits offenbar gréBere Energiebetrage erfor- 
dert. Die einmal abgetrennten Bruchstiicke scheinen nach den vor- 
laufigen Untersuchungen keine As,O,-Molekeln zu sein. Bei diesen 
Untersuchungen sind offenbar die ersten Teuschritte der Auflésungen 
erfa8t worden, wie sie auch in waBrigen L6sungen vorkommen aber dort 
wegen der Folgereaktionen nicht einzeln beobachtet werden kénnen*®. 
Die zu erhaltenden Sattigungskonzentrationen weichen sehr stark von- 
einander ab. Obwohl die Sattigungskonzentrationskurven in Abhangig- 
keit von der Temperatur sich bei der bekannten Umwandlungstempera- 
tur schneiden, sind diese Dinge nach den jetzigen Beobachtungen noch 
mit Vorsicht zu beurteilen. Aus einigen Versuchen ist zu entnehmen, 
daB bei der Feststellung der Sattigungskonzentrationen offenbar nur 
Pseudogleichgewichte erfaBt werden. Die Méglichkeit der Einstellung 
des Gleichgewichtes zwischen den einzelnen in der Lésung méglichen 
Teilchen scheint nach unseren Untersuchungen nicht gegeben zu sein. 


45 Exper, I., u. K. PrietH: Noch unver6ffentlicht. 
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Allerdings mu hier auf einige neuere Arbeiten hingewiesen werden, die | 


chemische Reaktionen zwischen As,O, und dem geschmolzenen AsBr3 


beriicksichtigen und durch Untersuchungsbefunde belegen kénnen *®:4”. | 


Um eine endgiiltige Klérung herbeifiihren zu kénnen, miissen die 
angelaufenen Messungen erst abgeschlossen werden. 


Aus den geschilderten Untersuchungen kann man entnehmen, welche | 


bedeutende Rolle die strukturellen Unterschiede der chemisch gleich- 


artigen Stoffe bei den einzelnen Phaseniibergangen spielen. Die sinn- — 
gemaBe Ubertragung der hier gewonnenen Erkenntnisse auf andere — 
Stoffsysteme eréffnet ein weites Betatigungsfeld fiir neue Unter- — 
suchungen iiber den EinfluB der Struktur auf den Ablauf von Ver- | 


dampfungs-, Schmelz-, Lésungs- und Umwandlungsvorgangen. 


Uberblickt man einmal] die Griinde und Tatsachen, die zur Bearbei- | 


tung des Fragenkomplexes gefiihrt haben und die auch als Kriterien 
fiir die Behandlung ahnlich gelagerter Falle dienen kénnen, so sind sie 
eigentlich auf die Beobachtung der Verst6Be gegen drei Regeln zuriick- 


zufiihren. Zunachst sollte die bei hdheren Temperaturen stabile Modi- | 


fikation die héhere Symmetrie besitzen. Hier ist es gerade der mono- 
kline Claudetit, der bei héheren Temperaturen stabil gegeniiber dem 
kubischen Arsenolith ist. Nach der Ostwaldschen Stufenregel sollte die 
bei héheren Temperaturen stabile Modifikation wegen der kleineren 
Dichte und damit wegen der kleineren spezifischen Oberflachenenergien 
die gréBere Keimbildungshaufigkeit wenigstens in der Umgebung des 
Umwandlungspunktes besitzen. Der Claudetit muB8 als die bei héheren 


Temperaturen stabile Modifikation mit der gréBeren Dichte gegen diese 
y 
Regel verstoBen. Hierbei spielt der noch hinzukommende Faktore *#? 


im Ausdruck fiir die Keimbildungshaufigkeit des Claudetits eine ent- 
scheidende Rolle. 


Eine weitere Regel von der Uniiberhitzbarkeit von Kristallen iiber 
einen Umwandlungspunkt im allgemeinen und iiber den Schmelzpunkt 
im besonderen wird in besonders klarer Weise nicht vom Arsenolith 
befolgt. Die Frage nach dem Grunde der Nichtbefolgung dieser Regeln 
wie sie, mit Ausnahme der Uberschreitung des Schmelzpunktes, recht 
haufig beobachtet werden kann, ist mit dem Hinweis zu beantworten, 
da die genannten Regeln offenbar nur dann befolgt werden, wenn bei 
den Phasentibergangen jeder Art die iiberwechselnden Bausteine keine 
Anderung ihrer Struktur erfahren. Nach der bisherigen Untersuchung 
des Systems der Arsentrioxyde kann man durchaus vermuten, daB sich 


46 TuILo, E.: Z. angew. allg. Chem. 69, 754 (1957). 
4? GUNTHER, K. F.: Diss. Technische Universitat Berlin VO 577i 
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die beobachteten Ausnahmen von den Regeln mit Anderungen im 
Molekelbau in den verschiedenen Phasen deuten lassen. 

Zum AbschluB dieser Arbeit wird noch auf die gerade beim Arsenik 
besonders gut zu beobachtende Erscheinung der Tribolumineszenz hin- 
gewiesen 4#8~54, Die Ergebnisse dieser Untersuchungen sollen in einer 
weiteren Verdffentlichung eingehend behandelt werden. 


48 STRANSKI, I. N., E. Strauss u. G. Worrr: Z. Elektrochem. 55, 633 (1951). 

49 Wo.LFF, G., G. Gross u. I. N. Stransxki: Z. Elektrochem. 56, 420 (1952), 

50 Worrr, G.: Proc. of the Intern. Sympos. on the Reactivity of Solids, 
Gothenburg, 1952. 

sl Woxrr, G., I. Sca6NEWALD u. I.N. Srransxi: Z. Kristallogr., Abt. A 106, 
146 (1954). 

52 STRANSKI, I. N., E. Strauss u. G. WoxrFF: Z. Elektrochem. 59, 341 (1955). 

53 Gross, G., I. N. STRANSKI u. G. WotrFF: Z. Elektrochem. 59, 346 (1955). 

54 SCHONEWALD, I., B. STEIN u. I. N. STRANSKI: Z. anorg. allg. Chem. 298, 
116 (1959). 
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Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Freiburg i. Br. 


Allgemein-relativistische Uberlegungen 
zur Kosmologie* 
Von 
H. HOnr und H. DEHNEN 
Mit 7 Figuren im Text 
(Eingegangen am 13. Juni 1959) 
A. Es wird das Weltalter als Funktion der Hubble-Konstanten und der kosmuschen 
Massendichte berechnet und auf Grund der neuen astronomischen Daten von 


SANDAGE sowie im Zusammenhang init der Haufigkeit der Uranisotope diskutiert. 
Als wahrscheinliche mittlere kosmische Massendichte ergibt sich etwa 5 - 10° ?9g/cm3. 


B. Es werden ,,bizentrische“ statische Loésungen der Feldgleichungen der Gravita- 
tion fiir einen geschlossenen (endlichen) Kosmos angegeben und im Zusammenhang 
damit das Machsche Prinzip an einem Beispiel (zwei rotierende Fliissigkeitskugeln) 
naher erlautert. 
A. Zur Frage des Weltalters 

1, Eine 10 Jahre zuriicklegende Untersuchung des einen Verfassers? 
hatte die zeitliche Charakteristik der kosmischen Expansion und ins- 
besondere die Frage nach dem Weltalter gemaB der allgemeinen Rela- 
tivitatstheorie zum Gegenstand. Damals kam es uns darauf an, auf den 
anscheinend vorhandenen Widerspruch zwischen dem aus der allgemeinen 
Recessivbewegung der Spiralnebel ermittelten Weltalter und den Alters- 
bestimmungen von altesten Gesteinen und Meteoriten hinzuweisen. Dieser 
Widerspruch ist seitdem durch bessere Schatzungen des Zahlenwertes 
der Hubbleschen Konstante verschwunden. Statt des damals wahr- 


scheinlichsten Wertes der Hubble-Konstante H —580- 1076 Tayeees 


parsec 

nach STEBBINS und WuHITroRT? betragt der gegenwartig angenommene 
= ae! : 

Wert nach SANDAGE®? 75 - 10-6 ee, wonach sich das Weltalter etwa 


auf das achtfache des friiher errechneten Alters erhdht. 

Man darf erwarten, daB kiinftig immer bessere Abschatzungen des 
astronomisch ermittelten Weltalters méglich sein werden, namlich in 
demselben MaBe, als auBer genaueren Angaben der Hubbleschen Kon- 
stanten auch bessere Methoden zur Abschatzung der mittleren Massen- 
dichte im Kosmos méglich sein werden. Bisher schwanken die Schatzun- 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 

Sislossie, Islog bots, Gl Plone, WII, 6, 72 (ACz0). 

® STEBBINS, J., u. A.E. WHITFORD: Astrophys. J. 108, 413 (1948). 
3 SanDaGE, A.R.: Astrophys. J. 127, 513 (1958). 
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10°77 und 107%! g/cm$) 4. Wir werden aber zeigen, daB die hiervon ganzlich 
unabhangige Schatzung des Weltalters auf Grund der Annahme, daB 
sich die chemischen Elemente mit der Urexplosion gebildet haben, zu- 
sammen mit dem neuen Wert der Hubble-Konstanten umgekehrt eine 
Schatzung der mittleren kosmischen Massendichte zula8t; hiernach 
mtiBte die mittlere Massendichte etwa 5 - 10-2° g/cm? betragen. 

Theoretisch besteht jedenfalls die Médglichkeit, bei Zugrundelegung 
der metrischen Kosmologie (EINSTEINS Feldgleichungen der Gravitation 
ohne kosmologisches Glied) und einer weiteren plausiblen Annahme 
(Homogenitatspostalat) das Weltaltey als Funktion allein der mittleren 
Massendichte und der Hubbleschen Konstanten anzugeben. Hierfiir sollen 
im folgenden die analytischen Ausdriicke zusammengestellt und disku- 
tiert werden. Dabei interessiert auBer dem Weltalter und dem mittleren 
Kriimmungsradius des Universums vor allem auch die allgemeine Cha- 
rakteristik des Universums, die Frage nach Endlichkeit oder Unendlich- 
keit der raumlichen Ausdehnung der Welt. Auch hierfiir sollen Kriterien 
bereitgestellt werden. Der oben angegebene Wert fiir die mittlere 
Massendichte fiihrt dann eindeutig zu einem endlichen geschlossenen 
Universum (naheres s. unter A.5). 

2. Den folgenden Uberlegungen sollen demnach die Einsteinschen Feld- 
gleichungen der Gravitation in ihrer urspriinglichen Form vom Jahre 1916, 
d.h. ohne Hinzufiigung des kosmologischen Gliedes, zugrunde gelegt 
werden (mit der bekannten Bedeutung der Symbole) : 


R =-—x#(T, te ale (1) 


wy uP 

Das Weglassen des kosmologischen Gliedes 4. g,, auf der linken Seite 
ist ausdriicklich eine Annahme. Sie soll hier nicht nur aus Griinden der 
Einfachheit gemacht werden, sondern vor allem deswegen, weil sich fiir 
die Hinzufiigung dieses Gliedes bisher keine stichhaltige Erklarung hat 
angeben lassen und seine Beibehaltung auch dem ,,Geist der Relativi- 
tatstheorie zu widersprechen scheint®. Setzen wir weiterhin rdumliche 
Isotropie der Massenverteilung voraus, wie es dem Homogenitatspostulat 
entspricht, was eine konstante rdumliche Kriimmung nach sich zieht (in 
Wirklichkeit nur eine mittlere konstante Kriimmung), so 1aBt sich das 
Linienelement der mit (1) vertraglichen Metriken so darstellen: 


sin? ¥ | 
dst—R(xA) (dy? +| x? | (db? +sin? Ode?) —dx® (2) 
Sin? 


q 4 Nach freundlicher brieflicher Mitteilung von Professor O. HECKMANN. 

5 Siehe hierzu A. EINSTEIN, Grundziige der Relativitatstheorie, Vieweg 1956, 
3. Aufl., insb. S. 73 und 84; ferner Hont, H.: Ann. d. Physik, VI. F., 641738 
(1949). 
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(w4=cl). Da die galaktischen Systeme des Weltraums (nach Abzug 
der kosmischen Expansion) nur geringe Eigenbewegungen aufweisen, 
wird der heutige Weltzustand durch die Zustandsgleichung ,,Druck 
p =0% jedenfalls ausreichend beschrieben. Dann geniigt R der Fried- 
mann-Lemaitreschen Differentialgleichung® (wobei R Ableitung nach 
dem Argument x* bedeutet): 


Soy Piel BysTee 
ihe ee 6) 


wobel 
é=-+41 bei positiver Raumkriimmung, 


é=0 bei verschwindender Raumkriimmung, 
€=—1 bei negativer Raumkriimmung. 
Die Integrationskonstante A bedeutet: 
A =9-R’, (4) 
wenn 0 die mittlere Massendichte im Kosmos ist. 


Bei der Anfangsbedingung Rk =0 fiir ¢=0 (x4 =0) ergeben sich dann 
als Lésungen von (3): 


a) ao are cos (1 — sa \/e(*45 —) fir e=+1, 


“A c 3 
b) «t= = eae R: firce== 0), 
3 Ac 
eee (6) 
oer S oes pes, IR 
a a es “A Cc | 3 pinched te : 

c) m= Y/R -—-+ R} —- In ———-—___, = fire =, 
S) / 6 / 2 A c2 Is 
Tey 


Jedes der drei kosmologischen Modelle hat demnach die Eigenschaft, 
zur Zeit t=O gleichsam aus einem Punkte heraus zu expandieren. Da 
speziell bei (5a) (positive Raumkriimmung) R (x4) einen Cycloidenbogen 


darstellt, so wird bei diesem Modell die Expansion zur Zeit ¢ = x Ac 


durch eine Kontraktion abgelést; die Welt hatte gemaB diesem Modell 
die endliche ,,Lebensdauer‘‘ 


To aan (6) 


2) 


Bei den beiden anderen Modellen (5b) und (5c) dauert dagegen die 
Expansion fiir />0 unbegrenzt an; fiir =O ist die Tangente an die 
Kurve A(/) auch hierbei unendlich steil. Erwahnt sei noch, daB eine 


° Vgl. HecKMANN, O.: Theorien der Kosmologie. Berlin: Springer 1942. 
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Anderung der Zustandsgleichung (statt #=0) den Lésungsverlauf von 
R(t) fiir kleme Werte von RF nicht wesentlich beeinflu8t [bei beliebiger 


Zustandsgleichung f(0)>0 kann sich das Vorzeichen von R auch fiir 
kleine R nicht andern]. 


3. Zur kosmischen Rotverschiebung iibergehend stellen wir zundchst 
fest, daB die galaktischen Systeme, verglichen mit jener, nur kleine 
Eigenbewegungen besitzen, so daB wir den Zustand des Kosmos durch 
ein Friedmann-Lemaitresches Modell approximieren k6nnen, in welchem 
ein extragalaktischer Nebel in der Position y=y,, 6=%), P=% 
(%o, Jo, Po Konstant) verharren mége. Der natiirlich gemessene, astro- 
nomische Abstand s eines solchen Nebels von einem Punkt (Mittelpunkt) 
unserer MilchstraBe sei demnach 


Sai) Gy, pee Consts (7) 


er ist somit zeitlich nicht konstant. Die Relativgeschwindigkeit des 
Systems gegen die MilchstraBe ist daher 
R ; 
eee as (8) 
Deutet man die kosmische Rotverschiebung im Sinne eines Geschwindig- 
keitseffektes und vergleicht man (8) mit dem empirisch gefundenen Ge- 
setz von HUBBLE und HumMAson v=s-c-k, so wird die Hubblesche 
Konstante (von der Dimension cm‘) 


a a (9) 
Nach dieser Deutung ist k nicht konstant, sondern, iiber kosmische 
Zeitraume verfolgt, ebenso wie die Massendichte g eine Funktion des 
Weltalters ¢. 

Da k zum gegenwartigen Zeitpunkt als empirisch bekannt angesehen 
werden kann, so ist es naheliegend, in den Friedmann-Lemaitreschen 
Differentialgleichungen (3) an Stelle von R/R gemaB (9) k zu substitu- 
ieren; man erhalt so: 


aR? = me; a a fiir positive Raumkriimmung, 
b) 0=xoc%?—}3k? fiir verschwindende Raumkriimmung, (10) 
Ct tie EE ee OT negative Raumkriimmung. 

3k2—x 0c? 


Auf Grund dieser Relationen sind wir nun in den Stand gesetzt, auch R 
in (5a) und (5c) zu eliminieren, nachdem wir in (5) A gemaB (4) durch 
o R® ersetzt haben. Wir erhalten auf diese Weise das Weltalter ¢ unmittel- 
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bar als Funktion der prinzipiell meBbaren Gréfen k und @ fiir die ver- 
schiedenen Moglichkeiten der Raumkriimmung: 


a) xoc? >3k?, positive Raumkriimmung: 


27/2 6 k2 — ( 2 2 k 
je ee CNG aaa e eels ] See Ss 
2 (2 @ c2? — 3.h?)? xOC LQ Cr—= 3 


b) xoc? = 3k?, verschwindende Raumkrimmung: 


= (11) 


3k? 


c) x00? < 3k, negative Raumkriimmung: 


3k 7 __ # Q ea \3 ~ ee | 3% op \3 ke x0 C . (4 \ c) 


7 : es —— 
3h? — x oc? 2(3k? —x 0 0?)? )3h? — )342—x@e7} 


An diese Formeln wollen wir die weitere Diskussion anschlieBen. 


. Daeaeit al O46 
Ly \ . 
S Arummung ale I = f 
easy hed = 
= 2-797 nas G53 = 
12 k——— + iS S 
\ | ~ 
E | | PG6Fe 
70 & 
8 r | -Ge7 
6 I poe 
$ + 760 
fi | | se L 
i 7 5,20 
0 Po ta dihl Lilils Lid 
79-30 70-29 10-28 10-27 10°°6 
@[gcm-5] 
Fig. 1. Ausgezogene Kurve: Weltalter ¢ als Funktion der kosmischen Massendichte o fiir den Hubble-Wert 


k =0,81-10~**cm™~', Gestrichelte Kurve: Kritische Massendichte 0, und kritisches Weltalter ¢, als Funktion 
der Hubble-Konstanten k 


4. Diskussion. Vig. 1 zeigt zunachst die Kurve ¢=t¢(0) fiir den von 
SANDAGE’ neuerdings angegebenen wahrscheinlichsten Wert fiir die 
Hubblesche Konstante, k=0,81-10-°8cm1?.* Dem Weltalter ware 


* Die beiden Kurvenadste (11a) und (11c) fiir positive und negative Raum. 
krimmung fiigen sich bei dem kritischen Wert (11b) stetig und mit stetiger 
Tangente aneinander. Dies beruht darauf, da sie nur verschiedene Zweige der 
einen analytischen Funktion 


; 1 dle jt dey : 3R2— xo 
Ben Sos a sm apeeg ys :=|/ 3H 


sind. 


7 SANDAGE, A.R.: Astrophys. J. 127, 513 (1958). Hiernach betragt der kleinste 


und der gr6Bte zulassige Wert fiir die Hubble-Konstante 50 bzw. 100-1078 aes 
parsec 
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demnach eine obere Grenze 
t, =13,1-10° Jahre (12) 


gesetzt, falls der Kosmos eine extrem kleine mittlere Massendichte be- 
sitzen sollte und die Raumkriimmung dementsprechend negativ ware. 
Bei Beschrankung auf positive Raumkriimmung betragt die obere Grenze 
nur 

to = 8,7- 10° Jahre (13) 


(sie wird exakt bei verschwindender Raumkriimmung erreicht). Diese 
Grenze steht nicht mehr im Widerspruch zu den Altersbestimmungen von 
altesten Gesteinen und Meteoriten nach der radioaktiven Methode. 
Andererseits ist es wiinschenswert, zu jedem Wert der Hubble-Kon- 
stante k die kritische Massendichte 0) bzw. auch den zugehorigen kriti- 
schen Wert fiir ¢, zu kennen, fiir welchen bei abnehmender Massendichte 
die positive Raumkriimmung in die negative umschlagt. o, folgt un- 
mittelbar aus (10b) fiir den Fall verschwindender Raumkriimmung: 


S25 
CO ae (14) 
und betragt fiir den von SANDAGE angegebenen Wert: 
On = 1,00 -10-* ecm. (14a) 


Die kritischen Werte tz und 0, bei Variation von k sind ebenfalls in Fig. 4 
(gestrichelt) dargestellt. 

Leider sind die Angaben iiber die mittlere kosmische Massendichte 
noch zu ungenau — sie schwanken zwischen 10°27 und 10*! g/cm’ —, als 
daB sich aus ihnen gegenwartig schon begriindete Schatzungen des Welt- 
alters entnehmen lieBen. Bei diesen Schatzungen wird aber der kritischen 
Massendichte gy jedenfalls eine prinzipiell wichtige Rolle zufallen miissen. 
Denn unter allgemeinen kosmologischen Gesichtspunkten (Machsches 
Prinzip!) diirfte ein geschlossener endlicher Kosmos mit positiver Raum- 
kriimmung jedenfalls wahrscheinlicher sein als ein wnendlich ausgedehnter 
Kosmos mit negativer Raumkriimmung — ganz abgesehen davon, dab 
fiir den letzteren das Homogenitatspostulat kaum aufrecht erhalten 
werden kénnte. Es scheint uns jedoch wichtig, darauf hinzuweisen, daB 
ganz unabhangig von irgendwelchen kosmologischen Spekulationen die 
Frage nach Endlichkeit oder Unendlichkeit der Welt wenigstens im Prin- 
zip schon auf Grund empirischer astronomischer Daten entschieden 
werden kann. 

§. Eine von der kosmischen Rotverschiebung ganz unabhangige 
Methode der Schatzung des Weltalters beruht bekanntlich auf den 
RegelmaBigkeiten der Isotopenzusammensetzung der chemischen Ele- 
mente. Eine zuerst von WEFELMEYER angestellte Uberlegung, wonach 
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bei der Entstehung der Elemente die beiden Uranisotope 238 und 235 
(welche gegenwartig zu 99,3% und 0,7% vorhanden sind) 7m gleichen 
Mengen gebildet worden sind, ergibt unter Beriicksichtigung ihrer sehr 
verschiedenen Zerfallswahrscheinlichkeiten fiir die Zeitspanne seit ihrer 
Entstehung und damit fiir das Weltalter etwa 6 Milliarden Jahre. Da 
es sehr unwahrscheinlich ist, daB das instabilere U 235 urspriinglich 
haufiger gewesen ist als das stabilere U 238, so diirfte diese Schatzung 
die Feststellung der oberen Grenze fiir das Weltalter bedeuten*. Bei 
der heutigen relativ groBen Sicherheit in der astronomischen Angabe 
des Zahlenwertes der Hubble-Konstante scheint es daher naheliegend, 
umgekehrt aus dem Alter des 
Urans auf die mittlere kos- 
mische Massendichte zu schlte- 
Ben. Diese ergibt sich dann 
| auf Grund unserer Fig. 1 zu 
| | Bike 7 etwa 9 =5 - 10-29 g/cm’. 
Go 4 GES OBES bE act 77 Lediglich zur Illustration 
?1w°3)_ des Vorangehenden sei hier 
Big. 2: Kriimmungsradius als aes der Zeit ¢ fiir noch R (t) fiir den Wert der 
den Hubble-Wert k =0,81 - 10-?8 cm™! und eine angenom- 
mene kosmische Massendichte 9 = 5 - 10-?* g- cm™? Hubble-Konstante k = 0,81 ; 
10°*8 cm nach SANDAGE und 
fiir die plausible Massendichte 9 = 5 - 107?® gcm™3, welche jedenfalls 
erheblich oberhalb des kritischen Wertes (14a) hegt, in Fig. 2 dargestellt. 
Der Raum hat dann positive Kriimmung und R(é) stellt eine Cycloide 
dar. Die ,,Lebensdauer‘‘ des Kosmos ist demnach endlich und betragt 
27-10° Jahre. Aus dem bekannten Werte der Hubble-Konstanten und 
dem angenommenen Werte von @ lieBe sich entnehmen, daB der gegen- 
wartige Kriimmungsradius Rk etwa 6,4 - 10° Lichtjahre betragt und die 
Entwicklung des Kosmos etwa vor 5,8- 10° Jahren ihren Anfang ge- 
nommen hat. 


so 


R [7091.9] 
Sapo 


B. Bizentrische statische Lésungen der Feldgleichungen 
mit kosmologischem Glied 


I. Im folgenden sollen statische Lésungen der Feldgleichungen der 
Gravitation mit kosmologischem Glied von neuartigem Charakter ent- 
wickelt werden. Die Mitnahme des kosmologischen Gliedes ist hierbei 


* Siehe z.B. F.A. Panetu, Beitrage der Isotopenforschung zur Chronologie 
der Welt, Sartryck ur Svensk Kemisk Tidskrift nr CBE QS MOS Die obige 
Uberlegung setzt allerdings voraus, da®B sich die ,,Zerfallskonstanten‘‘ der Uran- 
isotope in kosmischen Zeitraumen nicht geandert haben. Die Annahme einer der- 
artigen Veranderlichkeit scheint aber deswegen wenig sinnvoll, da ja die ,,Metrik* 
der allgemeinen Relativitatstheorie die Existenz unveranderlicher MaBstibe und 
Uhren voraussetzen muB, wenn ihre Aussagen uberhaupt verifizierbar sein sollen. 
Derartige MaBstabe und Normaluhren kénnen aber nur dem Bereich des Atomaren 
entnommen werden. 
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notwendig, weil nur dann raéumlich geschlossene statische Lésungen még- 
lich sind. Der Weg zu diesen Lésungen lat sich folgendermaBen be- 
schreiben : 

Man gehe aus von dem statischen (labilen) Einstcin-Kosmos mit 
konstanter Dichte 9 und verschwindendem Druck (6=0). Wie von 
LAvE ® bemerkt hat, 1aBt sich im Einstein-Kosmos ein begrenzter kugel- 
f6rmiger Bereich zu einem ,,Stern‘“‘ konstanter Dichte konzentrisch 7 Kone 
densieren‘‘ (Fig. 3). Genauer besagt dies: Die Lésung der Feldgleichungen 
laBt sich aus drei Teillésungen zusammensetzen, namlich 

a) aus der Schwarzschildschen 
Lésung fiir die Kugel inkompressibler 
Fliissigkeit (Stern), unter Beriicksich- 
tigung des kosmologischen Gliedes 
(Bereich I) ; 

b) aus der Weyl-Trefftzschen 
Vakuumldsung fiir das durch die 
Kondensation entstandene Vakuum 


(Bereich II) ; 


Cc) aus der Losung fiir den unver- Fig. 3. ,,Stern‘‘ im Einstein-Kosmos: Bereich J 
ee : 6 5 a kondensierte Materie, 77 Vakuum, 
anderten Teil des Einstein-Kosmos III unverdnderter Einstein-Kosmos 


(Bereich III). 

Diese Teill6sungen sind durch Anschlu&Bbedingungen (Stetigkeit der 
g,, und ihrer ersten Ableitungen, s. unten) zu einer einheitlichen Lésung 
zusammenzufiigen, wobei in allen drei Teill6sungen natiirlich Feld- 
gleichungen mit derselben kosmologischen Konstanten zugrunde liegen. 

Da wir spezielle bizentrische Losungen der Feldgleichungen suchen, 
ist es naheliegend, aus dem urspriinglichen sphdrischen Einstein-Kosmos 
um zwet gegeniiberliegende Pole kugelf6rmige Bereiche gleicher GréBe 
abzugrenzen und den oben genannten KondensationsprozeB in symmetr1- 
schey Weise durchzufithren (Fig. 4). Es ware daraufhin verlockend zu 
versuchen, die gesamte Materie des Einstein-Kosmos in die beiden Pol- 
massen zu kondensieren; auf diese Weise entstiinde eine Materievertei- 
lung in einem geschlossenen Raume, wobei die gesamte Materie zu glei- 
chen Teilen in zwei Massenansammlungen an gegeniiberliegenden Polen 
konzentriert ware. Wie die nahere mathematische Untersuchung zeigt, 
1aBt sich dieser ProzeB jedoch nicht durchfiihren. Dagegen gelingt es, 
die gesamte Materie in der beschriebenen Weise in zwei ,,Polsterne™ zu 
vereinigen, falls man zwvoy aus dem Einstein-Kosmos einen aquatorialen 
Materiestreifen entfernt hat. Durch diesen Proze8 entsteht ein ¢nstabiler 
Zustand, so daB sich die Materie von selbst in zwei ,,Polsterne™ zusam- 
menzieht. Das Ergebnis ist eine Lésung der Feldgleichungen, bei welcher 
; 8 Laue, M.v.: Die Relativitatstheorie, 4. Aufl., Bd. 2, Wissenschaft Bd. 68, 
S. 162, § 49, Absatz c. 
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die Materie in der in Fig. 5 angedeuteten Weise verteilt ist und der Druck p 
unter der Einwirkung der Gravitation innerhalb der beiden Polmassen 
vom Rande her (p =0) zum Mittelpunkt jeweils monoton anwachst. 
Die als ,,Sterne‘‘ bezeichneten Gebilde sind gemaB der Konstruktion 
der Lésungen (Benutzung der Schwarzschildschen Lésung) als inkom- 
pressible Fliissigkeitsmassen vorausgesetzt worden. Daher ist eine An- 
wendung der Lésungen auf Ansammlungen von isolierten (realen) 
Sternen oder galaktischen Systemen nicht ohne weiteres méglich; bei 
derartigen Systemen werden im allgemeinen ,,Gravitationskrafte” wirk- 
sam sein, welche die Massen gegen das Gravitationszentrum zu treiben 


bererch I 
He PLL, 
u LT 
Pe wee 
jp hk! 
Fig. 4. ,,Sterne‘’ um zwei gegentiberliegende Pole Fig. 5. Konzentration der Materie um zwei gegen- 
im Einstein-Kosmos liberliegende Pole 


versuchen. Erst in dem Zustand, bei welchem molekulare Krafte der 
Gravitation so entgegenwirken, daB praktisch der Zustand der idealen 
Flissigkeit erreicht wird, gewinnen die gegebenen Lésungen reale physi- 
kalische Bedeutung. Eine andere Méglichkeit der Realisierung besteht 
darin, daB die Materieverteilung in innere Rotation versetzt wird (analog 
den Planetensystemen oder den Spiralnebeln). Im letzten Abschnitt 
werden wir insbesondere auf die ,,starre’ Rotation von zwei Fliissig- 
keitskugeln hinweisen, um an diesem Beispiel das Machsche Prinzip zu 
erlautern. 

2. Der bisher nur qualitativ beschriebene Weg soll nunmehr mathe- 
matisch prazsiert werden. Als Grundlage benutzen wir die durch das 
kosmologische Glied erweiterten Feldgleichungen 


Te ip A eyy t= oes (1) 


a) Das durch das A-Glied erweiterte Schwarzschildsche Linienelement 
fiir eine inkompressible Flissigkeitskugel der Dichte @ lautet: 


dy” D) 92 fet) I reeey 2 
ds? = "4 (dd? + sin? dg?) — (4 SR ee . Jax (2) 
oR 
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(Ry bedeutet den konstanten réumlichen Kritmmungsradius innerhalb 
der Fliissigkeitskugel; A und B Integrationskonstanten; A =0 fordert 
notwendig @ =0 und #=0.) Der Druck # in der Fliissigkeit ist gegeben 
durch 


oR 
R? (4 —a|/:- aa 


/ ; 2 
A (A R%— 1) + B(3 —2R2) \: Se 
0 


i 


2 2 
R(A—B|/1— 
| |): a) 


er verschwindet auf einer Kugelflache mit dem ,,Radius‘‘ 
(1 —AR2)A 

Aetna] CaS ey (4) 
welche somit die Fliissigkeitsoberflache darstellt. Der Druck # muB 
naturgemaB von der Oberflache der Kugel zum Mittelpunkt monoton 
zunehmen. Da, wie wir sehen werden, AR} <1 ist, ist diese Forderung 
nach (3) erfillt, falls die beiden Integrationskonstanten A und B der 
Ungleichung geniigen: 


y Ze — ARS > 
BA = AR? ern (5) 
b) Fur einen an die Oberflache der Fliissigkeitskugel unmittelbar 
anschlieBenden Bereich r>7, gilt die Weyl-Trefftzsche Vakuum-Metrik: 
ee Beppe uated Ge) td oe te 2 
ds? =-__—* a (di? + sin? g?) — (1 a jax , (6) 


3 if 


8uy 
; ] den 


worin M ="? (y Newtonsche Gravitationskonstante, * = 
(os 

Gravitationsradius der gesamten zentralen Masse m bedeutet. Nach 

Vorgabe von Dichte 9 und Gesamtmasse m der Fliissigkeitskugel werden 

durch die Stetigkeitsbedingungen des g,,,-Feldes fiir y=7, die Konstan- 

ten v,, A und B festgelegt; man findet® 


SY 
— 


Ma *ee A=+(3—AR}) |/1— 3 Bees (te dR) A 


9 In Ubereinstimmung mit M. v. Lave, Die Relativitatstheorie, Bd. 2, Wissen- 
schaft Bd. 68, 4. Aufl., S. 152. — Die Formeln (46.16) und (46.17) miissen j edoch 


heiBen: 
wees 3 =( 3m C2 \4 
— i aa cal ZW. = a 5 


wobei in unserer Bezeichnung Rk = R, und W?= gc?. 
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Ersichtlich bleibt von (5) wegen 7,<R, als wesentliche Bedingung nur 


B<A_ (A>0) (5a) 
iibrig. 

c) Zum Einstein-Kosmos tibergehend zeigen wir zunachst, daB sich 
dieser als ein Sonderfall der Metrik (2) fiir die Fliissigkeitskugel kon- 
stanter Dichte 9 auffassen laBt. Die zusatzliche Forderung ist hier # =0 
fiir alle v. Da im Einstein-Kosmos die Dichte o>0 ist, folgt aus (3) und 
A>0O unmittelbar*: 

jee Bis (8) 


dst = 8" _ + Pd? + sin? dg?) — AP dx. (9) 
(8) und (9) stellen in bekannter Weise die Metrik des geschlossenen Ein- 
steinschen Kugelraumes dar. Grenzbedingungen sind hierbei tiber- 
fliissig geworden, da sie durch das Homogenitatspostulat 9 =const und 
p =O ersetzt sind. Offensichtlich ist # =const nur in einem geschlossenen 
Kosmos moglich. 

3. Wir denken uns aus dem Einstein-Kosmos eine Kugel vom 
Radius 7=7,(<,) herausgeschnitten; die in dieser Kugel enthaltene 
Masse werde daraufhin in einen ,,Stern“ vom Radius 7, und der zugehGri- 
gen Dichte o* kondensiert (s. Fig. 3) **. Zunachst fordert die Erfiillung 
der Grenzbedingungen bei 7 =r, (Grenze zwischen den Gebieten II und 
III), vgl. (6) und (9): 

AP a4) — Jaen Mea Ae. (10) 


Damit wird die Metrik im Vakuum 7,<7<7, (Gebiet II): 


Aw a” , L 2 (di + sin? d dq?) ee 
ay 24 285) 
(Oa) 
pe! er 2 2A aw 
i 5 a ale |p ar : 


* Lassen wir A =O zu, was g=0 und p=0 zur Folge hat, so ergibt sich das 
Linienelement des de Sitter-Kosmos. Aus (3) ergibt sich dann 72 = 3/R2 und B+ 0. 
Das Linienelement nimmt die Gestalt an 

ads? = — ste + 72(d 9 + sin? Od gy?) — B? Laas 
ais ee (1 — = drt) ax 
welches sich durch eine andere Zerlegung des Raum-Zeit-Kontinuums in die nicht- 
statischen Formen tiberfiihren laBt. Siehe z.B. P. Jorpan, Schwerkraft und Welt- 
all, 2. Aufl., S. 122ff. (Die Wissenschaft, Bd. 107.) Vieweg 1955. 

*x Die auf den ,,Stern‘ bezogenen Gr6éBen werden im folgenden ausdriicklich 

durch einen Stern gekennzeichnet. 
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' Nach Vorgabe der Dichte o* ergibt sich der Radius 7, aus der Gleich- 


setzung des Gravitationsradius M gemaB (10) und (7) und der Kriim- 
mungsradius Ry des Gebietes I wegen (2): 

Pics Le ays PPR? 3 

1 i a Me (11) 
Damit ergibt sich endlich fiir den Bereich des ,,Sternes‘’ 0Xr<r, 
(Gebiet I) mit Riicksicht auf (7): 


foo — ee +72 (d92 + sin?) dg?) — 


4—- — 
Bog (2a) 
aie 2Ro’) (oe C= Re 2) |/4— al gr 

Ree ss io] Oe 


Auf den Grenzen 7, (I/II) und 7, (II/III) stimmen demgemaB die Gravi- 
tationspotentiale g,, der angrenzenden Metriken iiberein. Dasselbe gilt 
auch fiir fast alle ersten Ableitungen der g,,. Nur die Ableitung von g,, 
nach 7 ist nach den angegebenen Formeln fiir das Linienelement unstetig. 
Diese Unstetigkeit ist jedoch bei Einfithrung des , ,natiirlich gemessenen‘‘ 


_ Abstandes vom Pol (Sternmittelpunkt) an Stelle von 7 behebbar und 


somit physikalisch bedeutungslos!™: 1. 

Damit der Druck im Gebiet I — man erhalt ihn explizite aus (3) durch 
Ersetzen von A und 6 gemaB (7) — einen physikalisch sinnvollen 
Verlauf hat, mu8 nach (5a) eine Ungleichung bestehen, welche nur noch 
von g, 7, und 7, abhangen kann. Man erhalt sie, indem man in (5a) A und 


_ B gemaB (7) einsetzt und ferner die Relationen (11) und (8) beriicksich- 


tigt : 
$x ocr <(4n—A) ry. (12) 


Hierdurch ist dem Sternradius 7, bei Vorgabe von 7, (bzw. Vorgabe der 
Sternmasse) eine unterve Grenze bzw. der Sterndichte 0* eine obere Grenze 
gesetzt. In Fig. 6 ist der Verlauf der Kondensationsgrenze 7; als Funk- 
tion von 7, fiir eine geeignet angenommene Massendichte @ dargestellt. 
Aus der Ungleichung (12) laBt sich leicht ablesen, daB mit 7,>RK, 
auch 7,+R, strebt. Eine Kondensation wird in diesem Grenzfall tiber- 


haupt unméglich. 
SchlieBlich stellen wir die Ausdriicke fiir das Linienelement nochmals 


zusammen, indem wir 
y = Rosin (13) 


10 L[IcHNEROWICcz, A.: Théories relativistes de la gravitation et de 1’électro- 


magnetisme. Paris 1955. 
11 JorDAN, P.: Research on the Theory of General Relativity, S. 14 (unver- 


6ffentlicht). 
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substituieren und 4 durch 1/R? ersetzen. Man erhalt auf diese Weise: 
Gebiei] (J otem ) 0 s7 = y7- 
is he | tee re = + sin? y (a6? + sin? d aya} = 


ls—| sin 7) 


* 2 ive Wp, ais 2 (14) 
40-89) | sea 


1 
i} 
L 


Ky 


: 


| 1 “ 
7-78 10°8 m8 10-8 We 70” [LI] 
Fig. 6. Kondensationsgrenze 7, als Funktion von 7, bei einer angenommenen kosmischen Massendichte 
o=3,5:10-** g- cm’ (Kriimmungsradius des Einstein- Kosmos 5,9 Milliarden Lichtjahre) 


T 
= 
> 


7028 


Kondensationsgrenze 


SS 
& & 


= 
s 
8 


Gebiet II (Vakuum), y¥,;<y<y_ (<a/2): 


ds? = R? IE SHE __ + sin y (46? + sin? 9. dq?) — 
| 1 (si - 2 sin” ¥>5 
Lis a cy 

3) \\ 


(45) 
bro Bie 2 sin® ¥, \| rE 
os {' e (sin? eae *) a. 


Gebiet III (Einstein-Kosmos), 7.<yS2: 
ds* = Ro (dz? + sin? y (dd? + sin? 0 dq)} — cos? y,d x4". (16) 


4. Wir legen nunmehr den letzten Teil des oben beschriebenen Weges 
zurtick, indem wir die Kondensation der Materie im Einstein-Kosmos 
in symmetrischer Weise um die Pole y =0 und y =z vornehmen. Wir 
erhalten so das folgende bipolare kosmologische ,,Modell‘‘ (Fig. 4): 


Gebiet I: OS y<y, Metrik (44) 
Gebiet II: y¥,<y¥<42(<2/2) Metrik (45) 
Gebiet III: y.<y<a—vy, Metrik (16) (17) 


Gebiet Il’: a—y.<y¥<m—y, Metrik (15) 
Gebietes ay, <4 Metrik (44). 
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Unser weiteres Ziel ist, ein statisches , Modell zu erhalten, bei 
welchem die gesamte kosmische Materie nur um die Pole x¥=0 und 
% = konzentriert ist, im iibrigen aber Vakwwm vorhanden ist. Es schiene 
zunachst naheliegend, in (17) yz > 2/2 wandern zu lassen. Nach Obigem 
ist dieser Grenziibergang aber nicht méglich, da dann gleichzeitig 


— %s1->2/2 strebt, mithin gar kein Vakuum entstehen kann. Ein einfacher 


Weg, das gewiinschte Ziel zu erreichen, besteht aber darin, daB man die 
Materie aus dem Gebiet III in (17) vollstandig entfernt. Der urspriing- 
lichen radialen Koordinate 7 ist dann aber nicht mehr Ry als obere 
Grenze gesetzt, sondern die sich nach (6a) aus der Ungleichung 


i >0 (18) 


1 
oR 
ergebende obere Grenze S, >R,. Die Substitution 

So sin ¥ (19) 


[statt (13)] ergibt dann bei Beachtung von 4=1/Rj die bipolare 
Losung: 


Polsterne: 0S y<y, und m—y,<ySn. 
ds? = S? EOE NE rae gga snag) = 


1 ( So in y |? 
eZee 
Re z) 


— Hb) 


So an ; 
ap Sina) 


Ro?’ Y oY, a 2 A? 20 
-sin dx 20) 
(! Re \)1 re Pp x) ( 
Vakuum: y4,.<y4<a—%. 
2 y? : 92 1 2 
a — So : ee — + sin? y (40? + sin? 3d py?) }— 
{te [sin’ z eee. 
3 a sin y 
2 i 
THe. Ay So [sin’ ae) ax*. 
fe Bh lke, : x zs sin ¥ J 


In der Grenze ¥,—>0 geht dieses Kosmosmodell (wie zu erwarten) in die 


_materiefreie statische de Sitter-Welt tiber [vgl. Anmerkung zu For- 


mel (8) |. 
5. Zusammenhang mit dem Machschen Prinzip. Die vorstehende 
Konstruktion bipolarer Lésungen der Feldgleichungen der Gravitation 


~hangt nun unmittelbar mit eimem Gedankenexperiment zusammen, das 


A. EINSTEIN zur Erlauterung des sog. Machschen Prinzips herangezogen 
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hat. Dies ist auch der eigentliche Grund, weswegen wir den Nachweis 
der Existenz solcher Lésungen angestrebt haben. 

Bei Erédrterung der Griinde, welche eine Erweiterung des ,,speziellen™ | 
Relativitatsprinzips nahelegen, weist EINSTEIN in seiner abschlieBenden 
Arbeit iiber die Grundlagen der allgemeinen Relativitatstheorie von 1916 
auBer auf den Gesichtspunkt der Kovarianz der die allgemeinen Natur- 
gesetze ausdriickenden Gleichungen auf das Machsche Prinzip hin”. Be- 
kanntlich gibt die Newtonsche Mechanik auf die Frage, warum auf ein 
bestimmtes Bezugssystem JX, die Grundgleichungen der Newtonschen 
Mechanik Anwendung finden, auf ein relativ zu K, rotierendes (allge- 
mein beschleunigtes) Bezugssystem A, dagegen nicht, keine theoretisch 
befriedigende Antwort. Sie zeichnet lediglich Bezugssysteme von der 
Art K, vor anderen als ,,berechtigte‘‘ Bezugssysteme aus. Der physi- 
kalische Grund fiir die Auszeichnung eines solchen Systems K, gegeniiber 
einem System K, wird aber nicht in beobachtbaren Tatsachen, sondern 
in einer bloB fingierten Ursache, dem ,,absoluten“ Galilei-Newtonschen 
Raume, gesucht, in bezug auf den sich A, in Ruhe befindet. Letzten 
Endes ist diese ,,Erklarung“ eine Tautologie. Dieselbe Lage treffen wir 
im Prinzip auch in der speziellen Relativitatstheorie an, wobei jetzt der 
Minkowski-Raum die Rolle des absoluten Newtonschen Raumes iiber- | 
nommen hat. | 


Diese Situation der klassischen (bzw. speziell-relativistischen) Mecha- | 
nik wird von EINSTEIN durch das folgende Beispiel verdeutlicht. Zwei 
fliissige Massen S, und S, von gleicher GréBe und Beschaffenheit sollen 
frei im Raume in so groBer Entfernung voneinander (und von allen iibri- 
gen Massen) schweben, daB nur diejenigen Gravitationskrafte beriick- 
sichtigt werden miissen, welche die Teile eines dieser K6rper aufeinander 
austiben. Die Entfernung der Kérper voneinander sei unveradnderlich, 
relative Bewegungen der Teile eines der Kérper gegeneinander sollen 
nicht auftreten. Aber jede der Massen soll um die Verbindungslinie 
ihrer Mittelpunkte mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ,,rotieren‘’ — 
beurteilt je von einem relativ zur anderen Masse ruhenden Beobachter. 
Nun zeigt sich, daB die Gestalt von S, eine Kugel, von S, ein Rotations- 
ellipsoid ist (durch Ausmessung mit relativ zu den Kérpern ruhenden 
MaBstaben). Die Newtonsche Mechanik erklart diesen Unterschied 
durch das Auftreten von Zentrifugalkraften relativ zu S, und schlieBt, 
daB ein mit S, starr verbundenes Koordinatensystem ein ,,berech- 
tigtes’’ Bezugssystem ist, nicht dagegen ein relativ zu S, ruhendes Koordi- 
natensystem. Die Zentrifugalkrafte selbst erscheinen in der Newton- 
schen Mechanik als ein Attribut der ,,absoluten‘‘ Rotation von S,, finden 
aber keinen zureichenden Grund in einer beobachtbaren Tatsache. 


12 KINSTEIN, A.: Ann. d. Phys. (1916). 
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EINSTEIN fordert demgegeniiber — sich hierin eng an Macus Kritik 
der Newtonschen Mechanik anschlieBend —, daB die allgemeinen Be- 
wegungsgesetze von solcher Art sein miissen, daB das mechanische Ver- 
halten irgendwelcher Massen durch ,,ferne Massen‘‘ (etwa den Fixstern- 
himmel) mitbedingt sein muB, welche die Newtonsche Mechanik nicht 
zum betrachteten System hinzugerechnet hatte. Diese fernen Massen und 
ihre Relativbewegung gegen das betrachtete Kérpersystem waren dann 
als ,,prinzipiell beobachtbare Ursachen‘ fiir das Verhalten des K6rper- 
systems anzusehen; sie tibernehmen also die Rolle der bloB fingier- 
ten Ursache des absoluten Raumes (Machsches Prinzip). Von allen 
denkbaren, relativ zueinander bewegten Be- 
zugssystemen soll a priori keines als bevor- 
zugt angesehen werden, wenn der dargelegte 
erkenntnistheoretische Mangel nicht wieder 
aufleben soll (EINSTEIN). 

Freilich hat die Entwicklung der allge- 
meinen Relativitatstheorie gezeigt, daB der 
Einsteinschen Forderung nicht ohne weiteres 
entsprochen werden kann. Dies hangt eng _ eee 
mit dem Umstand zusammen, daB die L6- Bea ka in eneare ey 
sungen der allgemein kovarianten Feldglei- punkte verbindende, in sich 

: 7 5 : A geschlossene Achse 

chungen der Gravitation im allgemeinen nicht 

ohne Vorgabe von Grenzbedingungen 1m Unendlichen eindeutige und 
physikalisch sinnvolle Loésungen besitzen. Fordert man (wie tiblich) 
als Grenzbedingung, daB im raumlich Unendlichen das metrische Feld 
asymptotisch in die Minkowskische Metrik der speziellen Relativitats- 
theorie tibergeht, so wird damit implizite doch wieder der ,,absolute“ 
Raum eingefiihrt. Man kann daher nur dann hoffen, Losungen der Feld- 
gleichungen zu erhalten, welche in dem erérterten Sinne dem Machschen 
Prinzip geniige tun, falls man auf Grenzbedingungen im raumlich Un- 
endlichen ganzlich verzichtet, d.h. wenn man den Raum von vornherein 
als endlich und in sich geschlossen auffaBt. 

Die im vorangehenden Abschnitt erérterte bipolare Lésung der Feld- 
gleichungen legt es nun nahe, das Einsteinsche Gedankenexperiment 
in folgender Weise zu modifizieren. Man lasse die beiden anfanglich 
zentralsymmetrischen Polmassen um eine ihre Mittelpunkte verbindende 
(in sich geschlossene) Geodatische langsam rotieren, so daf eine Rela- 
tivbewegung der Polmassen gegeneinander vorhanden ist (Fig. 7). Ob- 
wohl die diesem Bewegungszustande entsprechende kosmologische L6- 
sung der Feldgleichungen einstweilen nicht bekannt ist, laBt sich doch 
voraussehen, daB diese mit dem Machschen Prinzip in vollem Einklang 
stehen wird. Man wird namlich schon aus Symmetriegriinden erwarten, 
daB (bis auf Aquivalenzen) nur eine solche Lésung existiert, bei welcher 

Z. Physik. Bd. 156 a7 
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allein die Relativbewegung der Massen gegeneinander einen definierten 
Sinn hat. Die infolge der Relativbewegung auftretenden Zentri- 
fugalkrafte werden sich in symmetrischer Weise auf die beiden Massen 
derart verteilen miissen, daB diese die Gestalten kongruenter Rotations- 
ellipsoide annehmen. Daher kann der oben erwahnte erkenntnistheore- 
tische Einwand jetzt nicht mehr erhoben werden. Jede der beiden Massen 
bildet gewissermaBen den ,,fernen Massenhorizont‘ fiir die andere 
Masse und bestimmt damit den _ ,,TragheitskompaB (WEYL) von 
Probekérpern und Lichtstrahlen. Dem Vakuum kommt in diesem Bei- 
spiel nur die vermittelnde Rolle zu, Gravitationswirkungen von einer 
Masse auf die andere zu iibertragen, ohne andererseits eine selbstandige 
tibermachtige Wirkung (wie beim absoluten Raume) auszuiiben. 

Untersuchungen, welche diese Schliisse weiter erharten sollen, sind 
im Gange. 


Zeitschrift fiir Physik 156, 399—410 (1959) 
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Beobachtung von nahezu fehlerfreien Metallkristallen 
und von Punktdefekten im Feldionenmikroskop* 


Von 
ERWIN W. MULLER 
Mit 8 Figuren im Text 


(Eingegangen am 6. Juli 1959) 


Die Vollkommenheit der Oberflache der im Tieftemperatur-Feldionenmikroskop 
feldverdampften Metallkristalle hangt nur von der Vollkommenheit und Reinheit 
des Kristallinnern ab. Damit eine Flache mit einem hohen Miller Index h/ ausge- 
bildet werden kann, mu die Konzentration von storenden Verunreinigungen kleiner 
als h~* sein. Feldverdampfte Kristalle von hochreinem Pt und W sowie von ge- 
wohnlichem Re, Pd und Ni werden gezeigt. Statistisch verteilte Flecke im Bild 
eines Rhodiumkristalles werden als Sauerstoffatome in Zwischengitterplatzen ge- 
deutet. In Platin werden durch Gliithen und Abschrecken Gitterleerstellen erzeugt 
und einzeln sichtbar gemacht. Aus ihrer direkt beobachtbaren Konzentration und 
der Abschrecktemperatur ergibt sich eine Bildungsenergie von 1,15 eV. 


Ein hoher Grad von Vollkommenheit einer Kristalloberflache kann 
durch Feldverdampfung der feinen Metallspitze im Feldionenmikroskop! 
erreicht werden. Durch vorsichtiges Entfernen von Oberflachenschichten 
kann das Innere des Spitzenkristalles bloBgelegt werden, und da das 
starke Feld die Annaherung und Adsorption von Verunreinigungsmole- 
kiilen mit einer Ionisierungsspannung kleiner als der des Heliums ver- 
hindert, wird die Vollkommenheit der Oberflache nur durch die Voll- 
kommenheit und Reinheit des Kristallinnern bestimmt. 

Die zur Entfernung von Oberflachenatomen in der Form von Ionen 
ndtige Feldstarke kann berechnet werden, indem man die Erniedrigung 
der aus 4uBerem Feld und Bildkraft bedingten Potentialschwelle gleich 
der Bindungsenergie (A+V,—@) setzt? (unter Vernachlassigung von 
Polarisationsbeitragen). Bei tiefer Temperatur ergibt sich 


4 r 1 
F=—(A+V,— ©). 


Wegen der Abhangigkeit von der Austrittsarbeit ist die dynamische 
Feldverdampfungsendform nur angendahert eine halbkugelige Kalotte auf 
dem Spitzenkegel. Genauer betrachtet andert sich der lokale Krtim- 


* Max von LAvE zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
1 MULteER, E. W.: Z. Naturforsch. 11a, 88 (1956). — J. Appl. Phys. 28, 1 (1957). 
2 MuLier, E. W.: Phys. Rev. 102, 618 (1956). 
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mungsradius im gleichen Sinne wie die Austrittsarbeit der betreffenden 
Kristallflache und ihrer Vizinalen®. Da die Austrittsarbeiten verschie- 
dener Kristallflachen sich um Betrage bis zu 1,5 eV unterscheiden, 
kénnen die sich wahrend der Feldverdampfung einstellenden lokalen 
Kriimmungsradien selbst in der Nahe des Spitzenscheitels um einen 


Faktor 2 bis 3 variieren. Der in Fig. 1 wiedergegebene Platinkristall 
hat z. B. in der Umgebung der zentralen 001-Flache bis zur 115-Flache 
einen Kriimmungsradius von 1850 A, wahrend der lokale Radius in der 
Nahe von 012 nur 800 A betragt. 

Die im Feldionenmikroskop praktisch gebrauchten Spitzen haben 
mittlere Radien zwischen 100 und 3000 A. Feinere Spitzen haben einen 
zu geringen Bildinhalt, und wesentlich grébere wiirden mehr als 30000 V 


3 MULLER, E. W.: Acta metallurg. 6, 620 (1958). 


Fehlerfreie Metallkristalle und Punktdefekte im Feldionenmikroskop 401 


zur Erzeugung der fiir die Ionisation des Helium notigen 400 bis 500 MV/cm 
verlangen, was in der gasgefiillten Réhre einige Schwierigkeiten 
bereitet. Mit diesen Spitzenradien liegt das Gesichtsfeld des Feldionen- 
mikroskops zwischen 3 - 1072 und 3-10-®cm2. Die Versetzungsdichte 
in ausgeglithten Metallen ist meist so gering, daB nur selten eine Ver- 
setzung in dem kleinen Gesichtsfeld zu erwarten ist. Auf dem Platin- 
kristall in Fig. 1 konnte z. B. nur eine Versetzung gefunden werden. 
Sonst ist die Kristalloberflache mit 

ihren etwa 1000 einzeln erkennbaren 7) 
und indizierbaren Kristallflachen wirk- a 
lich vollkommen. Flachen mit hohen 

Indizierungen wie (1, 1, 11), (7, 2,9) 


oder (3, 1,19) treten auf. 2000 


3000 \- 


Das Erscheinen einer hohen Indi- 
zierung verlangt geometrisch einen 
geniigend groBen Kriimmungsradius 7% 
der Kristallkugel oder genauer des 
Polyeders. Fiir die zwei wichtigsten 
Zonen des flachenzentrierten kubischen 
Gitters sind die fiir das Auftreten 
einer einfachen Gitterstufe ndtigen 
Radien in Fig. 2 dargestellt. Praktisch 


. 5 . : a 
ist der minimale Radius = he. 


Ob die geometrisch méglichen hoch 
indizierten Flachen bei einer gegebenen 
pe7emwitcicheauitreten, hanet yon #2: Mindestradius des Kristallpolyeders, 

y f Z der zum Erscheinen einer Flache (201) oder 
der Stetigkeit der lokalen Bedingungen (411) beim kubisch flachenzentrierten Gitter 
ab, die die Feldverdampfung bestim- Be ens 
men. Die Verdampfungsenergie der 
neutralen Atome an der Gitterstufe, die Austrittsarbeit und die lokale Feld- 
starke diirfen sich nur langsam andern, wenn man von einer hoch indi- 
zierten Flache zur nachst hoheren iibergeht. Alle Kristallbaufehler wie 
Leerstellen, Fremdatome auf normalen oder auf Zwischengitterplatzen, 
Versetzungen und die mit diesen Defekten verbundenen elastischen Span- 
nungen und elektrischen Ladungen werden die RegelmaBigkeit der 
Oberflache beeinflussen miissen. Vermutlich geniigt ein einziges Fremd- 
atom, wenigstens wenn es geniigend verschieden von denen des 
Kristalles ist, um auf den sehr kleinen hochindizierten Netzebenen 
mit einer Stufenbreite der GréBenordnung / - a die Feldverdampfungs- 
energie so zu dndern, daB diese Flache nicht mehr regelmaBig entwickelt 
werden kann. Bei annahernd gleichmaBiger Verteilung der Verunrei- 
nigungsatome sollte daher ihre Konzentration nicht gréBer als 1? 


2) AEE 
a Ko TO 70 5 A 


700. 
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sein diirfen, um das Auftreten der Flache mit dem Index A zu er- 
lauben. . 
iese Erwar » wird durch die Erfahrung bestatigt, obgleich noch 
Diese Erwartung wu g fe g 
keine Versuche mit Spitzenkristallen gemacht worden sind, in denen der 
Verunreinigungsgrad systematisch verandert wurde. So regelmaBig aus- 


» 
* 
2 


aS 


Fig. 3. Wolframkristall aus sehr hoch gegliihtem Draht. Die Ausdehnung der 077 und der 112 Flachen 
zeigt an, daB die Endform der Feldverdampfung noch nicht erreicht ist 


gebildete Oberflachen wie in Fig. 1 mit Miller-Indices bis 18 oder 19 
konnten nur mit 99,99%igem Platin erhalten werden. Nahezu dieselbe 
Volkkommenheit kann an Wolframspitzen beobachtet werden, wenn 
diese aus sehr reinem Drahtmaterial hergestellt werden, das fiir mehrere 
Stunden bis zum Durchbrennen in extrem gutem Vakuum erhitzt wurde 
(Fig. 3). Andererseits werden mit weniger reinem Material, nach Her- 
stellerangaben mit bis zu 1% Verunreinigungen, nur die niedrig indi- 
zierten Flachen entwickelt, bis etwa zum Index h=5 in Ubereinstim- 
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mung mit unserer h~*-Regel der Verunreinigungskonzentration. Solche 
Kristallflachen wurden mit folgenden Metallen im Heliumionenmikro- 
skop erhalten: Gewéhnlicher Wolframdraht mit der Bezeichnung NS 
oder 218, Driahte aus Re (Fig. 4), Ta, Mo, Nb, Ir, Pd (Fig. Nh) ik, V, Ni 
(Fig. 6), Fe und Eisenwhisker die durch Zersetzung von Eisenchlorid- 
dampf hergestellt wurden und vermutlich nicht extrem rein sind. 


Fig. 4. Oberflache eines Rheniumkristalles (hexagonal) 


Auf reinen Kristallspitzen kénnen Punktdefekte auch bei geringer 
Konzentration unter giinstigen Umstanden sehr deutlich sichtbar wer- 
den. Der in Fig. 7 wiedergegebene Rhodiumkristall von 99,9 %iger Rein- 
heit ist einem Platinkristall gleicher Reinheit sehr dhnlich, nur daB 
etwa 100 anscheinend statistisch verteilte helle Flecke auftreten, deren 
Feldverdampfungsenergie etwa der Unterlage gleicht. Da das Gesichts- 
feld in Fig. 7 etwa 101° cm? umfaBt, entspricht die Konzentration der 
hellen Flecke (10"/cm?, vergleichen mit 10! Gitterplatzen/cm2) dem an- 
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gegebenen Verunreinigungsgrad von fio%. Zur Deutung der groBen 
Intensitat der Flecke wird vorgeschlagen, sie als eingelagerte elektrisch 
geladene Fremdatome anzusehen, vermutlich Sauerstoffatome auf Zwi- 
schengitterplatzen. Diese Erklarung wird unterstiitzt durch das Auf- 


Fig. 5. Palladiumspitze von geringer Materialreinheit (etwa 99,9%) 


treten genau gleich aussehender heller Bildflecke auf hochreinem Platin, 
wenn dieses bei Gegenwart einer sehr geringen adsorbierten Sauerstoff. 
menge (viel weniger als eine monomolekulare Schicht) mit langsamen 
(25 bis 1000 V) Heliumionen bombardiert wird. Vermutlich werden da= 
bei adsorbierte Sauerstoffatome in das Platingitter hineingeschossen. 
Wenn das elektronegative Sauerstoffatom dicht unter der Oberflache 
hegt, wird in den dariiber hegenden etwas herausstehenden Platin- 


atomen ein positiver LadungsiiberschuB auftreten und eine lokale Feld- 
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starkenerhéhung bewirken, die sich als heller Fleck im Ionenbild be- 
merkbar macht. 

Andere Punktdefekte, deren Beobachtung im Feldionenmikroskop 
erfolgversprechend erscheint, sind Leerstellen, wie sie im thermischen 
Gleichgewicht bei hoher Temperatur entstehen. Durch Abschrecken 


Fig. 6. Nickelspitze von 99% Reinheit mit mehreren Versetzungen 


k6nnen sie im Gitter fixiert werden. Diese Fehlstellen kénnen einwand- 
frei identifiziert werden, wenn sie im Innern von vollstandig abgebildeten 
Netzebenen gefunden werden. Die Feldverdampfung von versetzungs- 
freien Netzebenen erfolgt immer von der Berandung her, wo die lokale 
Feldstaérke am groBten und die Bindungsenergie am geringsten ist. Zur 
Beobachtung von Fehlstellen faBt man eine der vollstandig mit allen 
Atomen abgebildeten Netzebenen ins Auge, wie die 012-Flache des von 
1500° C abgeschreckten und dann bei Zimmertemperatur elektrolytisch 
in waBriger KCN-Lésung zur Spitze geadtzten Platinkristalles in Fig. 8a. 
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Schrittweise wird dann eine Netzebene nach der anderen vorsichtig durch 
Feldverdampfung bei der Temperatur des fliissigen Wasserstotfes ent- 
fernt, und jede neue Netzebene auf Fehlstellen beobachtet. Fig. 8b 
zeigt denselben Kristall nach Entfernung von 15 Atomlagen, jetzt mit 
einer Leerstelle in der 012-Flaiche. Die folgenden Netzebenen waren 


Fig. 7. Rhodiumkristall. Die verstreuten hellen Flecke sind vermutlich einzelne Sauerstoffatome auf 
Zwischengitterplatzen unmittelbar unter der Oberflache 


wieder vollkommen besetzt, bis nach der Entfernung von 21 weiteren 
Netzebenen eine Doppelfehlstelle in der freigelegten nachsten 012-Netz- 
ebene erschien (Fig.8c). Durch vorsichtiges Feldverdampfen von 6 Ato- 
men von der Netzebenenberandung verschwand eine der Fehlstellen am 
Rande, wahrend die andere noch verblieb (Fig. 8d). Aus dem gleich- 
maBigen Fortgang der Feldverdampfung kann man schlieBen, daB keine 
wesentlichen mechanischen Spannungen um die Fehlstelle herum existie- 
ren. Bei der Fortsetzung der Feldverdampfung wurde eine neue einzelne 
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Fig. 8a—f. Gitterleerstellen in Platin. a Vollstandige 012 Netzebene. b Eine Leerstel 
Feldverdampfung von 15 Atomlagen 


le erscheint nach 


‘ehlstelle in der zwélften folgenden Netzebene gefunden, und eine andere 
ach Entfernung von 20 weiteren Atomlagen. Kurz danach wurde die 
pitze durch ZerreiBen infolge der hohen Feldkraft zerstért. Die Fehl- 
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Vig. 8d. 6 weitere Atome wurden feldverdampft, eine der beiden Leerstellen ist noch sichtbar 


stellendichte in dem untersuchten Volumenelement des Platinkristalles 
kann wahrend der Beobachtung direkt abgezadhlt werden. Insgesamt 
enthielten 16 -+22+124+21=74 Atomlagen, die im Durchschnitt aus 
je etwa 120 Atomen bestanden, 5 Leerstellen, d. h. die Fehlstellenkon- 
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Fig. 8e. Eine vollstandige Netzebene nach weiterer Feldyerdampfung 


Fig. 8f. Eine neue Leerstelle nach fortgesetzter Feldverdampfung 


entration war 5,9- 10 4. Im thermischen Gleichgewicht, das durch das 
bschrecken eingefroren ist, ist die Konzentration der Fehlstellen 
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wobei £; die Bildungsenergie der Fehlstellen darstellt. Aus den vor- 
liegenden Beobachtungsdaten berechnet sich diese Energie zu 


E,=—kTin— 


Nog 


=— 1,38. 10%* 1800- In 25,9: 104 
=1 64-10 4" ere — 4S eve 


Dieser Wert ist in guter Ubereinstimmung mit Messungen der Aktivie- 
rungsenergie fiir die Bildung von Fehlstellen auf Grund der durch Ab- 
schrecken bewirkten VergréBerung des elektrischen Widerstandes von 
Platin, wobei £,=1,2 eV gefunden wurde*,*. Unser Wert beruht nur 
auf einer Statistik von 5 Fehlstellen und ist deshalb nicht genau, jedoch 
kann die Messung durch Aufwendung von mehr Geduld verfeinert 
werden. 

Wesentlich ist, daB die bisher nur auf einem theoretischen, wenn 
auch wohl fundierten Konzept beruhende Vorstellung von Gitterleer- 
stellen durch direkte Beobachtung des atomaren Gitters im Tieftempera- 
tur-Feldionenmikroskop bestatigt werden konnte. 


Die Arbeit wurde in dankenswerter Weise vom Office of Scientific Research 
der U.S. Air Force unterstiitzt. 


4 LAzarREV, B. G., u. O. N. OVCHARENKO: Dokl. Akad. Nauk. SSSR. 100, 875 
(1955). 
5 AscoLi, ASDENTE, GERMAGNOLI u. MANARA: J. Phys. Chem. Solids 6, 59 (1958). 
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Aufbau einer magnetischen Atomstrahlresonanz- 
apparatur * 


Von 
DIETER VON EHRENSTEIN, GERHARD FRICKE** und PETER PietScH *** 
Mit 3 Figuren im Text 
(Eingegangen am 15. Juli 1959) 


A magnetic atomic-beam-resonance-apparatus is described which is being used 
—in connection with an ionisation-detector consisting of a mass-spectrometer with 
electron-bombardment ionizer. The total beam length is 127cm. The A-field 
has a length of 15 cm and a maximum inhomogeneity of ca. 36000 GauB/cm; the 
B-field has a length of 40cm and a maximum inhomogeneity of ca. 16000 GauB/em; 
the (homogeneous) C-field has a length of 15cm. All magnet-coils are mounted 
outside the vacuum-chamber. Adjustment is made by auxiliary obstacle-wires. 


A. Einleitung 


Die in der vorliegenden Arbeit beschriebene magnetische Atomstrahl- 
resonanzapparatur! wurde im Hinblick auf die vielen noch offenen 
Probleme der Hochfrequenzspektroskopie der Atomgrundzustande ge- 
baut, die nur mit dem hohen Auflésungsvermégen dieser Art von 
Spektroskopen erfolgreich untersucht werden kénnen. Bei der Planung 
wurde vor allem an die Untersuchung von Substanzen mit hoher ato- 
marer [onisierungsenergie gedacht, welche die Verwendung eines emp- 
findlichen ElektronenstoB-Ionisationsdetektors? an Stelle des sonst tib- 
lichen Langmuir-Taylor-Detektors notwendig macht. 

Bei der Wahl der Abmessungen der Apparatur wurde der relativ 
breite Eintrittsspalt (0,4 mm) dieses ElektronenstoB-Ionisationsdetek- 
tors beriicksichtigt ****. Einige allgemeine Uberlegungen zur Planung 

einer derartigen Apparatur, die im AnschluB an diese Arbeit angestellt 
wurden, erscheinen gleichzeitig in einer anderen Zeitschrift®. 

In einer magnetischen Atomstrahlresonanzapparatur werden die 
aus einem Ofen austretenden Atome (s. Fig. 1) auf Grund ihres magne- 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
*x*x Jetzt im Institut fiir Technische Kernphysik, T. H. Darmstadt. 
xxx Geboren am 27. Januar 1929, gestorben am 16. Juni 1955. 
xxxx Vergleichsweise hat ein Langmuir-Taylor-Draht nur einen Durchmesser von 
-etwa 0,02 mm. 
1 Ras, I.J., J.R. ZacHarias, S. MILLMAN u. P. KuscH: Phys. Rey. 53; 315 
(1938). 
2 Fricke, G.: Z. Physik 141, 166 (1955). 
3 EHRENSTEIN, D.v., G. FRICKE u. P. PretscH: Z. angew. Phys. (im Druck). 
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tischen Momentes zundchst in einem inhomogenen Magnetfeld (A-Feld) 


abgelenkt. In dem folgenden homogenen Magnetfeld (C-Feld) kann | 
durch Einstrahlen von Hochfrequenz das effektive magnetische Moment | 


eines Atoms gedndert werden. AnschlieBend durchlaufen die Atome 
wieder ein inhomogenes Magnetfeld (B-Feld), das so einzustellen ist, 


daB nur die Atome, deren effektives magnetisches Moment durch die | 
Hochfrequenzeinstrahlung eine ganz bestimmte Anderung erfahren | 


hat, den Detektor erreichen*. Die so in den Detektor gelangenden 


i - £=7270m——_—_—_—_——_— ———+ 
Ly -33em lp=94 Cm —— a 
help = 78cmrely= seme — UGE NO Sr tO GT 
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ka | a Schatendhth ETE, 
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262 II \ [Feld b-Feld, 9 
| A=const 0Z 
Kollinator 


L-Aoorainate 1st 80-Lath vergrobert 


Fig. 1. MaBstabgetreue Prinzipskizze der Magnetfelder 


Atome zeigen an, daB die Hochfrequenz gleich einer Ubergangsfrequenz 
der Atome bei der vorliegenden C-Feldstarke ist (vgl. die zusammen- 
fassenden Darstellungen?:?). 


B. Beschreibung der Apparatur 
1. Aufbau und Justierung. Der in Fig. 2 dargestellte Horizontal- 
schnitt zeigt den Aufbau der Atomstrahlresonanzapparatur. Diese 
besteht aus Ofen, Ablenkfeldern, C-Feld und Detektor. Ofen® und 
Detektor? wurden bereits in anderen Arbeiten beschrieben. In der Ta- 
belle sind die technischen Daten angegeben, soweit sie nicht aus Fig. 4 


hervorgehen. Die drei Magnetfelder und die Verbindungsstiicke zwischen | 


Ofen und A-Feld (Lange Jj) und zwischen B-Feld und Detektor (Lange 
ly) sind so ausgefiihrt, daB sie sich leicht gegen entsprechende Teile 
anderer Lange auswechseln lassen. 

Durch den feststehenden Detektor und die Kollimatorachse ist die 
Atomstrahlrichtung vorgegeben. Um die Apparatur bequem ausrichten 
zu konnen, sind Ofen, A- und C-Feld auf einer um die Kollimatorachse 
drehbaren Platte angebracht und das B-Feld auf einer weiteren Platte 


* enlop an iMeriodes Wail 0, 

4 IKKOPFERMANN, H.: Kernmomente, 2. Aufl. Frankfurt a. Main 1956. 
5 Ramsey, N.F.: Molecular Beams. Oxford 1956. 

6 Lew, H.: Phys. Rev. 91, 619 (1953). 
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gleitend gelagert. Beide Platten werden durch Gewindestibe getragen ; 
hierdurch sind sie in Héhe und Neigung zu verstellen. AuBerdem ist 
der Ofen um seine senkrechte Achse drehbar. 

Die Justierung wird mit Hilfe von ,, Schattendrahten durchgefiihrt, 
die am Anfang des A-Feldes und an den beiden Enden des B-Feldes 
in der ,,Soll-Linie‘‘’ des Strahles vorgeschoben werden kénnen. Zu- 
nachst erfolgt die Ausrichtung durch ,,Auffadeln‘‘ auf die optische 

Hg-Li/fusyonsaumpen 
mt Kihitalle und Venti! 


= es 


Multiplier 


Ofenkammer | 
| | Ateld| Chel B-Feld 


Hilts- — Kolhimator ~~ : 
Schanenarant Schattendraht 


Aromstrah/lunterbrecher 


Massenspektro- 
merermagnet 


700 Cm 
y SSS} 


Fig. 2. Halbschematischer Horizontalschnitt der gesamten Apparatur, einschlieBlich Ofen und Detektor 


Achse eines Fernrohres, mit dem man vom Ofen her durch die ganze 
Apparatur hindurchsehen kann. AnschlieBend wird bei vorgeschobenen 
Schattendrahten und abgeschalteten Magnetfeldern mit dem Atomstrahl 
auf kleinstes Signal am Detektor justiert. 


Tabelle. Technische Daten dev Apparatur, soweit sie nicht in Fig. 1 genannt sind 


Ten UE ONC atari Ee eases mel to, sptnci pie eas ee cc ere eialey Te” ee e- MeP ee ceernt a5 re nl), OMEC TID 
Ofenspaltbreite aa Sie i iecens oo cies cr eo 0,01 cm 
Detektorspaltbreite ee Ao oie Raber Soe RE ae 0,04 cm 
Inhomogene Magnetfelder 
A-Feld B-Feld 
Konstante ,,a‘‘ des Zweidrahtfeldes*? . . . . Gh = (0), Kia) @p=1,0 cm 
Luftspalt am Scheitel Oe ts. ore 0,2 cm 0,44 cm 
Der Strahl tiberstreicht bei der Auslenkung 
eine Breite von Ob Ci 1,1 ap 
bis 1,36 a4 1,44 ap 
Ungefahre Maximalinhomogenitat an der Gank Gane 
Moolleibinie deseotrables; a un... 36000 = 16000 BE ae 


Dafiir notwendige Amperewindungszahl 


(einschl. Verluste) . 5400 Ampwdg. 12000 Ampwdg. 


5400 Wag. 10000 Wag. 


Windungszahl . SLodie ome teins 
Homogenes Magnetfeld (C-Feld) 

Luftspalt . Ree Pa Ns. ber ANE a gow ie 0,55 cm 
Polschuhhohe . 5cm 
Polschuhdicke 2cm 
Windungszahl 6200 Wdg. 
Maximalfeldstirke . Se OE ie eee etwa 5000 GauB 

7 Rast, I.1., J.M.B. Kettoe u. J.R. ZaAcHaRIAS: Phys. Rev. 46, 157 (1934). 
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2. Schattendrahte und Blenden. Am Ende des B-Feldes kann von 
jeder Seite eine Blende wahrend des Betriebes vorgeschoben werden, 
um Teile des Strahles abzudecken. Unter anderem wird damit das Vor- 
zeichen des Kerndipolmomentes der untersuchten Substanz bestimmt’. 
Die Schattendrahte des B-Feldes bestehen aus flachen Bandern und 
sind durch Drehen, ebenso wie der Kollimatorspalt, von auBen in der 
Breite verstellbar. Alle Schattendrahte lassen sich wahrend des Betrie- 
bes aus dem Atomstrahl herausziehen. 
Messing 


gémm. Nickelfolie 


7Oc™m 
Fig. 3. Querschnitt durch den B-Magneten. Die Spulen befinden sich auf dem Mitteljoch 


3. Magnete. Einen Querschnitt durch den b-Magneten zeigt Fig. 3. 
Vom Magnetsystem befinden sich nur die Polschuhe im Vakuum. Als 
Vakuumtrennwand dient eine 0,2mm starke Nickelfolie. Die Joch- 
bégen sind aus besonders kohlenstoffarmem Eisen* angefertigt. Die 
Polschuhe (in Fig. 3 eng schraffiert) sind aus einer kobaltreichen Eisen- 
legierung ** hergestellt, die erst bei hohen Feldstarken in Sattigung 
kommt. Die Polschuhe des (homogenen) C-Magneten bestehen aus 
einem Material mit hoher Anfangspermeabilitat und kleiner Koerzitiv- 
krafh***. 

Zum Wechseln der Inhomogenitatsrichtung — parallel bzw. anti- 
parallel zur Inhomogenitatsrichtung des A-Feldes — laBt sich der 
ganze b-Magnet umdrehen. 

Die Magnetspulen hegen auBerhalb des Vakuums. Sie sind so hoch- 
ohmig gewickelt, daB die Spulenstréme mit Elektronenréhren geregelt 


* Hyperm 0 der Friedr. Krupp Widia-Fabrik, Essen. 
** Vacuflux 50 der Vacuumschmelze, Hanau. Wir danken Herrn Prof. Dr. 
M. KeErsTEN fiir seine Ratschlage und fiir die Beschaffung dieses Materials. — 
Die Bearbeitung der Profile wurde von der Firma Hommel, Mannheim, ausgefihrt. 
xxx Hyperm 776 der Friedr. Krupp Widia-Fabrik, Essen. 
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werden kénnen. Die Konstanz der Stréme fiir A- und B-Feld betragt 
etwa 10°°, fiir das C-Feld etwa 10-**. Die Kithlung der Spulen erfolgt 
mit PreBluft, die von innen nach auBen durch die Wicklungen hin- 
durchgeblasen wird. 


4. Vakuumsystem. Drei Quecksilberdiffusionspumpen erzeugen das 
Hochvakuum in Verbindung mit mehreren Kiihlfallen, die mit fliissiger 
Luft gekiihlt werden. Die Beweglichkeit der Magnete, auch unter 
Vakuum, die zur oben beschriebenen Justierung mit dem Atomstrahl 
erforderlich ist, wird durch einen 10 mm starken Gummiring zwischen 
B- und C-Feld und durch einen Faltenbalg zwischen B-Feld und De- 
tektor erméglicht. 

Zwischen Ofen und A-Feld, sowie zwischen B-Feld und Detektor 
befindet sich je ein Hochvakuumyentil. Beim Austausch von Einzel- 
teilen (z.B. Ofen oder Hochfrequenzzufiihrung im C-Feld) braucht 
daher nur ein Abschnitt der Apparatur beliiftet zu werden. 


C. SchluB 


Der weitere Ausbau der Apparatur, wie er sich im Verlauf der bis- 
herigen Messungen®~?° ergab, wurde im Zusammenhang mit diesen 
bereits mitgeteilt. 

Bei den Messungen mit Y8® und Sc? wurde der Schattendraht am 
Ende des B-Feldes verwendet; der Abstand zwischen b-Feld und De- 
tektor betrug dabei 30cm. Untersucht man dagegen Substanzen mit 
groBem magnetischen Hiillenmoment oder niedriger Verdampfungs- 
temperatur, so kann man auch den Schattendraht am Anfang des 
B-Feldes benutzen und durch Verkiirzen des Abstandes zwischen 
B-Feld und Detektor die Atomstrahldichte am Detektor erhdhen. 

Herrn Professor Dr. H. KoPFERMANN moéchten wir fiir die Anregung zu dieser 
Arbeit, die groBziigige Forderung und sein stetes Interesse unseren Dank aus- 
sprechen. Fiir viele Diskussionen elektronischer Fragen sind wir Herrn Dipl.- 
Phys. J. KAUFMANN zu Dank verpflichtet. Fir die Ausftihrung der mechanischen 
Arbeiten danken wir den Herren Mechanikermeistern OTTo GEGUSCH und EDWIN 
EurRsBar. Der Deutschen Forschungsgemeinschaft, dem Bundesministerium fiir 
Atomkernenergie und Wasserwirtschaft und der Heidelberger Akademie der 
Wissenschaften danken wir fiir ihre Unterstitzung. 


* MULieR, D.: GroBpraktikumsarbeit 1956 (unver6ffentlicht). 

8 FRICKE, G., H. KoPFERMANN u. S. PENSELIN: Z. Physik 154, 218 (1959). 
9 PENSELIN, S.: Z. Physik 154, 231 (1959). 

10 FRICKE, G., H. KOPFERMANN, S. PENSELIN u. K. SCHLUPMANN: Z. Physik 
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Bestimmung der Hyperfeinstrukturaufspaltungen 
der Scandium-Grundzustande *D;,, und D5). 
und des Quadrupolmomentes des Sc*-Kernes* 


Von 
G. FrRIcKE**, H. KOPFERMANN, S. PENSELIN und K. SCHLUPMANN 


Mit 3 Figuren im Text 
(Bingegangen am 17. Juli 1959) 


The hyperfine structure splittings of the electronic ground states ?D3). and ?D; 1. of 
the stable isotope Sc*? have been measured by the atomic beam magnetic resonance 
method. From these splittings the magnetic dipole and electric quadrupole inter- 
action constants are found to be 


3). = (269,560 + 0,02) Mc/s gg = — (26,37 


5}, = (109,034 + 


+ 0,1) Me/s 
0,1) Mc/s. 


0,01) Mc/s bj. = — (37,31 4 


The values of the electric quadrupole moment calculated from 63). and b5). differ 
by about 5% indicating that the configuration 3d 4s? of the ground states is 
perturbed by higher configurations. 

Averaging these two values we obtain for the quadrupole moment of Sc? 


Q(Sc#) = — (0,22 + 0,01) - 10724 cm?. 


A. Einleitung 

Aus optischen Hyperfeinstruktur(Hfs)-Messungen konnte im Spek- 
trum des neutralen Sc*-Atoms!»? der Kernspin des Sc*®-Kernes zu 
I = $ und im Spektrum des zweifach ionisierten Sc**-Atoms? das magne- 
tische Dipolmoment des Kerns zu “4; =4,8 Kernmagnetonen bestimmt 
werden. Bei diesen Untersuchungen konnten die Hfs-Aufspaltungen der 
beiden Grundzustande des Sc I-Spektrums nicht aufgelést, sondern nur 
grob abgeschatzt werden. Fiir die magnetischen Dipolkopplungs- 
konstanten a der beiden Grundzustande ergaben sich die Werte!: 


a (Dea) = 8,3 s4Oreien=* a 30% (eas 249 MHz) 
a(?Ds/9) = 3,5- 10°? cmt + 30% (4105 MHz). 


* Max von Laur zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 


xx Jetzt: Institut fiir Technische Kernphysik der Technischen Hochschule Darm- 
stadt. 


1 KOPFERMANN, H., u. E. RASMUSSEN: Z. Physik 92, 82 (1934). 
2 ScHULeER, H., u. TH. Scumipr: Naturwiss. 22, 758 (1934). 
3 KOpFERMANN, H., u. H. WitTKE: Z. Physik 105, 16 (1937). 
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Der genaue Wert des magnetischen Kerndipolmomentes des Sc®-Kernes 
ist aus Kerninduktionsmessungen# bekannt : yr; (Sc#®) = (4,7560 -+-0,0002) 
Kernmagnetonen. 


Das Auflésungsvermégen der optischen Methode reichte jedoch 
nicht aus, um Aussagen itber die elektrische Wechselwirkungsenergie 
zwischen Elektronenhiille und Kernquadrupolmoment zu machen. Wir 
haben daher mit dem erheblich gréBeren Auflésungsvermégen einer 
magnetischen Atomstrahlresonanzapparatur die Hfs der beiden Grund- 
zustande ?Ds,. und ?D,). (Elektronenkonfiguration 3d 4s2) dieses Rein- 
elementes untersucht, um hieraus das Quadrupolmoment des Sc?%- 
Kernes zu ermitteln. Der ?)5).-Zustand liegt 168 cm? itber dem ?D5/9- 
Zustand und ist bei der Verdampfungstemperatur des Atomstrahls von 
etwa 1700° C thermisch noch gut besetzt, so da auch im 2), ).-Zustand 
Hochfrequenziibergange gemessen werden konnten. 

Die experimentelle Hauptschwierigkeit besteht im Nachweis der 
neutralen Sc-Atome, da der iibliche Langmuir-Taylor-Detektor wegen 
der hohen [onisierungsspannung des Sc-Atoms von 6,56 V nicht ver- 
wendbar ist. Es wurde daher zum Nachweis ein ElektronenstoB-Ioni- 
sationsdetektor®® benutzt, dessen Empfindlichkeit so weit gesteigert 
wurde, dai Hochfrequenziibergange zwischen einzelnen Zeeman-Kom- 
ponenten in beiden Grundzustanden trotz des komplizierten Term- 
schemas (die beiden Zustande besitzen insgesamt 80 Zeeman-Terme) 
nachgewiesen werden konnten. 

Uber die Ergebnisse der im folgenden beschriebenen Messungen 
wurde bereits kurz berichtet’. 


B. MeBmethode 


Bei allen Messungen wurde die iibliche ,,flop-in‘‘-Methode® ange- 
wandt, d.h. die Inhomogenitaten der beiden ablenkenden Magnetfelder 
(A- und B-Feld) vor und hinter dem homogenen C-Feld waren parallel 
gerichtet, so daB nur solche Atome in den Detektor gelangen konnen, 
deren magnetische Quantenzahl mm, bei einem Hochfrequenziibergang 
im C-Feld ihr Vorzeichen gewechselt hat. 

Das zur Induzierung der Hochfrequenziibergange zwischen den ein- 
zelInen Hfs-Zeeman-Termen erforderliche Hochfrequenzmagnetfeld H,, 
wurde in zwei gegeneinander auswechselbaren Hf-Schleifen erzeugt. In 


4 HuntTEN, D.M.: Phys. Rev. 78, 806 (1950). 

5 WESSEL, G., u. H. LEw: Phys. Rev. 92, 641 (1953). 

6 PRricKE, G.: Z. Physik 141, 166 (1955). 

?7 Fricke, G., H. KoprERMANN, S. PENSELIN u. K. SCHLUPMANN: Naturwiss. 
46, 106 (1959). 

8 ZACHARIAS, J.R.: Phys. Rev. 61, 270 (1942). 
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der einen Schleife stand das Hf-Magnetfeld senkrecht zur homogenen 
C-Feldstarke H, in der anderen parallel zu ihr. 

Fiir die nachweisbaren Ubergange miissen daher folgende Bedin- 
gungen erfillt sein: 

1. Die magnetische Quantenzahl m, muB ihr Vorzeichen andern. 

2. Es gilt die Auswahlregel Am = +1(H,, | H) oder Am =0(H,|| 7), 
wobei m= my, + mez ist. 


}. Fiir magnetische Dipolstrahlung gilt auBerdem bei kleinem 
auBeren C-Magnetfeld noch die Auswahlregel A’ =0, +1 (FoI a (|) 

Der Hamilton-Operator #, der die Hfs-Wechselwirkung zwischen 
Elektronen und Kern in einem auBeren Magnetfeld H beschreibt, kann 
in folgender Weise angegeben werden ®"°: 


H=h-.a-I-J +h-b-Q + ofp JH 4+ grugl- HH. (1) 


Hierbei ist: 


Pod aod EE A ahi ace tet tee) 
gases 3/20) a ies) 
a ee (CH ae Ae Pee 

We. — fey Ig;= — 


h = Plancksches Wirkungsquantum. 


My und “#, sind die magnetischen Dipolmomente von Hiille und Kern 
in Bohrschen Magnetonen yg. a ist die magnetische Dipolkopplungs- 
konstante, b die elektrische Quadrupolkopplungskonstante. 

Dieser Hamilton-Operator schlieBt nicht die magnetische Oktopol- 
wechselwirkung ein; diese Wechselwirkung liegt bei der vorliegenden 
MeBgenauigkeit unter der Nachweisgrenze (s. unten). Ebenso ist ange- 
nommen, dab die Stérungen zwischen Hfs-Termen, die zu verschie- 
denen Feinstrukturzustanden gehéren, vernachlassigbar klein sind und 
daB keine Interkonfigurationsmischungen vorliegen. 

Bei Berechnung der Energieeigenwerte zu diesem Hamilton-Operator 
erhalt man bei positivem jv; (, ist nach den Kerninduktionsmessungen 
positiv) fiir die beiden Grundzustande ?D5). und 2D). des Sc die in 
Fig. 1 und 2 qualitativ dargestellten Termschemata, in denen einige der 
mit der ,,flop-in“-Methode nachweisbaren AF =0- und AF —1-Uber- 
gange eingezeichnet sind. Wegen der Kompliziertheit der Termschemata 
sind nur die interessierenden Terme ausgezogen. 


9 IKOPFERMANN, H.: Kernmomente. Frankfurt 1956. — Nuclear Moments. 
New York: Academic Press 1958. 


10 Ramsey, N.F.: Molecular Beams. Oxford 1956. 
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Fig. 1. Qualitativer Verlauf der Zeeman-Hfs-Terme des *D /.-Zustandes von Scandium in Abhangigkeit vom 
auBeren Magnetfeld 
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Fig. 2. Qualitativer Verlauf der Zeeman-Hfs-Terme des #D5)9-Zustandes von Scandium in Abhangigkeit vom 
auBeren Magnetfeld 
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Die Termenergien W, beim Magnetfeld null sind gegeben durch: 


; 3/2 C(C + 4) — 210 9) J 
Wr =ha-— + hdjA Forlnyare (2) 
mit 


= FFs RE 


Die magnetische Dipolkopplungskonstante a und die elektrische Qua- 
drupolkopplungskonstante & sind mit dem Kern-g-Faktor g, und dem 
Quadrupolmoment Q des Kernes unter Voraussetzung einer alkali- 
ahnlichen Elektronenhiille, wie sie bei den Grundzustanden des Sc I- 
Spektrums vorliegen sollte, in folgender Weise verbunden®: 


_ fe 2L(L +1) pf (41\ _ m<H(0)> 
ens Se eae (ea ery Be ei a (3) 
b= 0 FT Ry Ge) = OOK G20) >: (4) 


F, und R; sind relativistische Korrekturen®, v ist der Abstand Elektron — 
Kern, < H(0)> und <q,,(0) > die Erwartungswerte des Magnetfeldes und 
des elektrischen Feldgradienten am Kernort. 

Zur Bestimmung des Quadrupolmomentes Q wurde wie folgt vor- 
gegangen: Aus der Messung der unter den geschilderten Bedingungen 
nachweisbaren AF =1-Ubergange beider Grundzustande bei Magnet- 
feldern von einigen Gau8 wurden die zugehérigen Hfs-Termabstande 
beim Magnetfeld null errechnet. Da auf diese Weise im ?D3/.-Zustand zwei 
und im ?D;).-Zustand drei Abstande bestimmt werden konnten, lieBen 
sich hieraus die Werte von a und 0 fiir beide Zustande nach (2) berechnen. 
Auf die Ermittlung des Quadrupolmomentes Q aus diesen a- und b- 
Werten wird im Abschnitt E eingegangen. 


C. Apparatur 


Fir die Messungen wurde die an anderer Stelle!! ausfithrlicher 
beschriebene Atomstrahlresonanzapparatur benutzt, so daB hier nur auf 
die ftir die Messungen am Sc interessierenden Einzelheiten eingegangen 
wird. 


Ofen. Die Erzeugung des Sc-Atomstrahles erfolgte mit einem durch 
direkten Stromdurchgang geheizten Kohleofen, der bereits bei friiheren 
Messungen am Yttrium!? verwandt wurde. Da sich das metallische 
Scandium* beim Verdampfen praktisch genauso wie das Yttrium ver- 

* Das metallische Scandium stellte freundlicherweise Prof. F.H. SPEDDING, 
Towa State College, Ames, USA, her. 


11 EHRENSTEIN, D. v., G. FRICKE u. P. PietTscH: Siehe vorhergehende Arbeit 
Z. Physik 156, 411 (1959). 


12 FRICKE, G., H. KopFERMANN u. S. PENSELIN: Z. Physik 154, 218, 231 (1959). 
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hielt, konnte auch die gleiche Anordnung von Tantaltiegeln im Innern 
des Kohleofens verwandt werden. Gearbeitet wurde mit einem Dampf- 
druck von etwa 0,1 Torr im Ofen, der sich bei einer Temperatur von 
etwa 1700° C einstellte. Da die Konstanz der Strahlintensitat mit gro- 
Berer Ofenschlitzbreite besser wurde, ist die schlieBlich verwendete 
Schlitzbreite von 0,3 mm ein Kompromi8 zwischen Lebensdauer einer 
Ofenfiillung und Konstanz der Strahlintensitat. Mit einer Ofenladung 
von 0,2 bis 0,3 g konnte etwa 1 bis 3 Std gearbeitet werden. 

Hochfrequenz und Magnetfelder. Zur Erzeugung der Hochfrequenz 
dienten kommerzielle Sender der Firmen Rohde u. Schwarz, Siemens 
und General Radio. Die Frequenzmessung erfolgte wie friiher bei den 
Messungen am Yttrium’ mit dekadischen FrequenzmeBanlagen der 
Firmen Schomandl und Rohde u. Schwarz. Zur orientierenden Messung 
der C-Feldstarke diente eine Hall-Probe, wahrend genaue C-Feldstarke- 
messungen mit Hilfe des bekannten!® AF —=0-Uberganges (fF =O, 
m —0) <> (fF =1, m=1) des ?S;).-Grundzustandes von Ag!” erfolgten. 
Die magnetische Wechselfeldeinstreuung des Ofenstromes von etwa 
400 A (50 Hz) ins C-Feld wurde mit Hilfe einer Induktionsspule im 
C-Feld auf einem Oszillographen sichtbar gemacht und durch Ver- 
biegen der flexiblen Ofenstromzufiihrungen weitgehend kompensiert. 
Die Linienbreiten der Resonanzen lagen infolge des noch verbleibenden 
restlichen Wechselstreufeldes etwa um einen Faktor 2 bis 3 iiber der 
theoretischen Linienbreite von etwa 30 kHz. 

Detektor. Das Rauschen des Detektors besteht hauptsachlich aus der 
statistisch schwankenden Komponente des Restgasionenspektrums auf 
der Masse des nachzuweisenden Atomstrahles, die trotz 32 Hz-Modula- 
tion des Atomstrahles und lock-in-Verstaérker noch registriert wird. 
Durch stundenlanges Ausheizen des VakuumgefaBes und vor allem der 
Ionenquelle konnte dieses Restgasionenrauschen betrachtlich vermindert 
werden. Das erzielte Signalrauschverhaltnis ist aus Fig. 3 ersichtlich. 


D. Messungen 


Da die Hfs-Aufspaltungen der beiden Grundzustande aus den opti- 
schen Hfs-Messungen nur auf +30% bekannt waren, waren fiir ein 
direktes Suchen der AF =1-Uberginge weite Frequenzbereiche zu 
durchfahren gewesen. Da dieses lange Suchen eine groBe Menge des 
relativ kostbaren Sc-Metalls erfordert hatte, wurde ein anderes Ver- 
fahren benutzt, wie es auch bei der Untersuchung radioaktiver Sub- 
stanzen mit Atomstrahlresonanzapparaturen Verwendung findet™. 
Hierzu wurden zunachst die fiinf in Fig. 1 und 2 eingezeichneten AF = 0- 


13 WESSEL, G., u. H. Lew: Phys. Rev. 92, 641 (1953). 
14 NIERENBERG, W.A.: Ann. Rev. Nucl. Sci. 7 (1957). 
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Uberginge der beiden Grundzustaénde bei Magnetfeldern von 5 bis | 
10 GauB gesucht und dann zu héheren Magnetfeldern verfolgt, bis eine | 
merkliche Abweichung vom linearen Verlauf der Frequenzen in Ab- J 
hangigkeit vom Magnetfeld auftrat. Aus dieser Abweichung leB sich 
die magnetische Dipolkopplungskonstante a des jeweiligen Feinstruktur- 
terms bestimmen. Um hierbei eine Genauigkeit von wenigen Prozent 
zu erreichen, muB man zu relativ hohen Feldstarken gehen; dann kon- 
vergiert aber die quantenmechanische Stérungsrechnung fiir die Zeeman- 
Frequenzen nicht mehr. Man muf daher das durch den Hamilton- 
Operator (1) gegebene Eigenwertproblem exakt lésen, was im Falle des 
2Ds>-Zustandes z.B. die Berechnung von sechsreihigen Matrizen erfor- 
dert. Die Rechnungen wurden mit elektronischen Rechenmaschinen 
IBM 650 durchgefiihrt *. Es konnten so durch Messungen des AF’ =0- 
Uberganges (F=5, m=—}3)<>(F =5, m=—4) im 2D5/.-Zustand bei 
140 GauB und des Uberganges (4, —1)<(4, — 2) im 2D5).-Zustand bei 
47 GauB die magnetischen Dipolkopplungskonstanten a der beiden Zu- 
stande mit einer Genauigkeit von etwa +5% bestimmt werden. Bei 
diesen Rechnungen wurde die elektrische Quadrupolwechselwirkung 
vernachlassigt, da aus theoretischen Argumenten zu erwarten war, daB 
sie klein gegen die magnetische Dipolwechselwirkung sein sollte. Mit 
den so bestimmten a-Werten konnten nach kurzem Suchen die in Fig. 4 
und 2 eingezeichneten 18 AF =1-Ubergange gefunden und bei Magnet- 
feldern <10GauB vermessen werden. Tabelle 1 enthalt die hieraus 
errechneten Frequenzen, die den Hfs-Termabstanden beim Magnetfeld 
null entsprechen. Die angegebenen Fehler sind die vierfachen mittleren 
quadratischen Fehler. 


Tabelle 1. Frequenzen der gemessenen AF = 1-Ubergédnge beim Magnetfeld null 
] 


2D3)o-Zustand | 2Dej Zustand 
V5—4 = (1328,96 an 0,10) MHz | Ve—s — (635,003 =: 0,05) MHz 
Yara = (1085,772 = 0.015) Mic ep = (43 tte 0S 

V4—3 = (444,652 + 0,05) MHz 


Aus diesen Frequenzen ergeben sich nach (2) die in Tabelle 2 auf- 
gefithrten Werte fiir die Kopplungskonstanten a und } der beiden Zu- 
stande. Im *D;)2-Zustand wiirde sich aus den drei gemessenen Frequenzen 
auch eine magnetische Oktopol-Kopplungskonstante c bestimmen lassen, 


* Die Rechnungen wurden teils vom Institut fiir Praktische Mathematik der 
Technischen Hochschule Darmstadt und teils im Institut fiir Angewandte Mathe- 
matik der Universitat Hamburg durchgefiihrt. Unser besonderer Dank gilt Prof. 
Dr. A. WALTHER (Darmstadt) und Prof. Dr. P. WELLMANN (Hamburg) fiir ihre 
freundliche Hilfe. Ebenso méchten wir Herrn Doz. Dr. H.G. TILLMANN, Institut 
fir Angewandte Mathematik der Universitat Heidelberg, fiir seine Hilfe bei den 
Rechnungen danken. 


Bestimmung der Hyperfeinstrukturaufspaltungen 423 


“a 


Tabelle 2. Aus den gemessenen AF = 1-Ubergéngen bestimmte Kopplungskonstanten 


a und b 
ee 
2D /2-Zustand | 2D5/2-Zustand 

ee ee ee eee eee 
a= (269,560 + 0,020) MHz | a= (109,034 + 0,010) MHz 
b= — (26,37 +0,10) MHz b= (3734 + 0,10) MHz 


Die Berechnung nach den iiblichen Formeln! ergibt jedoch c= 
(—3,5 +35) kHz, so daB die magnetische Oktopolwechselwirkung bei 
der vorliegenden MeBgenauigkeit unter 
der Nachweisgrenze liegt. 

Aus den Messungen der Af = 0-Uber- 
gange ergaben sich die folgenden Werte 
fiir die g;-Faktoren der beiden Feinstruk- 
turzustande: 


&7(?D3/2) = 0,800 + 0,004 
12) == 4) 0) x 0,01 . 


Die Linienbreite der Resonanzkurven 
betrug bei allen Am —=1-Resonanzen 
(H,, | H) etwa 100 kHz, wahrend sie bei 


a 


den A m = 0-Resonanzen dar | 1) 2a Fig. 3. Schreiberkurve zweier AF =0-Re- 

schen 200 und 400 kHz lag. Fig. 3 zeigt sonanzen im *)s).-Zustand 

Resonanzkurven von AF = 0-Ubergiinge a OP eer eee 
esonanzkurven von AF = 0-Ubergangen. bei H = 140 GauB} 


E. Diskussion der Messungen 


Nach (3) und (4) lassen sich die Verhaltnisse der Kopplungskonstanten 
der beiden Feinstrukturzustande d5)9/@3). und 05)9/b3/. unter der Voraus- 
setzung, daB bei den Grundzustanden eine reine 3d 4s*-Konfiguration 
vorliegt, berechnen. In Tabelle 3 sind diese theoretischen Verhaltnisse 
verglichen mit den experimentell gefundenen Quotienten. Die Ab- 
weichungen diirften darauf zuriickzufiihren sein, daB die beiden Zu- 


Tabelle 3. Vergleich dev experimentellen Verhdltnisse der Kopplungskonstanten a und 
b dev beiden Grundzustinde mit den theoretischen Werten ftiy alkalidhnliche Zustdnde 


| Experimentell | Theoretisch Abweichung 
a 
“sia 0,4046 + 0,025% | 0,4263 ~5% 
43/2, | | 
b | 
aoe (ais 0) | 1,425 ~1% 
Ds/e | | 


stande infolge von Interkonfigurationsmischungen nicht rein alkali- 
ahnlich sind. Die Abweichungen sind allerdings sehr viel geringer als 
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bei anderen 2D-Grundzustinden mit gleicher Elektronenkonfiguration 7d, 
(n +4) s? (vgl. z.B. die Spektren La-I, Lu-I, Hf-II und Y-I7*1*™). 

Berechnet man nach (3) mit Hilfe der gemessenen Kopplungskon- 
stanten a und des aus den Kerninduktionsmessungen bekannten Wertes 


fir g, die Erwartungswerte (=) fiir die beiden Grundzustande, so 
. ; 


ergeben sich nach (3) und (4) die in Tabelle 4 aufgefiithrten Werte fir 
<H(0)> und ¢,,(0)>, die zusatzlich zu den angegebenen experimentellen 
Fehlern mit den von der Interkonfigurationsmischung herriithrenden 
grOBeren Fehlern behaftet sind. 


Tabelle 4. Evwartungswerte des Magnetfeldes und des elektrischen Feldgradienten am 
Kernort unter Voraussetzung alkalidéhnlicher Elektvonenhiillen 


2D 5/.-Zustand | 2Ds5/o-Zustand 

] 
<H(0)> | (3,9035 + 0,0005)-10®° GauB | (2,6315 + 0,0003) - 10° GauB 
@22(0)> | (5,0674 + 0,0001)- 10!’ V/cm? | (6,8140 + 0,0002) - 10!" V/em? 


Unter Verwendung der ¢@, , (0) )-Werte aus Tabelle 4 und der gemessenen 
Kopplungskonstanten 6 1aBt sich dann das OQuadrupolmoment Q aus 
beiden Zustanden berechnen, und man erhalt wegen der Interkonfigu- 
rationsmischung zwei etwas voneinander abweichende Werte: 


aus dem 7D ).-Zustand: 
Q = — (0,215 + 0,001) - 10-24 cm?, 


aus dem 7D, .,.-Zustand: 


= — (0,226 + 0,004) - 10°" cm. 


Vorbehaltlich einer genaueren Diskussion der vorliegenden Inter- 
konfigurationsmischung méchten wir daher die beiden Werte mitteln 
und als Wert fiir das Quadrupolmoment des Sc#-Kernes den Wert 


OQ (Sc?) = — (022-2 0/01) 10 cm 


angeben. 
Sternheimer-Korrekturen!® wurden nicht beriicksichtigt. 


Unser besonderer Dank gilt Herrn Prof. F.H. Spepp1nG, Iowa State College, 
Ames (USA), der freundlicherweise das metallische Scandium herstellte und Herrn 
cand. phys. 1. BENDER fir seine Hilfe bei den Messungen. Ebenso danken wir der 
Heidelberger Akademie der Wissenschaften, der Deutschen Forschungsgemeinschaft 
und dem Bundesministerium fiir Atomkernenergie und Wasserwirtschaft fiir ihre 
Unterstiitzung. 
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Aus der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt Berlin 


Untersuchungen zur Kathodothermolumineszenz I.* 
Von 
DIETRICH HAHN und K. LERTES 
Mit 8 Figuren im Text 
(Eingegangen am 24. April 1959) 


Neue Untersuchungen der Temperaturabhangigkeit der Kathodolumineszenz bei 
standiger Anregung ergaben, da das Auftreten von Maxima — dAhnlich denen 
bei Glowmessungen — bei der Erwarmung der Phosphore durch eine Variation 
der Strahldichte der anregenden Elektronen zustande kommt. Diese Strahldichte- 
variation mit der Temperatur ist eine Folge der Druckschwankungen im Rohr 
durch das Kondensieren und Adsorbieren von Gasen und Dampfen an den Leucht- 
stoffen bzw. Wanden. Hierdurch wird die Emissionsfahigkeit der Kathode modi- 
fiziert; es zeigt sich, dai Oxydkathoden anfalliger sind als Wolframkathoden. 
Durch Verbesserung des Vakuums auf 10-° Torr Totaldruck lassen sich diese 
Effekte auch bei fettgedichtetem VakuumgefaB véllig beseitigen. Dies wird durch 
gleichzeitige Messung von Anodenstrom, Druck und Lumineszenz (welche dann 
monoton verlauft) nachgewiesen. 


Einfihrung 

In einer Arbeit von GOBRECHT, HAHN und SCHEFFLER! war berichtet 
worden, daB einige Leuchtstoffe bei Anregung mit. Kathodenstrahlen 
und gleichzeitiger Temperaturerhéhung charakteristische Maxima auf- 
weisen. Wahrend die Phosphore beim Abkiihlen nur eine monotone 
Anderung des Leuchtens zeigten, traten die Maxima im wesentlichen 
beim Erwairmen von — 180 °C auf Zimmertemperatur auf; dieser Effekt 
wurde Kathodothermolumineszenz (Kathodoglow) genannt. Da die 
Deutung des Effektes einige Schwierigkeiten bereitete, wurden die Ver- 
suche unter Beachtung aller méglichen experimentellen Fehlerquellen 
wiederholt. Wahrend die eigenen Experimente abgeschlossen wurden 
erschien eine Arbeit von BrRIL, KLASENS und WESTERHOF?, in der mit- 
geteilt wird, daB bei Zn,SiO,Mn, ZnSCuAl und ZnCdSAg in einem abge- 
schmolzenen Kathodenstrahlrohr keine Kathodothermolumineszenz ge- 
funden wurde. Die Autoren weisen darauf hin, daB das Verhalten der 
Leuchtstoffe davon abhangig war, ob mit einer demontierbaren oder 
abgeschmolzenen Kathodenstrahlréhre gearbeitet wurde. Sie beschran- 
ken sich bei der Deutung ihrer Versuche auf die Vermutung, daf die 
Kathodothermolumineszenz auf eine Beeinflussung des Leuchtstoffes 
durch Adsorbate zuriickzufihren sei. 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
1 Gopsrecut, H., D. Haun u. K. SCHEFFLER: Z. Elektrochem. 61, 202 (1957). 
2 Brit, A., H. A. Kiasens u. TH. J. WESTERHOF: Physica, Haag 24, 821 (1958). 
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Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, unter Beriicksichtigung | 
der durchgefiihrten Experimente einen Beitrag zur Klarung der Kathodo- | 


thermolumineszenz zu leisten, insbesondere beziiglich der friither ge- 
fundenen Ergebnisse. 
Mef8apparatur 


Das Kathodenstrahlrohr (Fig. 1) entsprach weitgehend der friither beschrie- 
benen Ausfiihrung!. Am unteren Teil der Kugel befand sich ein zusatzlicher 
Ausfrierstutzen, der mit fliissiger Luft gekithlt werden konnte. Als Elektronen- 
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Fig. 1. Kathodolumineszenz-MeBapparatur 


quelle diente eine kommerzielle Fernseh-Oxydkathode. Die Leuchtstoffanode wurde 
zwecks guter Warmeleitung aus Kupfer gefertigt und tiber ein Zwischenstiick aus 
Kovar an einen Glasstutzen angeschmolzen. Die Leuchtstoffanode und die das 
Rohr hinter der Kathode abschlieBende Glasplatte waren mittels gefetteter Flansche 
mit dem Kathodenstrahlrohr verbunden. Die Evakuierung erfolgte iiber eine 
Kiihlfalle durch eine Quecksilberdiffusionspumpe. Die Anode wurde in einen 
Winkel von etwa 45° zur Elektronenstrahlrichtung gebracht, so da® gleichzeitig 
die Lumineszenz mit einem Photo-Multiplier gemessen werden konnte. Der Anoden- 
raum des Kathodenstrahlrohres wurde zur Ableitung der Streu- und Sekundar- 
elektronen zundchst mit einem kolloidalen Graphitiiberzug leitend gemacht und 
auf Erdpotential gelegt. Die Graphitierung wurde spdter durch einen chemisch 
erzeugten Silberspiegel ersetzt (s. nachster Abschnitt). 


Der Leuchtstoff wurde durch EingieBen von fliissiger Luft in die Leuchtstoff- 
anode abgekiihlt, wahrend zum Erwarmen ein Warmluftgeblase diente. Auf diese 
Weise konnte die Temperatur im Bereich von — 170 °C bis + 250 °C variiert werden. 
Durch Kiihlung des Ausfrierstutzens mit fliissiger Luft sollte weitgehend vermieden 
werden, daB sich beim Abkiihlen des Leuchtstoffes Kondensate auf diesem nieder- 
schlagen. 
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Untersuchungen iiber die Kathodothermolumineszenz 
bei einfachen Versuchsbedingungen 


Um den AnschluB an die friiheren Untersuchungen zu gewinnen, 
wurden Glow- und Kathodoglowmessungen an folgenden Leuchtstoffen 
vorgenommen: CaWO,, ZnSZn, ZnOZn, Zn,Si0,Mn, Bariumsilikat (mit 
Blei aktiviert) und Magnesiumarsenat (manganaktiviert). Im Hinblick 
auf die spateren Ausfiihrungen muB erwahnt werden, daB die Messungen 
bei einem Partialdruck der Permanentgase von 10-5 Torr (gemessen mit 
McLeod) durchgefiihrt wurden; der Totaldruck im Kathodenstrahlrohr 
war dabei sicherlich erheblich hoher. 
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Fig. 2. Kathodothermolumineszenz von CaWO, (schlecht entgaste Réhre, keine standige Druckkontrolle, 
Oxydkathode) 


Lrwarmung— 


Zunachst wurde gepriift, ob die Kathodothermolumineszenz durch 
eine Uberlagerung von Glow- und Anregungsleuchten zustande kommt. 
AuBer bei Bariumsilikat betrug der Anteil des Glowleuchtens weniger 
als 1% vom Anregungsleuchten. Dieses zeigte unter den gleichen Ver- 
suchsbedingungen einen Glowanteil von etwa 50% des Anregungs- 
leuchtens. Bei Steigerung der Anregungsintensitat sank der prozentuale 
Anteil des Glowleuchtens. Die so erhaltenen — durch Glowanteil 
erklarbaren — Kathodoglowkurven zeigten ein dem Glowmaximum 
entsprechendes Kathodoglowmaximum. 

In Fig. 2 ist als Beispiel fiir eine Kathodothermolumineszenz- 
messung ahnlich den friiheren Untersuchungen das Verhalten von 
CaWO, wiedergegeben. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist in den 
Diagrammen erst die Abkiihlung und dann die Erwarmung dargestellt. 
Wie man erkennt, treten bei der Erwaérmung die auch friiher beschrie- 
benen Maxima auf; allerdings ist — im Gegensatz zu friiher — bei der 
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Abkiihlung kein monotoner Verlauf zu erkennen. Die Lage der Maxima 
ist tiberdies bei allen untersuchten Leuchtstoffen sehr ahnlich; so wurde 
z.B. immer ein Kathodoglowmaximum in der Nahe von 250 °K ge- | 
funden. Die Reproduzierbarkeit der Messungen war nur in qualitativer 
Hinsicht einigermaBen befriedigend, mit den friiheren Ergebnissen konnte 
nur sehr begrenzte Ubereinstimmung gefunden werden. Die starkste 
Abweichung zeigte z.B. Magnesiumarsenat, das sich ahnlich wie Calcium- 
wolframat (Fig. 2) verhielt, wahrend frither bei Abkithlung und Er- 
warmung ein monotoner Verlauf beschrieben wurde. 

Folgender EinfluB der Versuchsparameter auf die unter diesen Be- 
dingungen (10-4 bis 10° Torr, graphitierter Anodenraum) gefundene 
Kathodothermolumineszenz wurde festgestellt: 

4. Es existiert keine Abhangigkeit von der Anodenspannung im 
Bereich von 4 bis 10 kV (Ubereinstimmung mit?). 

2. Bei Variierung der Anregungsintensitat um 3 Zehnerpotenzen 
zeigen sich — anders als frither gefunden — keine wesentlichen Ande- 
rungen. Lediglich durch Kihlung des Ausfrierstutzens verringern sich 
— in Ubereinstimmung mit! — die Schwankungen der Lumineszenz 
(Fig. 2). 

3. Mit gréBerer Heizgeschwindigkeit nahm — im Gegensatz zu fri- 
heren Beobachtungen — die Héhe der Kathodoglowmaxima zu. 

Dariiber hinaus zeigte sich, daB die Lumineszenzintensitat zunahm, 
wenn der Ausfrierstutzen wahrend der Anregung des Leuchtstoffs von 
Zimmertemperatur auf die Temperatur der fliissigen Luft abgekiihlt 
wurde. Nach Erwarmung des Ausfrierstutzens sank die Lumineszenz 
wieder auf ihren vorherigen Wert ab. Dies legte die Vermutung nahe, 
daB die Elektronenstrahldichte durch das Ausfrieren bzw. die Wieder- 
verdampfung von Kondensaten — d.h. eine Variation des Gasdrucks — 
beeinfluBt wird. 

Zur Klarung der Verhaltnisse wurde die MeBapparatur daher wie 
folgt vervollstandigt bzw. modifiziert: Es wurde eine laufende Kontroll- 
méglichkeit des Totaldruckes im Kathodenstrahlrohr mittels eines 
Penning-Manometers (MeBbereich 10~4 bis 1076 Torr) angebracht. Bei 
den Bemtihungen um ein einwandfreies Vakuum erschien die Graphi- 
tierung des Anodenraums als ungeeignet, da das kolloidal verteilte 
Graphit sehr stark Gase und Dampfe adsorbiert und hierdurch starke 
Druckschwankungen wahrend der Temperaturanderungen im Kathoden- 
strahlrohr auftreten kénnen. Deshalb wurde der Anodenraum chemisch 
versilbert und das Strahlsystem verchromt. Da zur Abdichtung aller 
Hahne, Schliffe und Flansche Siliconfett mit einem Dampfdruck 
<107 Torr? verwendet wurde, ist von hier kein starker Beitrag zu 


3 Driers, K.-R. JAECKEL: Leybold Vakuum-Taschenbuch. Berlin-Géttingen-Hei- 
delberg: Springer 1958. 
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den Kondensaten und Dampfen zu erwarten. SchlieBlich wurden ver- 
schiedene Kathoden auf ihr Verhalten gegeniiber Druckschwankungen 
untersucht. 


Messungen mit der Oxydkathode 
unter verbesserten Versuchsbedingungen 


Um eine Erklarung fiir die Strahldichteschwankungen zu finden, 
wurde mit der verbesserten Versuchsanordnung und unter Verwendung 
einer Oxydkathode gleichzeitig das Leuchten des Phosphors, der Anoden- 
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Fig. 3. Kathodothermolumineszenz (I), Anodenstrom (14) und Totaldruck (p) in Abhangigkeit von der 
Temperatur bei Abkiihlung und Erwarmung von CaWO, bei Verwendung einer Oxydkathode 


strom und der Druck in Abhangigkeit von der Temperatur der Leucht- 
stoffanode gemessen. Fig. 3 zeigt als Beispeil die mit CaWO, erhaltenen 
Ergebnisse. Wie man aus der Figur entnimmt, andert sich der Anoden- 
strom gleichsinnig mit dem Leuchten des Phosphors, der Druck jedoch 
gegensinnig. Dieses Verhalten konnte bis auf geringfiigige Abweichungen 
bei allen Messungen festgestellt werden. Der Emissionsstrom, der in 
unserer Anordnung getrennt vom Anodenstrom gemessen werden kann 
(Fig. 1), andert sich ebenfalls gleichsinnig mit dem Leuchten und dem 
Anodenstrom. AuBerdem treten wesentliche Unterschiede auf gegeniiber 
den Messungen bei graphitiertem Anodenraum (Fig. 2). So nimmt in 
Fig. 3 das Leuchten beim Abkiihlen annahernd monoton zu. Weiterhin 
ist beim CaWO, das bei 250°K hegende Kathodoglowmaximum in 
Fig. 3 schwacher ausgebildet als in Fig. 2. Weiter unten (Fig. 5) werden 
wir sehen, daB durch weitere Verbesserung der Versuchsbedingungen das 
Maximum vollig zum Verschwinden gebracht werden kann. Dieses unter- 
Z. Physik. Bd. 156 29 
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schiedliche Verhalten kann nur das Graphit als starkes Adsorbens ver- 


ursacht haben. Die Messungen gestatten allerdings nur qualitative Aus- | 


sagen, denn infolge der Absorption der Elektronen im Leuchtstoff sind | 


die Anderungen des Anodenstroms nur klein. AuBerdem ist fiir die) 


Einwirkung auf die Elektronenstrahldichte der Druck vor der Kathode 
maBgebend, das Manometer war aber seitlich an der Kugel an einem 
20 cm langen Stutzen angebracht. 


Die Ergebnisse lassen folgende Deutung zu: Beim Kiihlen der Anode | 
kondensieren sich Dampfe, die zusammen mit etwaigen weiteren, nicht- 
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Fig. 4. Kathodolumineszenz, Anodenstrom und Totaldruck bei Ktihlung und Erwaérmung des Ausfrier- 
stutzens unter der Leuchtstoffanode bei konstant gehaltenen Anregungsbedingungen (Oxydkathode) 


kondensierbaren Gasen vom Leuchtstoff adsorbiert werden, und der 
Druck im Kathodenstrahlrohr sinkt. Beim Erwarmen werden die Kon- 
densate und die Adsorbate wieder frei, der Druck steigt an. Die dabei 
beobachteten Druckmaxima (ihnen entsprechend die Minima der Lumi- 
neszenz) mitissen wohl den Kondensationstemperaturen zugeordnet 
werden. Diese Druckschwankungen beeinflussen die Elektronenstrahl- 
dichte und damit das Leuchten des Phosphors. Offenbar wird das 
Leuchten des Phosphors aber auch durch Adsorbate beeinfluBt: Andert 
man ndmlich den Anodenstrom bei konstant gehaltenem Druck um den 
Betrag, der seiner Anderung beim Abkiihlen und Erwarmen entspricht, 
so andert sich das Leuchten nur um 50 bis 70% des Betrages bei der 
Temperaturvariation. AuBerdem ist in den Kathodoglowkurven auch 
der Anteil enthalten, der durch die natiirliche Temperaturabhangigkeit 
der Lumineszenz bedingt ist. DaB aber unabhangig von diesen Erschei- 
nungen die Strahldichte und damit die Lumineszenz durch Druck- 


Untersuchungen zur Kathodothermolumineszenz I 431 


schwankungen modifiziert wird, zeigt der bereits auf S. 428 erwahnte 
Versuch. In Fig. 4 ist die Kathodolumineszenz bei Abkithlung und 
Erwarmung des Ausfrierstutzens in Abhangigkeit von der Zeit wieder- 
gegeben. Der Anodenstrom andert sich bei diesem Versuch wieder gleich- 
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Fig. 5a u. b. Kathodolumineszenz von a CaWO, und b ZnSZn in Abhangigkeit von der Temperatur bei 
verschiedenen Totaldrucken (Oxydkathode) 


sinnig mit dem Leuchten, wahrend die Druckanderung entgegengesetzt 
verlauft; die Gegenlaufigkeit des Druckes ist hier besonders deutlich zu 
sehen. 

In Fig. 5a und b ist die Kathodothermolumineszenz von CaWO, 
und ZnSZn mit dem Anfangsdruck (gemessen bei Zimmertemperatur 
der Anode) als Parameter dargestellt. Es ist deutlich erkennbar, da8 
bei Verbesserung des Vakuums die relativen Anderungen im Leuchten 

29* 
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geringer werden, wie auch mit kleinerem Anfangsdruck die Druck- 
schwankungen beim Abkithlen und Erwarmen zuriickgehen. Bei einem 
Totaldruck von 10-6 Torr und gekiihltem Ausfrierstutzen verschwindet 
die Kathodothermolumineszenz vollig. In Fig. 5a entspricht die plotz- 
liche Abnahme der Lumineszenzintensitat bei 130 °K einem geringen 
Druckanstieg, der auch beobachtet wurde. Fiir ZnSZn liegen die Ab- 
kiihlungs- und Erwarmungskurven praktisch spiegelbildlich zueinander. 
In diesem Fall traten auch keine Druckaénderungen mehr auf. 
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Fig. 6. Anodenstrom und Totaldruckverlauf im Vakuumgefa8 bei leuchtstofffreier Anode (Oxydkathode) 


Um von Nebenwirkungen des Leuchtstoffes frei zu sein und gut 
meBbare Anodenstréme zu erhalten, wurden erganzende Messungen ohne 
Leuchtstoff durchgefiihrt. Dabei wurde der Anodenstrom bei leuchtstoff- 
freier Anode in Abhangigkeit von der Temperatur aufgenommen (Fig. 6). 
Auch hier bestatigte sich in guter Naherung der gegensinnige Verlauf 
von Anodenstrom und Druck bei Temperaturaénderungen. 


Messungen mit der Wolframkathode 
unter verbesserten Versuchsbedingungen 

Um den Einflu8 der Druckschwankungen auf die Elektronenstrahl- 
dichte bei verschiedenen Kathodenarten zu studieren, wurden die mit 
der Oxydkathode durchgefiihrten Messungen mit einer Wolframkathode 
wiederholt. Als Kathode verwendeten wir zunachst eine Gliihlampen- 
wendel, die einen geringen Prozentsatz Thoriumoxyd enthielt, und die 
durch geeignete Warmebehandlung aktiviert werden muBte. 

Fig. 7 zeigt die mit CaWO, erhaltenen Ergebnisse. Es sind wieder 
Lumineszenz, der Anodenstrom und der Druck in Abhangigkeit von der 
Anodentemperatur aufgetragen. Aus der graphischen Darstellung ist 
bei Erwarmung cine gleichsinnige Anderung von Leuchten, Anodenstrom 
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und Druck zu ersehen, also ein anderes Verhalten als bei der Oxyd- 
kathode, bei welcher die Druckabhangigkeit gegensinnig verlief. Wah- 
rend der Abkiihlung steigt das Leuchten allerdings bei fallendem Anoden- 
strom an, weil die Zunahme des Leuchtens auf Grund der natiirlichen 
Temperaturabhangigkeit der Lumineszenz starker ist als die Intensitats- 
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Fig. 7. Kathodolumineszenz, Anodenstrom und Totaldruck in Abhangigkeit von der Temperatur bei 
Abkthlung und Erwarmung von CaWO, bei Verwendung einer Wolframkathode 
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Fig. 8. Kathodolumineszenz von CaWO, in Abhangigkeit von der Temperatur bei verschiedenen 
Totaldrucken (Wolframkathode) 


abnahme infolge abnehmender Elektronenstrahldichte. In Fig. 8 ist das 
Leuchten fiir zwei verschiedene Anfangsdrucke dargestellt. Bei kleinerem 
Druck ist der Anstieg der Lumineszenz beim Abkiihlen starker als bei 
hdherem Druck. Es treten auch keine Maxima mehr in der Erwarmungs- 
kurve auf; Abkiihlungs- und Erwarmungskurve liegen spiegelbildlich 
zueinander. Bei 10~° Torr wurde trotz auftretender Druckschwankungen 
keine Anderung des Anodenstroms mehr festgestellt. Auch hier ist ein 
Unterschied gegentiber der Oxydkathode zu bemerken, insofern als die 
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Kathodothermolumineszenz bei der Wolframkathode schon. bei schlech- 
terem Vakuum verschwindet. 
Die Messung des Anodenstroms bei leuchtstofffreier Anode bestatigte 


den gleichsinnigen Verlauf von Anodenstrom und Druck. Bei einem 


Druck von 10-5 Torr traten auch ohne Kiihlung des Ausfrierstutzens 
keine meBbaren Anderungen des Anodenstroms mehr aut. 

SchlieBlich machten wir noch einen Versuch mit einer reinen Wolf- 
ramkathode, die sich hinsichtlich der Druckabhangigkeit des Anoden- 
stroms genau so verhielt, wie das thorierte Wolfram, aber noch bei 
10-5 Torr etwas starkere Emissionsschwankungen zeigte als thoriertes 
Wolfram. 


Diskussion der Messungen 


Die primare Ursache fiir das Auftreten der Kathodothermolumines- 
zenz ist nach unseren Untersuchungen eine Anderung des Druckes im 
Kathodenstrahlrohr, insbesondere im Anodenraum, wahrend der Varia- 
tion der Temperatur der Leuchtstoffanode. Diese Druckanderung wird 
durch Kondensation von Dampfen beim Abkiihlen und ihre Wieder- 
verdampfung beim Erwarmen hervorgerufen und bewirkt Schwankungen 
der Elektronenstrahldichte. Durch diese Schwankungen, die durch 
Messung des Anodenstroms nachweisbar sind, wird die Lumineszenz 
wahrend der Abkithlung und der Erwarmung mehr oder weniger stark 
beeinfluBt. Fiir das Auftreten der Kathodothermolumineszenz ist nach 
unserer Ansicht die Giite des Vakuums nicht allein entscheidend; zur 
Vermeidung der Maxima der Kathodothermolumineszenz ist viel wich- 
tiger, den Druck im Kathodenstrahlrohr konstant zu halten. Dies ist 
allerdings leichter zu erreichen, wenn das Vakuum besser als 10-6 Torr ist. 

Als Ursache fiir die Schwankungen der Elektronenstrahldichte kom- 
men Sekundarelektronenprozesse oder Inkonstanz der Elektronen- 
emission in Betracht. Da bei dem verwendeten Vakuum die freie Weg- 
lange fiir Elektronen und Gasmolekiile gréBer als die GefaBdimensionen 
ist, diirften Sekundarelektronenprozesse allenfalls dann eine Rolle 
spielen, wenn beim Erwarmen der Dampfdruck vor der Anode kurz- 
zeitig stark ansteigt. Gegen einen wesentlichen Anteil von Sekundar- 
elektronenprozessen an den Strahldichteschwankungen spricht auch die 
Tatsache, daB je nach der Art der verwendeten Kathode die Strahldichte- 
schwankungen eine andere Druckabhangigkeit zeigten, und daB sowohl 
der Anodenstrom wie der Emissionsstrom der Kathode im gleichen 
Sinne bei Druckanderungen schwankte. Man darf daher wohl annehmen, 
daB die Schwankungen der Elektronenstrahldichte auf einer druck- 
abhangigen Emission der Kathode beruhen. In diese Deutung laBt sich 
der gefundene EinfluB der Versuchsparameter zwanglos einordnen. So 
werden z.B. die Kathodoglowmaxima mit gréBerer Heizgeschwindigkeit 
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ausgepragter, da die Adsorbate dann in kiirzerer Zeit frei werden und 
somit die Druckschwankungen starker sind. Da&B bei den einzelnen 
Leuchtstoffen und der leuchtstofffreien Anode die Lage der Kathodo- 
glowmaxima etwas verschieden ist (Fig. 3 und 6), kann darin begriindet 
sein, daB die Adsorbate verschieden stark gebunden werden. 

Die Messungen ergaben, da8 die Oxydkathode wesentlich stér- 
anfalliger gegen Druckanderungen ist als die Wolframkathode. Die 
Emission der Oxydkathode sinkt, wenn der Druck ansteigt. Dieser 
Befund wird durch die Tatsache bestarkt, daB Oxydkathoden praktisch 
durch alle Gase und Dampfe vergiftet werden. Bei der Wolframkathode 
dagegen hatte ein Druckanstieg eine emissionsférdernde Wirkung zur 
Folge. Bei der Vielzahl der médglichen Gas- und Dampfreste ist es 
ziemlich aussichtslos, Vermutungen iiber die Wechselwirkung eines Rest- 
gases mit der Kathode anzustellen. Immerhin ware es méglich, die 
Emissionsverbesserung der Wolframkathode etwa durch Verunreinigung 
durch Bariumatome (z.B. durch den vorherigen Betrieb der Oxyd- 
kathode) zu erklaren. AuBerdem kann der Leuchtstoff durch das Elek- 
tronenbombardement zersetzt worden sein. Im iibrigen sind offenbar 
weniger die Fettdampfe (mit ihrem Dampfdruck von <107?° Torr) 
stérend als andere Dampfe bzw. Gase, z.B. Quecksilberdampf, Wasser- 
dampf oder Sauerstoff. Da die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit aber 
in der Klarung des Leuchtstoffeffektes der Kathodothermolumineszenz 
lag, mag die Feststellung geniigen, daB es solche Deutungsméglichkeiten 
durchaus gibt. 

Aus anderen Messungen — z. B. Lumineszenzanderung bei Varia- 
tion des Anodenstroms bei konstantem Druck, Beeinflussung von 
Glowkurven durch verschiedene Gasdrucke — la8t sich schlieBen, daB 
auch eine direkte Beeinflussung des Leuchtstoffes durch Adsorbate statt- 
finden kann. Hierfiir ist sicher die Giite des Vakuums bzw. die Art der 
Restgase im Kathodenstrahlrohr von groBer Bedeutung. Ob die Ka- 
thodothermolumineszenz auBer durch Elektronenstrahlschwankungen 
auch durch derartige Wechselwirkungen bedingt sein kann, sollen wei- 
tere Untersuchungen ergeben. 
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Uber die Verstarkung und Ausléschung 
der Lumineszenz manganaktivierter Zinksulfide 
durch elektrische Felder* 
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H. GoBREcHT und H.-E. GUMLICH 


Mit 5 Figuren im Text 
(Eingegangen am 18. Mai 1959) 


Es werden Ergebnisse weiterer Untersuchungen iiber den Einflu8 elektrischer 
Felder auf die Lumineszenz manganaktivierter Zinksulfide gegeben, die durch 
Roéntgen- bzw. ultraviolette Strahlen erregt werden. Aus der Abhangigkeit der 
Elektrophotolumineszenz dieser Substanzen von der Art und Starke der anregenden 
Strahlung sowie von der Starke und Frequenz des elektrischen Feldes wird der 
Schlu8 gezogen, daB8 die Feldverstarkung der pulverf6rmigen manganaktivierten 
Zinksulfide nicht als strahlungskontrollierter Destriau-Effekt zu deuten ist, sondern 
da8 vielmehr ein Transportmechanismus vorliegt. 


I. Einftthrung 


Die Emissionsstrahlungsstarke kristalliner Leuchtstoffe kann durch 
elektrische Felder beeinfluBt werden. Die Wirkung, die die elektrischen 
Felder dabei auf Phosphore ausiiben, hangt, wie bekannt ist, von der 
Art der Leuchtstoffe ab. Viele Leuchtstoffe der ZnS-Klasse sind durch 
elektrische Felder anzuregen (Destriau-Effekt)’?. Andere zeigen beim 
Anlegen elektrischer Felder nach oder wahrend der Anregung durch 
R6éntgen- oder ultraviolette Strahlen einen kurzen Lichtblitz (Gudden- 
Pohl-Effekt) * oder eine voriibergehende Ausléschung. Einige Phosphore 
leuchten solange schwacher, als sie wahrend der Anregung einem elektri- 
schen Wechselfeld ausgesetzt werden (Dechéne-Effekt, Feldausléschung) ¢. 
An einer Leuchtstoffgruppe kann auch der umgekehrte Vorgang, namlich 
die Verstarkung der Lumineszenz durch elektrische Felder beobachtet 
werden (,,Feldverstarkung“‘). Uber diesen Feldverstarkungseffekt be- 
richteten im Jahre 1954 zuerst G. und M. DEstTRIAU, die ihn an mangan- 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 

1 DESTRIAU, G.: J. Chim. Phys. 33, 587 (1936). 

2 Zusammentassende Arbeiten: DEsrTrRIAU, G., u. H. F. Ivey: Proc. Inst. Radio 
Engrs. 43, 1911 (1955). — Matosst, F.: Elektrolumeneszenz und Elektrophoto- 
lumineszenz, Braunschweig: Friedrich Vieweg 1957. 

3 GUDDEN, B., u. R. Pout: Z. Physik 2, 192 (1921). 

4 DECHENE, G.: C. R. Acad. Sci., Paris 201, 139 (1935). 
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aktivierten, pulverférmigen Zinkkadmiumsulfiden bemerkten®. Viele 
dieser Zinkkadmiumsulfide zeigen in elektrischen Feldern ein ungewéhn- 
liches Verhalten. Werden sie durch langwellige ultraviolette Strahlen 
zum Leuchten angeregt, so ruft ein gleichzeitig einwirkendes elektrisches 
Feld eine Herabsetzung der Lumineszenz, also eine Feldausléschung 
hervor. Werden dieselben Leuchtstoffe dagegen mit Roéntgenstrahlen 
erregt, so hat ein zusatzliches Wechselfeld eine Verstarkung der Emission 
zur Folge® *. 

Kurze Zeit nach diesen ersten Mitteilungen iiber die Feldverstarkung 
der Lumineszenz ,,normaler‘ pulverférmiger manganaktivierter Leucht- 
stoffe gaben CUSANO und WILLIAMS eine Beschreibung von Versuchen, 
bei denen sie an aufgedampjten ZnS (Mn)-Schichten durch elektrische 
Felder eine betrachtliche Lumineszenzverstarkung erzielen konnten® °. 
Sie verwendeten dabei — im Gegensatz zu DESTRIAU und seinen Mit- 
arbeitern — Gleichfelder und beobachteten die Feldverstérkung bei 
Anregung durch ultraviolettes Licht. 

Eine dritte — wahrscheinlich von beiden anderen Effekten unab- 
hangige — Art der Feldverstarkung konnten in letzter Zeit THORTON 
und Woops!” " nachweisen. Sie beobachteten, daB viele nicht Mn akti- 
vierte, durch elektrische Felder anregbare Leuchtstoffe eine — wenn 
auch geringe Feldverstarkung zeigen. Einzelheiten tiber diese Feldver- 
starkung liegen noch nicht vor. 

Die vorlegende Arbeit befaBt sich mit der zuerst beobachteten Art 
der Feldverstarkung, namlich derjenigen, die an den fulverférmigen, 
manganaktivierten Leuchtstoffen auftritt. Eine Reihe von Autoren 
gaben bereits Einzelheiten iiber diese Feldverstarkung. MATTLER be- 
obachtete eine Verstarkung der Lumineszenz bei Anregung mit «-Strah- 
lung!” und gab eine Temperaturkurve fiir Verstarkung bei Réntgen- 
strahl-Erregung an}%. Wir selbst konnten eine Feldverstarkung an den 
pulverférmigen Substanzen auch bei Anregung mit ultravioletten und 
mit Kathodenstrahlen (etwa gleichzeitig mit JAFFE)!* nachweisen und 


5 DESTRIAU, G., u. M. Destriau: Meeting of the Elektrochem. Soc., Chicago, 
2. bis 6. Mai 1954. 

6 DESTRIAU, G., J. MATTLER, M. DEsTRIAU u. H.-E. GuMLIcuH: J. Electrochem. 
Soc. 102, 682 (1955). 

7 Gumvicu, H.-E.: J. Phys. Radium 17, 117 (1956). 

8 Cusano, D. A.: Phys. Rev. 98, 546 (1955). 

9 WiLLiaMS, F. E.: Phys. Rev. 98, 547 (1955). 

10 THorTON, W.A.: Internationale Tagung tiber Festkérperphysik, Briissel, 
2. bis 7. Juni 1958. 

11 Woops, J.: Electronics and Control 3, 531 (1957). 

12 MaTTLeER, J.: J. Phys. Radium 17, 758 (1956). 

13 MaTTLER, J.: Meeting of the Electrochem. Soc., Washington, 12. bis 17. Mai 


11957. 
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fanden in Ubereinstimmung mit Drsrriau, daB nur die langwellige 
Emission dieser Leuchtstoffe verstarkt wird™ }°. DEsTRIAU untersuchte 
dariiber hinaus die fiir die Verstarkung optimale Leuchtstoffzusammen- 
setzung bei Verwendung von Gold als Koaktivator™ und fand, daB der 
Leuchtstoff ein ,,Gedachtnis“ fiir vorangegangene gleichzeitige Einwir- 
kung von Réntgenstrahlen und Feld besitzt?®. 


Die Versuche zur Deutung der Feldverstarkung, die bis jetzt auf 
Grund der vorliegenden experimenteilen Ergebnisse unternommen wur- 
den, gehen von grundlegend verschiedenen Annahmen aus. 


Cusano und WiLiiAms* ® nehmen an, daB die Feldverstarkung ganz 
allgemein als strahlungskontrollierter Destriau-Effekt zu deuten ist, daB 
also der eigentliche Anregungsvorgang durch das elektrische Feld er- 
folgt, wahrend die absorbierte Strahlung nur die Voraussetzung fiir die 
Feldanregung schafft. Wir selbst hatten, nach den ersten vorlaufigen 
Ergebnissen — in Ubereinstimmung mit D. Curie, G. DEsTRIAU und 
Ivey?! die Vermutung ausgesprochen, daB der Verstarkung der Lumi- 
neszenz pulverformiger, manganaktivierter Zinksulfide ein eigener Me- 
chanismus zugrunde liegen miisse?®. 


Um diesen Mechanismus aufzuklaren, unternahmen wir erganzende 
Untersuchungen tiber das Verhalten der ZnS (Mn)-Leuchtstoffe in elek- 
trischen Feldern in Abhangigkeit von Feldstarke und Frequenz, Anre- 
gungsintensitat und Aktivatorgehalt. Die Ergebnisse der Untersuchun- 
gen werden in dieser Arbeit beschrieben. In einer folgenden Arbeit 
werden wir tiber den Einflu8 der Anregungswellenlange und der Tempe- 
ratur berichten und ein Modell beschreiben, in dem die bis jetzt vor- 
liegenden Ergebnisse am besten gedeutet werden kénnen. 


II. Experimentelle Anordnung 


Zur Untersuchung der Leuchtstoffe wurden die bekannten Leucht- 
kondensatoren verwendet: Die Phosphore befanden sich zwischen zwei 
Elektroden, von denen zumindest eine fiir die anregende Strahlung 
(ultraviolette oder R6éntgenstrahlung), ferner eine fiir das emittierte 
Lumineszenzlicht durchlassig war. Im allgemeinen wurden die Phos- 
phore in durchsichtige Dielektrika eingebettet. Nur bei der Bestimmung 
der Temperaturabhangigkeit wurde auf jegliche Einbettung verzichtet. 


15 Gosrecnut, H., H.-E. Gumiicu, H. NELtKowsk1 u. D. LANGER: Z. Physik 149, 
504 (1957). 

16 Jarre, P. M.: Meeting of the Electrochem. Soc., Washington, 12. bis 16. Mai 
1957. 

W” DEsTRIAU, G.: Meeting of the Electrochem. Soc., Washington, 12. bis 16. Mai 
1957. 

18 DESTRIAU, G.: Z. Physik 150, 447 (1958). 

19 CurRIE, D.: Colloque International sur la Luminescence, Paris 1956. 
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Die Leuchtstoffe wurden durch pulsierende oder konstante Roéntgen- 
bestrahlung bzw. durch ultraviolettes Licht von Xenon- oder Queck- 
silberlampen angeregt, das durch Filter oder durch einen Monochromator 
spektral zerlegt war. 

Wahrend der Anregung wurden elektrische Spannungen verschie- 
dener Hohe, Frequenz und Impulsform an den Leuchtkondensator 
gegeben. Das emittierte Lumineszenzlicht wurde — nach spektraler 
Zerlegung durch Interferenz- und Farbglasfilter — durch Photozellen mit 
Sekundarelektronenvervielfachung gemessen. Diese Messung erfolgte in- 
tegrierend (mit Galvanometern) und zeitlich aufgelést (oszillographisch). 
Untersucht wurden Zinksulfide, die mit 107 bis 10-7 Gewichtsteilen 
Mangan (bezogen auf die Grundsubstanz) aktiviert waren. 


III. Experimentelle Ergebnisse 


1. Uber die Abhangigkeit der Feldeinwirkung von der Emissionswellen- 
lange. In den manganaktivierten Zinksulfiden tritt neben einer gelben 
auch eine blaue Emissionsbande auf. Dabei ist, wie bereits KROGER 
beobachtete°, die gelbe Emissionsbande um so starker, je gréBer der 
Mangangehalt der Leuchtstoffe ist. Die blaue Bande dagegen wird mit 
zunehmendem Aktivatorgehalt schwacher. Entscheidend fiir die Kennt- 
nis des Mechanismus der Feldverstarkung ist die Frage nach dem Ver- 
halten beider Emissionsbanden im elektrischen Felde. Ist naémlich die 
Feldverstarkung verbunden mit einer Zunahme der Gesamtzahl der 
Elektronenrekombinationen, so ist zu erwarten, daB sowohl die gelbe als 
auch die blaue Bande im elektrischen Felde verstarkt wird. 

Bei den Untersuchungen mit Rontgenstrahlen, tiber die wir bereits 
berichtet haben!*, wurde die gelbe Bande zwar verstarkt, wenn der 
Aktivatorgehalt giinstig gewahlt war (10% bis 10°? Gewichtsteile der 
Grundsubstanz), die blaue Emission dagegen wurde unabhangig vom 
Mangangehalt durch elektrische Wechselfelder ausgeléscht. Unsere 
Untersuchungen mit solchen Leuchtstoffen, die durch ultraviolettes 
Licht angeregt wurden, bestatigten diese Beobachtung. Auch bei An- 
regung durch ultraviolettes Licht gelang es, unter giinstigen Bedingungen 
die gelbe Emission geringfiigig zu verstarken. Der fiir die Verstarkung 
optimale Aktivatorgehalt lag auch in diesem Falle zwischen 1074 und 
40 48 Gewichtsteilen Mangan. 

Die blaue Emission dagegen konnte in keinem Falle verstarkt werden, 
sie wurde — unabhangig von den Anregungsbedingungen — durch das 
elektrische Feld ausgeléscht. Dabei zeigte sich, daB bei Ultraviolett- 
anregung im Gegensatz zur Roéntgenanregung die Ausléschung der 
blauen Emission durch die elektrischen Felder um so geringer ist, je 


20 KROGER, F. A.: Diss. Amsterdam 1940. 
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groBer der Mangangehalt der Leuchtstoffe ist. Fig. 1 gibt eine Ubersicht | 
iiber die Anderung der spektralen Verteilung der manganaktivierten 
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anregung, Feldfrequenz 50 kHz. c Ultraviolettanregung, Feldfrequenz 50 Hz 


a R6ntgenanregung, Feldfrequenz 50 Hz. b Ultraviolett- 


Zinksulfide bei Anregung durch ultraviolettes Licht und bei einer Feld- 
frequenz von 50 Hz und 50 kHz wieder. Als Ordinate ist der Feldfaktorg, 
d.h. die Strahlungsstarke der Leuchtstoffe im elektrischen Feld J geteilt 
durch die Strahlungsstarke ohne Feld J) gewahlt. Zum Vergleich sind 
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die Feldfaktoren der betreffenden Leuchtstoffe bei Rontgenanregung 
wiedergegeben. Es zeigt sich also, daB unabhangig von den Anregungs- 
bedingungen bei allen ZnS (Mn)-Leuchtstoffen, die sowohl eine blaue 
als auch eine gelbe Emissionsbande besitzen, mit der Feldverstarkung 
der gelben eine Feldausléschung der blauen Emission auftritt. Wir neh- 
men deshalb an, daB die Feldverstarkung nicht durch eine Erhohung der 
Gesamtzahl der Elektronenrekombinationen zustande kommt. Wir ver- 
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banden der Leuchtstoffe mit verschiedenem Aktivatorgehalt von der Kondensatorspannung. Parameter: 
Aktivatorgehalt. a Rontgenanregung, Feldfrequenz 50 Hz. b Ultraviolettanregung, Feldfrequenz 50 kHz 


muten vielmehr, da die Zahl der iiber die ,,gelben“ Manganzentren 
rekombinierendenElektronen auf Kosten der Rekombinationen tiber andere 
Zentrenarten erhéht wird. Am EinfluB, den Feldstarke, Feldfrequenz und 
Anregungsintensitat auf die Feldverstarkung haben, laBt sich diese 
Hypothese tiberpriifen. 

2. Einflu® der Feldstarke. Bekanntlich wachst die Strahlungsstarke 
elektrolumineszierender Leuchtstoffe unter Feldanregung exponentiell 
mit der Feldstarke?. Die Feldverstarkung der gelben Emission dagegen 
steigt ganz allgemein schwacher als linear mit der Kondensatorspannung. 
Dies gilt sowohl fiir den Fall der Anregung mit Réntgenstrahlen als auch 
fiir den Fall der Ultraviolettanregung (Fig. 2). Ist die Aktivierung nicht 
zu stark (10-4 Gewichtsteile Mn), so erreicht der Feldfaktor unter 
Ro6ntgenanregung bald einen Sattigungswert. Unter Ultraviolettanregung 
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wird diese Sattigung auch bei stérkerer Aktivierung bald erreicht, 
die Feldverstarkung bleibt aber wesentlich geringer. 

In Fig. 2 ist auch die Feldausléschung der blauen Emissionsband¢ 
wiedergegeben. Bemerkenswert ist dabei, daB bei dem Leuchtstoff, dex 
die Verstairkung der gelben Bande am ausgepragtesten zeigt (107° Ge; 
wichtsteile Mn), der Feldfaktor der blauen Emission in demselben MaBe 
abnimmt, wie der der gelben Bande wachst. Unabhangig vom Aktivator- 
gehalt der Leuchtstoffe gilt aber grundsatzlich, daB die Feldausloschun 
der blauen Emission schwacher als linear mit der Feldstarke wachst. 

Diese Beobachtungen lassen sich gut durch die Energietransport- 
hypothese der Feldverstaérkung deuten: Da Feldverstarkung der gelben 
und Feldausléschung der blauen Bande dieselbe sublineare Spannungs- 
charakteristik mit Sattigungstendenz besitzen, darf man annehmen, daf 
die den ,,blauen‘‘ Grundgitterzentren entzogene Energie den Mangan- 
zentren zugute kommt. Allerdings gilt dies offensichtlich nicht fiir die 
gesamte, den blauen Zentren entzogene Energie, sondern nur fiir eine 
je nach Leuchtstoff, Art der Anregung und Frequenz des Feldes ver 
schieden groBen Anteil. Der andere Teil der Energie wird nicht de 
Manganzentren zugefiihrt, sondern wird in Form von strahlungslosen} 
Ubergangen umgesetzt. 


3. Abhangigkeit von der Feldfrequenz. Wie bereits friiher gezeigt, 
wird durch ein konstantes elektrisches Feld weder eine dauernde Ver 
starkung noch eine dauernde Abschwachung der Lumineszenz erzielt. 
Beide Effekte werden an pulverférmigen Substanzen nur beobachtet, 
wenn Wechselfelder verwendet werden. Dasselbe gilt auch dann, wenn! 
die Lumineszenz durch die Wirkung der elektrischen Felder angeregt 
wird. Dabei wachst die Starke der Emission in weiten Bereichen linea 
mit der Feldfrequenz an®. Unsere Untersuchungen iiber die Feldver- 
starkung bei Réntgenstrahlanregung ergaben nun, daB in diesem Falle 
die Frequenzabhangigkeit eine ganz andere ist als beim Destriau-Effekt: 
Die Feldverstarkung der durch Réntgenstrahlen angeregten Lumineszenz 
zeigt keinen Anstieg, wenn die Frequenz von 50 Hz auf 50 kHz erhoht 
wird. Der Feldfaktor g fallt im Gegenteil zwischen 500 und 5000 Hz 
leicht ab. Die gleichzeitig auftretende Ausléschung der blauen Emissions- 
bande ist in diesem Frequenzbereich — von kleinen Abweichungen bei 
sehr hohen Feldfrequenzen abgesehen — unabhangig von der verwen- 
deten Feldfrequenz (Fig. 3). 

Die Messungen bei Anregung mit wltraviolettem Licht fiihrten zu 
anderen Ergebnissen. Auch dabei ist der Einflu8 der Feldfrequenz auf 
die Lumineszenz gering im Vergleich zur Wirkung, die eine Frequenz- 
anderung beim Destriau-Effekt hat®. Es zeigt sich aber, wie bereits 
friiher kurz erwahnt, daB die gelbe Emission stirker wird, wenn die 
Feldfrequenz wachst; der Feldfaktor der gelben Emission nimmt also 
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zu, wenn die Feldfrequenz erhéht wird. Regt man Leuchtstoffe mit 
groBem Aktivatorgehalt geniigend stark an, so geht die Feldausléschung 
mit dem Anwachsen der Feldfrequenz in eine Feldverstarkung iiber. 
Bemerkenswert ist, daB unter gleichen Anregungsbedingungen auch die 
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Ausléschung der blauen Emission durch das elektrische Feld unter 
gleichen Anregungsbedingungen mit steigender Feldfrequenz starker 
wird. Die blaue Bande wird also schwacher, wie Fig. 4 zeigt. Wir 
betrachten dies als weiteren Hinweis auf den engen Zusammenhang 
zwischen der Feldausléschung der blauen und der Feldverstarkung der 


gelben Emission. 
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Fig. 4. Abhangigkeit des Feldfaktors q von der Feldfrequenz bei Ultraviolettanregung. Leuchtstoff mit 
10-3 Gewichtsteilen Mangan aktiviert. Gelbe (580 mu) und blaue (480 my.) Emissionsbande. Parameter: 
Starke der Anregung. Dabei verhalt sich die Starke der Anregung der oberen zu der der unteren Kurve 
sowohl bei der blauen als auch bei der gelben Bande wie 10:1 


4. EinfluB der Anregungsstérke auf Feldverstarkung und Feldaus- 
léschung. Folgt man einer von F. Matoss1 gegebenen Gleichung”, 
so muB die Starke der anregenden Bestrahlung groBen Einflu8 auf ae 
Feldverstarkung und auf den Feldfaktor g haben. Der Matossische An- 
satz beruht auf der Annahme, da®B die Zahl der Elektronen im Leitungs- 


21 Mreoced F.: Phys. Rev. 99, 1332 (1955). 
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band durch Sto8prozesse im elektrischen Feld vervielfacht wird und 
fiihrt zu einer Beziehung, die die Abnahme der Verstarkung mit steigen- 
der Anregungsintensitat voraussagt. Ein ahnliches Verhalten wurde an 
den von CusANo aufgedampften Schichten tatsachlich beobachtet. 


Aus unseren Messungen folgen fiir die pulverférmigen manganakti- 
vierten Zinksulfide jedoch andere Abhangigkeiten des Feldfaktors von 
der Starke der Anregung. Eine Abnahme des Feldfaktors mit steigender 
Anregungsintensitat konnte weder bei der blauen noch bei der gelben 
Emissionsbande festgestelilt werden. 


AL gelbe Emission blave Emission 
To = 40 
ah mee ae Zn8 (70-4) 
z6/ Oat 
44 Zn$ (70-9 Mn) = 
HENE 4 6 eee ——— 
a ' 1 
$ Be 20 10 60 80 o i: 2 yi ere 
Z Es ZO 40 60 80 700 T20 TO 1760 
Nae ZnS (70-#Mn) x 40 
GS = 
SFE ee ge en] Sl an 8 (10 -*Mn) 
y 5 0 5 20 SS & 
eu Ss 2 
40 2n$(70-5Mn) a6 
; teh et a pe a ey 1 1 \ \ 
Bo set yo Se a 1p 2 e140 60 
Z up 70 75 4 
cn 2 . -6 
Strahlungsstarke\o| wilh. Einh.| Zn (70-*tn) 
cn Ash 
eee 
F eK x 
Fig. 5a u. b. Abhangigkeit des Feldfaktors g von der G6\- ae a 
Starke der Anregung. Als MaB fiir die Starke der pers L L 1 1 = 1 1 
Anregung wurde die Starke der Lumineszenz ohne 4D VP te 80 100 : G0 140, 160 
Feld gewahlt. Rontgenanregung. a Gelbe Emission Strahlungsstarke o|willk. Linh.) 
(580 mu). b Blaue Emission (480 my.) b 


Als Beispiel ist in Fig. 5a und 5b das Verhalten einiger Leuchtstoffe 
unter Rontgenanregung wiedergegeben. Dabei ist als MaB fiir die Starke 
der Anregung die Starke der Lumineszenz der Leuchtstoffe ohne Feld (J,) 
gewahlt. Dadurch stellen die Kurven unmittelbar die Anderung der Zahl 
der mit Emission einer bestimmten Wellenlange verbundenen Elektronen- 
iibergange durch das Feld als Funktion der Gesamtzahl dieser Uber- 
gange dar. 

Wie aus der Fig. $a ersichtlich ist, steigt der Feldfaktor der gelben 
Emissionsbande bei geringen Anregungsstarken zunachst leicht an, er- 
reicht aber bald einen Sattigungswert. Der Feldfaktor der gelben Bande 
ist also in weiten Bereichen unabhangig von der Anregungsstarke. Der 
Feldfaktor der blauen Emissionsbande dagegen wachst mit steigender 
Anregungsstaérke, ohne daB bis jetzt eine Sattigung erreicht werden 
konnte. In ihrer Abhangigkeit von der Anregungsstarke gehen die Feld- 
faktoren der gelben und blauen Bande also nicht parallel. 


Bei ultravioletter Anregung erhalt man Kurven, die naherungsweise 
denen entsprechen, die man mit Réntgenanregung gewinnt. 
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Zusammenfassung 


Um zur Klarung des Mechanismus der Lumineszenzverstarkung durch 
elektrische Felder beizutragen, wurden die Versuche an pulverférmigen, 
manganaktivierten Zinksulfiden, die durch Réntgen- oder ultraviolette 
Strahlen angeregt wurden, fortgesetzt. Dabei wurde festgestellt, daB der 
fiir die Feldverstarkung der gelben Emissionsbande giinstige Aktivator- 
gehalt sowohl bei Ultraviolett- als auch bei Réntgenanregung in der 
GréBenordnung von 10-3 Gewichtsteilen Mangan liegt. Eine Verstarkung 
der blauen Emissionsbande dagegen konnte bei keinem der untersuchten 
Leuchtstoffe gefunden werden. Es ergab sich, daB in allen Fallen, in 
denen auBer einer gelben auch eine blaue Bande auftritt, neben der Ver- 
starkung des gelben eine Abschwachung des blauen Lumineszenzlichtes 
beobachtet wird. Im Gegensatz zum Destriau-Effekt steigt die Feld- 
verstarkung schwacher als linear mit der Feldstarke und strebt einem 
Sattigungswert zu. Der Einflu8, den die Feldfrequenz auf die Feld- 
verstarkung hat, ist gering und hangt von der Art der anregenden 
Strahlung ab. Mit wachsender Anregungsintensitat steigt die Feldver- 
starkung an und erreicht einen Sattigungswert. Aus den Ergebnissen 
wird geschlossen, daB das elektrische Feld bei der Feldverstarkung nicht 
zusatzlich Elektronen aus dem Valenzbandsystem ins Leitungsband- 
system hebt, dem Leuchtstoff also zusdtzliche Anregungsenergie zufiihrt. 
Es wird vielmehr angenommen, da8 das elektrische Feld im Leuchtstoff 
einen Energietransport bewirkt, also den Manganzentren (gelbe Emission) 
Ladungstrager zufiihrt, die den Grundgitterzentren (blaue Emission, 
strahlungslose Ubergange) entzogen werden. Eine genauere Deutung 
soll an Hand weiterer experimenteller Ergebnisse in einer folgenden Arbeit 
gegeben werden. 
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Operatoren der Elektronenbeugung am Kristallgitter * 
Von 
H. NIEHRS 


Mit 9 Figuren im Text 
(Eingegangen am 11. Juli 1959) 


Durch Einfiihrung einer physikalisch begriindeten Bedingung fiir die Wellenfeld- J} 


abstrahlung von Grenzflachen ins Kristallinnere kann auf der Basis der dynamischen 
Theorie auch die Strahlenkopplung an der einzelnen Grenzflache eindeutig dar- 
gestellt werden. Die zugehGrige strengere Randbedingung ermoglicht es, nicht nur 
das dynamische Gleichgewicht der ebenen Partialwellen in einer planparallelen 
Kristallplatte, sondern (in Analogie zur Optik an begrenzten homogenen Medien) 
auch die kausale Aufeinanderfolge der einzelnen Strahlvorgange zu beschreiben. 
Jedem solchen Einzelvorgang (Mehrfach-Reflexion, Mehrfachbrechung, Durchlauf, 
Austritt mit Wellenfeldzerfall) 1a48t sich ein Matrixoperator zuordnen, der die 
Transformation der Amplitudenverteilung nach méglichen Strahlrichtungen im 
Vakuum und im Kristall beschreibt. Die wiederholten und die resultierenden 
Abstrahlungen der planparallelen Kristallplatte ins Vakuum kénnen damit sowohl 
im Laue-Fall wie im Bragg-Fall explizit formulert werden, ohne da8&B Strahlstruk- 
turen im Kristall bestimmt zu werden brauchen. 


Finleitung 
Im Jahre 1953 machte v. LAUE in einem kurzen Aufsatz! auf die 
Bedeutung des Stromdichtevektors der Wellenfelder fiir die Beurteilung 
der Elektronenstrahlwege im Kristall aufmerksam. Mir scheint heute, 
daB dieser Hinweis das Tor fiir eine wichtige Weiterentwicklung der 
Theorie vom Durchgang der Elektronenstrahlen durch Kristallgitter 
gedffnet hat. Sowohl die Vorgange bei der Elektronenbeugung wie die 


Méglichkeit des elektronenoptischen Kristallgitterbildes haben erst da- | 


durch die rechte Verstandlichkeit bekommen. 

Ausgangsbasis dieser Weiterentwicklung ist die dynamische Theorie 
der Elektronenbeugung (s. z.B. » 8). In deren Mittelpunkt steht die 
Frage nach der Natur und der Kombination der Elektronenwellen im 
Kristallgitter, wenn eine Grenzflache primar durch eine Elektronenwelle 


erregt ist. Jedoch, solange man nur nach Wellenamplituden und La- 
dungsdichten fragte, muBte eine konsequente und eindeutige Behand- | 


* Max von LAUE zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
1 Laue, M. v.: Acta crystallogr. 6, 217 (1953). 
* Betue, H.: Ann. Phys. 87, 55 (1928). 


3 Laure, M.v.: Materiewellen und ihre Interferenzen, 2. Aufl., S. 240 u. ff. 1} 


Leipzig 1948. 
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lung des Problems auf die Feststellung des dynamischen Wellengleich- 
gewichts in der planparallelen Kristallplatte beschrankt bleiben. In 
seiner Mitteilung! betonte v. LAvE nun, gestiitzt auf Ergebnisse bei 
der Réntgenbeugung* >, daB nicht die einzelne ebene Partialwelle, 
sondern das Wellenfeld mit seiner eigentiimlichen Struktur der Bloch- 
Welle die elementare Form ist, in der sich ein Elektronenstrahl konsistent 
im Kristallgitter ausbreitet, und da der Ladungstransport eines solchen 
Strahls in Richtung seines iiber die Elementarzelle gemittelten Strom- 
dichtevektors erfolgen muB. 


Da aber die Fortsetzung des Primarstrahls im Kristall eine Linear- 
kombination solcher Wellenfelder ist, muBten sich hieran die folgenden 
konkreten Fragen kniipfen: In welchem Zusammenhang stehen die Aus- 
breitungsrichtungen im Kristall zueinander und zu der Primdarstrahl- 
richtung? Bilden mehrere Wellenfelder mehrere Elektronenstrahlen 
oder einen gemeinsamen? Hat ein Elektronenstrahl primar begrenzten 
Querschnitts im Kristall eine oder mehrere raéumlich begrenzte Bahnen ? 
Die Antwort auf diese Fragen ist im wesentlichen in folgenden, inzwischen 
gewonnenen Erkenntnissen enthalten: 


1. Der aus der Elektronentheorie der Metalle bekannte Satz*:’, daB die Grup- 
pengeschwindigkeit des Elektrons in einem bestimmten Zustand im Kristall der 
Gradient der Zustandsenergie im Impulsraum ist, laBt sich unmittelbar in die 
Sprache der Elektronenbeugung am Kristall tibersetzen: Der tiber die Elementar- 
zelle gemittelte Stromdichtevektor, ,,Strahlvektor“’, eines Wellenfeldes steht in 
dessen Anregungspunkt auf der Dispersionsflache konstanter Energie senkrecht zu 
dieser Flache®: *. Seine Richtung laBt sich aus dem Verlauf der Dispersionsflache 
ohne Bestimmung der Wellenfeldstruktur ermitteln. 


2. In Analogie zur Abstrahlungsbedingung fiir ebene Wellen an der Grenze 
zwischen zwei homogenen Medien gibt es eine Abstrahlungsbedingung fiir Wellen- 
felder in den Kristall hinein: Der Strahlvektor mu8 von der Grenzflache ins Kristall- 
innere gerichtet sein*. Auf Grund des Satzes 1 wird die Strahlenkopplung an der 
einzelnen Kristallgrenzflache mit dieser Abstrahlungsbedingung stets ebenso ein- 
deutig wie diejenige ebener Wellen an der Grenzflache zwischen homogenen Me- 
dien’. (Hiervon handelt auch § 2 dieses Aufsatzes.) 


3. Die Strombahn eines Wellenfeldes primar begrenzten Querschnitts bleibt 
im Kristall auf etwa diesen Querschnitt begrenzt und verlauft in Richtung des 


* In speziellen Fallen ist eine solche Bedingung schon fiir Réntgenbeugung’® 
und fiir Elektronenbeugung™ benutzt worden. 

4 BorRRMANN, G.: Z. Physik 127, 297 (1950). 

5 Laug, M. v.: Acta crystallogr. 5, 619 (1952). 

6 PeieRLs, R.: Z. Physik 53, 255 (1929). 

? SOMMERFELD, A., u. H. BeTHE: Handbuch der Physik, Bd. 24/2, S. 337. 
Berlin: Springer 1933. 

8 NieurRs, H.: Phys. Verh. 7, 212 (1956). 

9 Kato, N.: Acta crystallogr. 11, 885 (1958). 

10 WaGNeER, H.: Z. Physik 146, 127 (1956). 

11 Nreurs, H., u. E. H. WacGner: Z. Physik 143, 285 (1955). 
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Strahlvektors”®. Man kann hieraus den Schlu& ziehen, daB die Fortsetzung des 
Primarstrahls in Gestalt einer Linearkombination von Wellenfeldern eine echte 
Mehrfachbrechung* schon an der Eintrittsflache bedeutet. Sie miiBte (mit hin- 
reichend verbesserter elektronenoptischer Technik) auch im elektronenmikro- 
skopischen Bild des planparallelen Kristalls als Aufspaltung des Strahlaustritts- 
bereichs in der Objektebene beobachtbar sein. 


4. Schon die vom Kristallgitter gepragte Struktur des Strahlstroms des einzelnen 
Wellenfelds formt geometrisch das Objekt fiir eine elektronenmikroskopische 
Abbildung des Kristallgitters. Dariiber hinaus liefert die Uberlagerung mehrerer 
Wellenfelder einen eigentiimlichen Verlauf der Strahlstromlinien und entsprechend 
einen mit der Kristalldicke variierenden Kontrast im ,,elektronenoptischen Ant- 
litz‘‘ des Kristallgitters™. 


In einem friitheren Aufsatz!4 wurde mit Hilfe einer Matrixformule- 


rung ** eine explizite Darstellung der Beugungsstrahlamplituden bei ein- | | 
facher Durchstrahlung einer Kristallplatte (Laue-Fall) unter Vernach- J 


lassigung von Reflexionen entwickelt. An dieses Verfahren und an die 
unter 2. erwahnte Abstrahlungsbedingung kniipft der vorliegende Auf- 
satz an und gelangt zu einer verallgemeinerten Matrixformulierung, die 
ohne Naherungsannahmen im Rahmen der dynamischen Theorie, so- 
wohl fiir den Laue-Fall wie fiir den Bragg-Fall, giiltig ist. Auch im 
allgemeinen Fall sind namlich zufolge der Abstrahlungsbedingung ebenso 
viele Strahlrichtungen im Vakuum wie Strahlrichtungen im Kristall 
an einer Grenzflache miteinander gekoppelt. Jedem Einzelvorgang an 
einer Grenzflache kann daher ein umkehrbarer Matrixoperator zuge- 
ordnet werden, der die Transformation einer Amphtudenverteilung nach 
gekoppelten Strahlrichtungen in eine andere solche beschreibt. Die 
Bestimmung der Wellenfeldstrukturen im KAvistall lauft dabei auf ein 
ungewohnliches Eigenwertproblem hinaus, dessen charakteristische Ziige 
durch die Matrixdarstellung klar hervortreten. Die Transformation 
einer Amplitudenverteilung 7m Vakuuwm in eine andere solche (eintre- 
tendes Strahlbiindel in ein austretendes Strahlbiindel) fiihrt dagegen 
stets zu einem Produkt von Operatoren, das ohne Lésung eines Eigen- 


wertproblems ermittelt werden kann. Mit solchen Operatoren 1aBt sich J 


die kausale Aufeinanderfolge von Strahlvorgingen (wiederholte Re- 
flexionen, wiederholte Strahlaustritte) in iibersichtlicher Weise quanti- 
tativ beschreiben. 


* Diese Mehrfachbrechung ist nicht mit der Gitterbeugung zu verwechseln; 


die Gitterbeugung ist schon ,,latent’‘ in der Struktur des einzelnen Wellenfelds 
enthalten. 


** DaB sich die Gesamtheit der Partialwellenamplituden in eine anndhernd | 


orthogonale Matrix zusammenfassen laBt, wurde schon von Furs und WaAGNER!® 
erkannt und in einem Spezialfall benutzt; s. auch !, 

™® Kato, N.: J. Phys. Soc. Japan 7, 397 (spez. 404) (1952). 

18 Nieurs, H.: Z. Physik 138, 570 (1954). — Optik 13, 399 (1956). 

M Nieurs, H.: Z. Naturforsch. 14a, 504 (1959). 

15 Fuss, E., u. E. H. Waener: Z. Naturforsch. 6a, 1 (1951). 
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§ 1. Strahlenkopplung an einer Grenzflache des Kristalls 


Vorgegeben sei ein Kristallgitter mit dem periodischen inneren Po- 
pa) O(r) = > O,-exp(— 2zirb,) (1) 
ht 

mit 
P=, (2) 
worin r den Ortsvektor, b,, den reziproken Gittervektor mit dem Index- 
tripel h, ®, also das Strukturpotential zu b, bedeuten mége. Wir be- 
trachten eine ebene Grenzflache des Kristallgitters mit dem nach innen 
gerichteten Normalenvektor 2 (2?=1). Alle Vektorkomponenten in 
dieser Richtung bezeichnen wir mit dem zusatzlichen Index z, alle dazu 
senkrechten (noch als Vektoren in einer Ebene aufgefaBten) Kompo- 
nenten mit dem zusatzlichen Index ¢. Da die .Grenzflache eine Netz- 
ebene des Kristallgitters sein soll, gibt es reziproke Gittervektoren in 
Richtung 2, und b, sei der kleinste unter ihnen. Wir wahlen nun eine 
gegen b, geneigte Ebene (Zone) durch den Nullpunkt des reziproken 
Gitters so als ,,Grundzone“, daB zwei Grundvektoren in ihr zusammen 
mit 6, eine primitive Elementarzelle des reziproken Gitters aufspannen. 
Dann k6énnen wir jeden reziproken Gittervektor eindeutig in der Form 


b, = 6,, 4+ n- b,, (3) 
jedes Indextripel / eindeutig in der Form 
h=m+n-g 


zerlegen, worin m Indextripel eines reziproken Gitterpunkts in der aus- 
gewahlten Grundzone und 7 eine ganze Zahl ist. 

Auf die Grenzflache des Kristallgitters falle aus dem Vakuum ein 
primares Biindel von ebenen, homogenen Elektronenwellen gleicher 
Wellenzahl k ein, deren Wellenvektoren nur Tangentialkomponenten 
aus der Gesamtheit 

key, = Kyat = Keo, et USE (4) 


mit beliebigem m haben mégen, so daB jede einzelne primare Welle 
durch ein Indextripel m repraésentiert werden kann. Wegen by=0 ist 
ky, die Tangentialkomponente des Wellenvektors einer beliebig aus- 
gewahlten primadren Welle. Das primare Wellenbiindel bestehe also 
aus ebenen Wellen 


hf 


Vy exp[— ZT Eo Rigs rit neil, (5) 
wobei k,,, bestimmt ist durch 
Ems = \/R - len > 0. (6) 


(Fiir 7, und r, gebrauchen wir die Abkiirzungen z und €.) 
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Als Folge dieser Einstrahlung kénnen nach der dynamischen Beu- i 


gungstheorie (s. z.R. 23) innerhalb des Kristalls abzahlbar viele Wellen- 
felder (,,Bloch-Wellen‘‘) der Gestalt 


h | 


auftreten, die wir mit dem Index / numerieren. Die hierin auftretenden [jf 


Partialwellenvektoren kénnen auch nur Tangentialkomponenten aus der | 
Gesamtheit nach GL. (4) haben. Die Strukturkoeffizienten U;,, eines | 
Wellenfeldes Y, sind nach einer Normierung, z. B. durch 


Dy Of Us; = (8) | 
h ia 


nach der Theorie eindeutig bestimmt durch K,, [die hierfiir zustandigen — 
Bestimmungsgleichungen (63) bendtigen wir vorerst nicht]. Die még- 
lichen K,, selbst sind dabei vollstandig bestimmt durch 

a) die primaren Wellenvektoren und 

b) die Eigenschaften des Kristallgitters. 

Die Summe iiber / in der Darstellung (7) reprasentiert also eine durch |f 
a) und b) bestimmte Struktur des Wellenfeldes /. Nur die Wellenfeld- | 
amplituden W,, nicht aber die méglichen Wellenfeldstrukturen hangen 
von den Primaramplituden w;,, ab. 

An der betrachteten Grenzflache werden aber nicht nur Wellen- 
felder Y; ins Kristallinnere abgestrahlt werden, sondern durch Reflexion 
auch ebene Wellen 

Vm = Um « EXP [— 2%1(— ZR, +t: K,, 3) | (9) 
ins Vakuum zurticklaufen. [Ihre Wellenvektoren kénnen ebenfalls nur 
Tangentialkomponenten aus der Gesamtheit nach Gl. (4) haben. Von 
den y,, unterscheiden sie sich jedoch dadurch, daB die z-Komponenten 
ihrer Wellenvektoren negativ sind. 

SchlieBlich wollen wir, um sogleich den allgemeinsten Fall unseres 
Interesses zu behandeln, annehmen, daf nicht nur die ebenen Wellen y,, 
aus dem Vakuum auf die Grenzflache fallen, sondern auBerdem noch 
aus dem Kristallinnern beliebige Wellenfelder 


Wo 2iUigeexD [— 2mi(z(Kj,+,,) +t-k,,)], (10) 


vorausgesetzt, daB auch die in ihnen auftretenden Partialwellenvektoren 
nur Tangentialkomponenten aus der Gesamtheit nach Gl. (4) besitzen. 
Fir die Strukturen dieser primaren Wellenfelder Y/ gilt damit das 
gleiche wie fiir die der Y,. DaB wir fiir beide Serien von Wellenfeldern 
die gleiche Nummernreihe f verwenden, soll keinerlei zuordnende Be- 
deutung haben. DaB wir die Y/ als ,,primare Strahlen“ mit in Betracht 
zichen, ist dadurch nahe gelegt, da ihre Zulassung nichts weiter an 
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der Gesamtheit der von der Grenzflache abgestrahlten Wellen und 
Wellenfelder andert als deren Amplituden w,, und W,. Es treten keine 
neuen Wellenvektoren und keine neuen Wellenfeldstrukturen auf. Wir 
haben damit alle méglichen Strahlen erfaBt, die an der Grenzfliche 
miteinander gekoppelt sind. Uber die Anzahl der Indizes / werden wir 
aber noch zu sprechen haben. 


§ 2. Die Abstrahlungsbedingung fiir Wellenfelder 


Nach den Darstellungen (7) und (10) weisen die Wellenfelder YY 
und die Wellenfelder Y/ keinen formalen Unterschied auf. Tatséchlich 
unterscheiden sie sich jedoch in einem wesentlichen Punkt. Die Y%, 
sollen Wellenfelder mit einem Elektronenstrom sein, der von der Grenz- 
flache aus ins Kristallinnere lauft, die YW; dagegen solche mit einem 
Elektronenstrom, der aus dem Kristallinneren auf die Grenzflache zu 
lauft. Der Vektor der tiber die Elementarzelle gemittelten Stromdichte 
ist fiir sie bis auf eine universelle Konstante 

Wi W,-J, mit J,= 2 (K, + b,) -U,5 U,, 
bzw. (11) 
We*W, -J, mit J; = 2, (K; + b,)-U,* Uy, 
sofern K, bzw. K;, die die Komponenten K,, bzw. K;, und Kg, haben, 
reell sind!. Der ,,Strahlvektor J; mu daher eine positive und der 
,,Strahlvektor‘‘ J; eine negative zKomponente haben. Wir miissen 
diese Bedingung jedoch noch erweitern. Nach der dynamischen Beu- 
gungstheorie ist es durchaus méglich, daB gewisse K,, oder K;, nicht 
reell sondern komplex sind. In diesem Fall haben die Wellenfelder 
eine Dampfung in Richtung +2 oder —2, je nachdem ob Im K,, bzw. 
Im K;, negativ oder positiv ist. Die tiber eine Elementarzelle gemittelte 
Stromdichte hangt dann zwar von der Wahl der betrachteten Elementar- 
zelle ab, ist aber fiir jede Elementarzelle, die mit Grenzflachen parallel 
zur Kristallgrenzflache geschnitten ist, ein Vektor parallel zu diesen 
Grenzflachen. Die z-Komponente des gemittelten Stromdichtevektors 
verschwindet also bei gedampften Wellenfeldern *; der Elektronenstrom 
ist zwar exponentiell abklingend im Kristallgitter ausgebreitet, verlauft 
aber parallel zur Grenzflache. Ist Im K;,<0, so kann er von der Grenz- 
flache abgestrahlt werden. Andernfalls kann es sich nur um ein Wellen- 
feld handeln, das von einer anderen Grenzflache in — 2-Richtung ab- 


x Erst die Uberlagerung zweier entgegengesetzt gleich stark gedampfter Wellen- 
felder fiihrt zu einer endlichen z-Komponente des gemittelten Stromdichtevektors 
ohne Dampfung! (Stromdurchtritt durch diinne Platten unter Bedingungen, die 
bei sehr dicken Platten zu Totalreflexion fiihren.) 


a 
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ausbreitet, so daB wir Im A;,>0 zu schreiben haben. Bei vorgegebener | 
Gesamtheit von méglichen Werten K,, und K;, sind also die Kriterien ] 
fiir die Unterscheidung zwischen méglichen eingestrahlten (,,gestriche- |[ 
nen‘‘) und abgestrahlten (,,ungestrichenen‘‘) Wellenfeldern an der Grenz- | 


flache —j,20 (mit ImK,,=0) oder ImK,,<0 | 
und (12) 
Jc (ent ta Ki, =20) oder. Im 1 @e- 0p | 


Im singularen Fall j,,=0, Im K;,=0, ist das Wellenfeld beidseitig 
abstrahlbar. 

Die charakteristischen Werte A,, und K;, werden aus ihren gemein- 
samen Bestimmungsgleichungen (63) zunachst unterschiedslos als 
Schnittpunkte der ,,Erregungsnormalen‘‘ K - ky,=kj, mit der Disper- 
sionsflache F(K, k?) =0 fiir den variablen Vektor K im reziproken Raum 
erhalten. Nun verlauft die Dispersionsflache periodisch mit den Elemen- 
tarzellen des reziproken Gitters und hat Inversionszentren in der Mitte 
jeder Verbindungsstrecke zwischen zwei reziproken Gitterpunkten. Ist 
K ein reeller Schnittpunkt, so steht der Strahlvektor J des zugehérigen 
Wellenfeldes senkrecht auf der Dispersionsflache in K und variiert auf 
einem (reellen) Zweig der Dispersionsflache ohne Vorzeichenumkehr. 
Aus den Eigenschaften der Dispersionsflache und aus dem Verhalten 
von J kann geschlossen werden, daB genau die eine Halfte aller reellen 
Schnittpunkte K Werte fiir A;,,, die andere Halfte dagegen Werte fiir 
K;, im Sinne unserer Unterscheidung nach (12) liefert. Dies trifft aber 
auch zu fiir komplexe HK, da zu jedem solchen auch der konjugiert- 
komplexe ein ,,Schnittpunkt“ ist 

Geht man zur genaherten Lésung ihrer Bestimmung nach der dyna- 
mischen Theorie davon aus, daB statt eigentlich abzahlbar unendlich 
vieler nur M Indextripel m in Rechnung gestellt zu werden brauchen, 
jedes Wellenfeld also nur M wesentliche Partialwellen umfaBt, so er- 
geben sich aus der oben erwahnten Bestimmungsgleichung (63) fiir die 
Wellenfeldstrukturen automatisch 2M mégliche Werte fiir die K,, und 
K;,, die die méglichen Strukturen der Wellenfelder Y% und YW" charak- 
terisieren. Wir haben also gerade M Wellenfelder wy und M Wellen- 
felder Y%’, und auch f durchlauft M Nummern. 


§ 3. Die Randbedingungen an der Grenzflache 


Die Forderungen der Stetigkeit der Ladungsdichte und der z-Komponente der 
Stromdichte an der Grenzflache driicken sich aus in den Randbedingungen 


oe 
und 


a0 : é mains 
coe y) (Ym =i Wm) ao se 2 (Y% alr P;) (14) 


m 
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fiir alle Orte # auf der Grenzflache z=const. Links stehen die auf der Vakuum- 
seite, rechts die auf der Kristallseite vorhandenen Partialwellen. In diese Glei- 
chungen setzen wir die Ausdriicke (5), (7), (9) und (10) ein, multiplizieren die 
Gleichungen mit exp(2ait-k),), wobei k,, der Gesamtheit (4) angehéren soll, und 
integrieren tiber den einer Elementarzelle zugehérigen Bereich der Grenzflache. 
Das Ergebnis dieser Fourier-Transformation ist das Gleichungssystem 


oe 212hk1,) + uw: exp (+ 22i2k;,) | 
DW; Oiing,¢: XP [— 2mi2z(Ky, + by, + bg,)] + (15) 
cS ares Digg ee Die 2012(Ky, + by, + pose | 
und 
ki,- (uv, exp (— 2012h;,,) — uj: exp (+ 221 2hk;,)] 


hg 
= > DX Bpg + byy + by.) W; Uping ¢° exp [— 212 (Ky, + b),-# mb,,)] + $ (16) 
fn 
+ (K fe + by, + 1 bg») + W; pay exp [— 2042 (Ky, + bj, + ” Dg 2) \} 


giltig fiir alle Indextripel/ der Grundzone. Das Indextripel h muB&Bten wir hier 
gemaB Gl. (3) zerlegen. Sind (zur genaherten Lésung) M Indextripel / angesetzt, 
so haben wir hiermit 2 Gleichungen zur Bestimmung der M unbekannten uw, 
und der M unbekannten W; zur Verfiigung. 

Nach der dynamischen Theorie gibt es nun zu jedem méglichen Wert K;,, den 
wir voriibergehend mit K(j9), bezeichnen wollen, und jeder ganzen Zahl » noch 
einen méglichen Wert 

Kojn)z = K(joye + 1 Og s, (17) 


welcher identisch dasselbe Wellenfeld Y%j,) = P49) wie K(jy), liefert. In der Dar- 
stellung mit K(;,), statt mit K,¢9),, vgl. Gl. (7), ist jedoch 


Ti(in) = Unng (fo) und Wyn) = Wyo)- (18) 
Entsprechendes gilt fiir die gestrichenen Wellenfelder; mit 
Kijnya= K(yo)e + Pgs (19) 
ist 
Gin Gerne, (0) UPd Wim = Wo). (20) 


Die K;, und Kj, sind also um ein additives Vielfaches von 6,, willkirlich wahlbar, 
und ae Ubergang von dem einen zum anderen Wert in der Darstellung des Wellen- 
feldes erfordert nur eine Umnumerierung der Partialwellen nach Indextripeln h. 
Im Einklang mit den Gln. (4), (5) und (9) wollen wir auch fiir die Vakuumwellen 
verschiedene Schreibweisen zulassen durch die Festsetzung 


Uming = Um, Umineg = Um (21) 
Mit Hilfe dieser Verkniipfungen und unter Verwendung der Abkiurzungen 
h=Il+n’g, v=n—n, (22) 


wobei n’ eine beliebig gewahlte ganze Zahl sein soll, kénnen wir jetzt die beiden 
Gleichungssysteme (15) und (16) umschreiben in 


u,- exp (— 2mizhy,) + u,- exp (+ 212 kp,) | 
= DE Myo) Tayo) emp [= 2m4 2 (KGaye + Pra] + (23) 
+ Wijay Sige) exp [— 262 (Kiss + O42) | 
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und 
Rng [W, exp (— 215k; ,) — up: exp (+ 2012 kp,)] i! 
= DL (Kijeyz + Ona) * Wee) Uneray: exP [— 20002 (KGaye + Pas) + (24) |i] 
ey Coa t Ona) Wire Ura) eXP [— 2042 (Kiaye + Ona) 


fiir alle 7 und n’, also auch fiir alle 4, obwohl zwei verschiedene Indextripel h, fiir 1) 


welche k,, den gleichen Wert #;, hat, inhaltlich identische Gleichungen liefern, die ] 
nur in verschiedener Schreibweise erscheinen. 

Wir kénnen nunmehr f und v zu einem Indexpaar 7 = (fv) zusammengefaBt 
denken, so daB die Summationen iiber f und v eine einfache Summation tiber alle 
moglichen Indexpaare7 darstellen, d.h. tiber alle verschiedenen Werte von K(},) 


x? 


bzw. K(j,),. Diese Schreibweise des Gleichungssystems, das gegentiber dem Glei- | 


chungssystem (15) und (16) um zusatzliche identische Gleichungen erweitert ist, hat fj] 
fiir den Fortgang der Rechnung Vorteile. Die Zah] der Summenglieder ist gleich der [7 
Zahl der Gleichungen, die jedes der beiden Systeme (23) und (24) umfaBt. Diese 


lassen sich nunmehr darstellen als zwei Gleichungen zwischen Produkten von guadra- 
tischen Matrizen mit einspaltigen Matrizen. Obwohl gewisse Zeilen der (einspaltigen) 
Gesamtmatrizen identisch sind, erscheinen jedoch wegen der verschiedenen Schreib- 
weise in entsprechenden Zeilen einzelner Faktormatrizen nicht mehr identische, 
sondern zyklisch versetzte Elementzeilen. Durch Ausfiithrung von matrizenalgebra- 
ischen Operationen sind damit an primar identischen Gleichungen verschiedene 
zahlenalgebraische Operationen simultan in einfacher Weise durchfithrbar; ins- 
besondere kénnen zu den quadratischen Faktormatrizen die Reziproken gebildet 
werden. Wir gehen nun dazu iiber, die beiden Gleichungssysteme (23) und (24) 
als Matrixgleichungen darzustellen und zu behandeln. 


§ 4. Matrixdarstellung der Randbedingungen 
Unter Hinweis auf die anschlieBenden Erklarungen schreiben wir 
Gl. (23) um in die Matrixgleichung 
exp(— 2a720)-u’+exp(+ 2a72€)-u 
= exp(— 27128) Uexp(— 2miz8)-W+ 
+ exp(— 212 B) UW exp(— 212 8’) WwW’ | 
und Gl. (24) in 
@ [exp(— 2m72@)-w’ — exp(+ 22726) -ul] 
=exp(— 27128) (UR + BU) exp(— 277z8)-W + (26) 
+ exp(— 2272 8) (WR + BW’) exp(— 2772 R’)- W’. 


Die Bedeutungen der einzelnen Matrizen sind folgende: wu, u’, W, W’ | 


sind einspaltige Matrizen; uw und w’ haben den laufenden Zeilenindex h: 
W und W’ haben den laufenden Zeilenindex 7; die Elemente von u 
und w’ sind uw, bzw. u,; die Elemente von W und W’ sind W, bzw. W;. |i} 
Wegen der Gln. (18), (20), (21) wiederholt sich jeder Elementwert iiber ]] 
eine Serie von Zeilen, wenn die Reihenfolge der Indizes h und der 
Indizes 7 so gewahlt wird, daB alle h mit gleichem Wert k,, unmittelbar 
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aufeinander folgen, und ebenso alle 7 =(fv) mit gleichem v. Jedoch 
sind die Reihenfolge der 4 und die Reihenfolge der 7 unabhangig von- 
einander willkiirlich wahlbar! Ferner sind Ut und W quadratische Ma- 
trizen mit dem laufenden Zeilenindex h und dem laufenden Spalten- 
index 7; ihre Elemente sind U,; bzw. U,;;. Wegen Gln. (18) und (20) 
gibt es in diesen Matrizen Zeilen mit gleicher Gesamtheit und gleicher 
Folge von Elementen; die Zeilen erscheinen aber gegeneinander fort- 
laufend spaltenweise verschoben. 

KR, KR, Bund © sind quadratische tes ae eae st und &” haben 
den laufenden Zeilen- und Spaltenindex 7; 8 und © haben den laufenden 
Zeilen- und Spaltenindex h; die Elemente von & und 8” sind K,, bzw. 
K;,; die Elemente von % ind © sind 5,, bzw. k,,. Die mlcmenee von 
R, RK’ und % sind samtlich verschieden; nur die Elemente von © wieder- 
holen sich im selben Zyklus wie die von wu und w’. 

Die Exponentialfunktion einer Matrix (oben nur mit Diagonalmatri- 
zen auftretend) ist allgemein definiert durch 


lee) 


expe = > x 


Pill b) (27) 
und es gilt, wovon wir spater mehrfach Gebrauch machen werden, 
Lexp(Y)) «xk += exp(* x4). (28) 
Wir multiplizieren nun Gl. (25) mit © von links und addieren einmal, 
subtrahieren andermal Gl. (26). Nach weiterer Multiplikation mit 
exp (+ 2%7z 8) von links lautet das Ergebnis 


2 Cexp [277z(B —©)]-w’ | 
= (UR + BU + CN) exp(— 2a7zk)-W+ (29) 
w | 


+ (WR + BW + CW) exp(— 2272 &’) 
und 
— 2Wexp[2a7z(8 + ©) -u 
= (UR + BU — CN) exp(— 2a7zK)-W + 

+ (UW R’ + BW — CU’) exp (— 272 8K’) - W’. | 
Diese beiden Gleichungen gehen formal dadurch auseinander hervor, 
daB man +€ durch —C€ ersetzt und wu und w’ vertauscht. Wir fithren 
jetzt folgende Abkiirzungen ein: 

T= USS E ea (31) 
T=U-—T=—F-C1AUK+ BU—Cy) 


(30) 


und 
V=— sO +8 —CW) | 
VS =U —-F =F C1 (WH 4+ 8V4+CV) if 
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Die Gln. (29) und (30) nehmen damit folgende Gestalt an 
exp [2772(8 —O)]-w’ 
= Yexp(— 271zK)-W+ WD exp(— 212K) - w’,| 


exp [277z(8 +©)]-u 34) 
= RT exp(— 221zR)-W+ D exp(— 2712 8’) - W’. 


(33) | 


Sie gelten fiir eine Grenzflache des Kristalls, beztiglich welcher z in 
Richtung der inneren Normale wachst. Bei Umkehr der z-Richtung, 
z.B. bei Anwendung auf eine zweite, der bisher betrachteten gegentiber- 
liegende und parallele Grenzflache, haben wir lediglich © durch 8 Au 
ersetzen, wenn die gestrichenen Matrizen sich dort wieder auf die ein- 
fallende, die ungestrichenen Matrizen sich wieder auf die dorther aus- 
gehende Strahlung beziehen sollen. Die Definitionen (31) und (32) sind 
ndmlich so getroffen, daB sie und infolgedessen auch die Gln. (33) und 
(34) paarweise formal ineinander tibergehen, wenn die gestrichenen mit 
den ungestrichenen GréBen vertauscht werden und dazu © durch —€ 
ersetzt wird. 

An der Vorderflache z=0 einer planparallelen Kristallplatte sind 
die Bestimmungsgleichungen fiir uw und W daher 


u=Kuw+(1—RW)T-W’, (35) 
W=S1(w—WDW’). (36) 


An der Riickflache z =D mit der inneren Normale — 2 lauten sie da- 
gegen unter Beriicksichtigung von Gl. (28) und mit den Abkiirzungen 


C= 22 i Si ee (37) 
u = exp [22%71D (© — $)] x 
x {Rexp [2277 D (C + B)] wa’ -+ (1 — RR’) exp(—2aiDS ine (38) 
W = exp(2m7 D'S) 
x {exp[227D(C + B)] wu’ — HW exp(— 2xiD SG) TW. 69) 


Diese ailgemeinen Bestimmungsgleichungen fiir die von der Grenz- J 


flache ausgehenden Strahlen benutzen wir zunachst, um Sonderfalle an 
den Flachen einer planparallelen Kristallplatte darzustellen. 


§ 5. Strahlprozesse an den Grenzflachen einer Kristallplatte 


Wie zuvor bedeute w’ die einspaltige Matrix der primar an der Vorder- 
flache z =O einer planparallelen Kristallplatte aus dem Vakuum ein- 
fallenden Strahlung. An der Riickflache z =D mége keine Strahlung 
aus dem Vakuum einfallen. Abstrahlungen ins Vakuum finden dann 
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jedoch nach verschiedenen StrahlprozeBfolgen statt, und wir bezeichnen 
die einspaltigen Matrizen wu von Strahlbiindeln, die von der Vorder- 
flache ins Vakuum ausgehen mit w_,, von Strahlbiindeln dagegen, die 
von der Riickflache ins Vakuum ausgehen mit u,, (» =0, 1, 2, ...). Die 
in der Kristallplatte auftretenden Wellenfeldbiindel unterscheiden wir 
ebenfalls nach ihrer Entstehungsweise, d.h. nach vorausgegangenen 
StrahlprozeBfolgen, und damit zugleich nach ihrer Ausgangsflache. Die 
einspaltigen Matrizen der Wellenfeldamplituden bezeichnen wir daher 
mit W_,, fiir Wellenfeldbiindel, die von der Vorderflache zur Riickflache 
laufen, und mit W_, fiir Wellenfeldbiindel, die von der Riickflache zur 
Vorderflache laufen. Die gleiche Kennzeichnung durch Index + oder — 
verwenden wir bei den quadratischen Matrizen, die die Wellenfeldstruk- 
turen charakterisieren, 8, Z, Jt usw. Bei diesen eriibrigt sich jedoch 
die weitere Angabe einer Indexnummer , da die Strukturen aller von 
einer Grenzflache zur anderen laufenden Wellenfelder, nur von der 
Abstrahlungsflache und vom Index / bzw. 7 abhangen, also von y unab- 
hangig sind. 

Wir behandeln nun aufeinanderfolgende Teilprozesse an den beiden 
Grenzflachen, wie sie fiir die einzelne Flache durch ein Gleichungspaar 


(35), (36) oder (38), (39) beschrieben werden kénnen. ot % 
-0 
a) Primare Strahlung wu’ falle vom Vakuum auf eos 
die Vorderflache z =0, Fig. 1. Die an der Vorderflache \ f 
unmittelbar reflektierte Strahlung ist TTR TTT 
Uy hs (40) ee 
Die unmittelbare Fortsetzung der Primarstrahlung in ‘ 
den Kristall hinein ist ye 
Wi, =f). (41) UW 
\Wyy dM, 


b) Strahlung W,, falle aus dem Kristallinnern auf \ 
die Riickflache z= D, Fig. 2. Die dort ins Vakuum 
austretende Strahlung ist 


“_,=exp|[2n1D(e — B)] Xx | (42) 
: ~ o aA Fig. 
x (1— R_R,) exp(— 2n7D6_,) ZT, - W,, A 


und die dort ins Kristallinnere reflektierte Strahlung 


W_, =— Za exp(2aiDG_) x | 
< Ht, exp(— 227D S,) 2, -W..,. i 


(43) 


Wey Way +7) 


c) Strahlung W_, falle aus dem Kristallinnern auf Yy 
die Vorderfliche z = 0, Fig. 3. Die dort ins Vakuum Fig. 3 
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austretende Strahlung ist 


US = a a) ee ee (44) 


und die dort ins Kristallinnere reflektierte Strahlung 
WG.) = Se (45) 


d) Wir kombinieren a) und b), um die nach einmaligem Durchlautf 
durch den Kristall von der Riickflache ausgehende Strahlung zu be- 
/ stimmen, Fig. 4. Die ins Vakuum austretende 

Strahlung ist nach Gl. (41) und (42) 


u., = exp(2a1 D(C — B)|x 
x (1 — R_ H,) exp(— 2a2zD ©.) -w', 


(46) 


und die in den Kristall hinein reflektierte Strah- 
lung nach Gl. (41) und (43) 


W7 = 32 exp Bare Sx rs 
x exp (— 2711 Deas 7) 


e) Die erst nach einmaligem Hin- und Riick- 
lauf von Wellenfeldern an der Vorderflache ent- 
stehende Strahlung erhalten wir durch Kombi- 
nation von c) und qd), Fig. 5. Die ins Vakuum 
austretende Strahlung ist nach Gl. (47) und (44) 


Uf, t= — C= en jexp eri Saje~ 
Fig. 5 x R _exp(—2a7DG,)-w 


| (48) 


und die wieder in den Kristall hinein reflektierte 


W..,= 2, R_ exp (227D'S_) Kh, exp(= 227) Sa) 6, Wag) 


f) Durch Kombination von b) und c) ergeben sich aus Gl. (43) und 
(45) mit den Abkiirzungen 


O, =exp(—227D6,) und O_=exp(+2aiD6_) (50) 
die Iterationsformeln 


W, oi =TPR_O_R,0,5,-W.,, Fig. 6, (51) 
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und = ! ie 
W_ Gary =F O_ KR, O, R_-T_W. Riga. (52) 


vy? 


g) Die nach y-maligem Durchlauf von der Vorderflache zur Riick- 
flache und (y—1)-maligem Durchlauf von der Riickfliche zur Vorder- 
flache, Fig. 8, schlieBlich an der : 

Riickflache austretende Strah- \ ee 
lung ist nach Kombination von A 
Gl. (41), (54) und (42) 


U,, =exp [271 D(C — 8) ‘| 


x (1 = R_R.) 0, x (53) 
SIG pea SS oe al sean Fae | 
Die nach »-maligem Durchlauf Fig. 8 


von der Vorderflache zur Riick- 
flache und auch »-maligem Riicklauf zur Vorderflache, Fig. 8, schlieB- 
lich an dieser austretende Strahlung ist nach Gl. (47), (52) und (44) 


IE RD ny eA) 


T 


h) Wir summieren alle an der Riickflache austretenden Strahlbiindel 
nach Gl. (53) fiir »=1,2,...co und erhalten die resultierende durch 


den Kristall hindurchtretende Strahlung, Fig. 9, 


co 

=; 
U= L241, 

v=1 


= exp[2aiD( — B)] (1—KR_N, 


T 


OQ, 


T 


F _O_, 2,)r-w'f (8) 
v=0 
epi DCE S) (Tot. he) a hl Rak) ae 


da die Konvergenz der unendlichen Summe durch die Randbedingung 
gewahrleistet ist. Ebenso wird die resultierende vom Kristall reflek- 
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tierte Strahlung, Fig. 9, nach Gl. (40) und (54) 
Up =U_9 + (Us | 
e : 4 (56) 


SS {mR ace (J = bee wt) 9) Na Q. (1 = ye Bie ails Oa) ye ° Ww. 


Zu den gleichen Formeln (55) und (56) gelangt man auch, wenn man J} 
statt des Summationsverfahrens die Randbedingungen fiir die ganze | 


Kristallplatte zugleich ansetzt und das Strahlengleichgewicht ermittelt. 
Wir haben nur die allgemeinen Gln. (35), (36), (38), (39) mit unseren — 


+, — Indizierungen anzusetzen. Sie lauten an der Vorderflache 
w=, -W.+KR_T_-W., (57) W 
lig= RS Wee (58) | 


und an der Riickflache mit der Abkiirzung (50) 
=e Doe. We eee (59) 
exp [277 D(8 — @)|-u =O, 2, -W, + R_O12_-W_. (60) 
Die Auflésung dieser vier Gleichungen ergibt 
wat Wier = Rae Re ee sett (61) 
RoW = OK eT a ee (62) 
sowie fiir Up und Up wieder die Formeln (55) und (56). Die beiden Be- 


trachtungsweisen, Superposition sukzessiver Ausstrahlungen einerseits 
und Strahlengleichgewicht andererseits, sind also vollstandig aquivalent. 


§ 6. Die Operatoren der Strahlprozesse 
Alle in §4 und §5 entwickelten Gleichungen sind nach einem ein- 
fachen Schema aufgebaut. Die durch sie beschriebenen Transformationen 
der Amplitudenverteilungen setzen sich sukzessive aus folgenden Opera- 
toren zusammen: 


OQ. =exp(— 21D &,) =einfacher Durchlauf durch die Kristallplatte 
der Dicke D in Richtung +2 [Gln. (46), (47) u.ff.]. 

OQ_ =exp(+221D S_) =einfacher Durchlauf durch die Kristallplatte 
der Dicke D in Richtung —@ [(Gln. (48) u.ff.]. 


i, =unmittelbare Reflexion der (vorwartslaufenden) Primarstrah- 
lung an der Vorderflache [Gl. (40) ]. 


— }t, =innere Reflexion der vorwarts laufenden Strahlung an der Riick- | 
flache [Gln. (43), (47) u.ff.]. | 
—t_ =innere Reflexion der riickwarts laufenden Strahlung an der | 


Vorderflache [Gln. (45), (49) u. ff.]. 
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Gegentiber der inneren Reflexion verlauft die AuBere Reflexion also mit 
umgekehrter Phase. 


7—_h, =Austritt an der Riickflache [Gin. (42), (46) |. 
J—%, R_ =Austritt an der Vorderflache [Gln. (44), (48)]. 


Diese Austrittsoperatoren stellen Korrekturen wegen der Reflexions- 
verluste beim Strahleintritt und Strahlaustritt dar. 

SchheBlich kommt beim Austritt aus der Riickflache z =D noch die 
Diagonalmatrix hinzu 


exp [27 D(C — B)| = Phasenverschiebung gegeniiber der Vorderflaiche 
z=0 [Gln. (42), (46)]. 


Alle Operatoren, die nur Strahlungen im Vakuum miteinander ver- 
kntipfen, d.h. die Transformation einer Amplitudenverteilung im Vakuum 
in eine andere solche beschreiben, enthalten die Strukturmatrizen der 
Wellenfelder nur in den oben angegebenen Operatoren, nicht in anderen 


o~ 


Kombinationen von ®, , R_, T,, T_. Diese Operatoren waren definiert 
in den Gln. (31), (32) und (37) und haben als laufenden Zeilen- und 
Spaltenindex nur das Indextripel h. In §7 und §8 werden wir zeigen, 
wie sie aus den vorgegebenen Gr6Ben (Primarstrahirichtungen und 
Kristalleigenschaften) zu bestimmen sind. 

Die Wellenfeldamplituden im Kristall sind durch die Produkte 
2, -W, und &_-W_ ebenfalls tiber jene Operatoren verkniipft. Die 
einzelnen Faktoren dieser beiden Produkte kénnen aber nur durch 
Losung eines Eigenwertproblems ermittelt werden (§ 7), das schon durch 
Gl. (37) formuliert ist. 

Die Analogie zur Optik an der Grenzflache zwischen zwei homogenen 
Medien bzw. an der planparallelen, durchlassigen Platte ist offensicht- 
lich, aber natiirlich eingeschrankt. Dort lassen sich die Vorgange durch 
einen skalaren Reflexionskoeffizienten und einen skalaren Durchlassig- 
keitskoeffizienten beschreiben. Im gitterperiodischen Medium treten 
an ihre Stelle Matrizen, da stets eine Schar von abzahlbar unendlich 
vielen Strahlrichtungen miteinander gekoppelt sind. Infolgedessen haben 
wir hier Mehrfachreflexion und Mehrfachbrechung statt einfacher Re- 
flexion und Brechung. Zu der Phasenverschiebung beim Durchlauf 
durch das Medium treten hier Phasenverschiebungen der gemeinsam 
entstandenen Wellenfelder gegeneinander hinzu. Beim Austritt aus dem 
Gitter zerfallt das einzelne Wellenfeld in die verschiedenen gebeugten 
ebenen Vakuumwellen. Beim Austritt aus der planparallelen Kristall- 
platte ergeben aber mehrere durch den gleichen Primarstrahl entstan- 
dene Wellenfelder keine weiteren ebenen Vakuumwellen als schon das 
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einzelne Wellenfeld; Partialwellen zu gleichem Indextripel # von ver- |}j 
schiedenen Wellenfeldern setzen sich hier zu einer einzigen ebenen Beu- }} 
gungswelle im Vakuum zusammen. 


Die Vorginge am Kristallgitter sind aber im allgemeinen auch nicht ] 


umkehrbar (Versagen der Friedelschen Regel!). Vorgaénge von der Vor- i) 
derseite zur Riickseite werden durch andere Matrixoperatoren beschrie- | 
ben als solche von der Riickseite zur Vorderseite. Die inneren Refle- } 
xionen von Strahlen (Wellenfeldern) im Gitter erfolgen nicht unter 
Richtungsspiegelung. Allerdings werden wir in den folgenden Abschnit- 


ten noch gewisse Verkniipfungen zwischen diesen beiden Gruppen von J} 


Matrixoperatoren kennenlernen. 


§ 7. Bestimmung der Beugungsoperatoren ©, ©’ 
und der Reflexionsoperatoren Si, i’ 


Nach der dynamischen Beugungstheorie (s. z. B. 3) hangen die Struk- 
turkoeffizienten U,; eines Wellenfeldes Y% mit dessen charakteristischem 
Wert K;, gemaB dem homogenen linearen Gleichungssystem 


Nese ait by oe cz Rie] 4 hj = Fi i 2 D,_W Oy; (63) 
zusammen, das zugleich die Werte A;, als ,,Eigenwerte*’ liefert. In der 
rechts stehenden Summe durchlauft /’ alle Indextripel /. f ist fiir nicht- 
relativistische Strahlenergien die universelle Konstante 150 Volt - A. 
(Wegen der tibrigen Bezeichnungen siehe §1.) Ein ebensolches Glei- 
chungssystem mit denselben vorgegebenen Gré6Ben @(r) und k,, ver- 
kniipft auch die in den Wellenfeldern ¥Y%’ auftretenden U,; miteinander 
und mit K;,. Wir definieren nun die hermitesche Matrix 8 mit den 
Elementen 


. 1 
BV, = B ‘ D),_v : (64) 


Mit den in § 4 erklarten Matrizen und den Abkiirzungen (31) kann man 
das Gleichungssystem (63) fiir alle # und alle 7 in zweierlei Weise als 
Matrixgleichung schreiben 


entweder 20(TKR + BT —CT) =VI+ RTF (65) 
oder —20(RTHR+ BRT+CRT) =VI4+ R/T. ) (66) 


Die entsprechenden Gleichungen fiir die Struktur der Wellenfelder ¥%’ 
ergeben sich auf Grund des formalen Unterschieds zwischen den Ab- 
kiirzungen (31) und (32) aus den Gln. (65) und (66), indem man &, Z, K 
durch &”, 2’, J” und € durch —€ ersetzt. Algebraische Umformung 


der Gln. (65) und (66) ergibt 


5 


TKIA=~jS =F O1VUI+ RH 4+CE—H (67) 
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und 
REKTI= RS =—FCAVI 4+ RH+4(C+H)RK. (68) 


Eliminiert man aus diesen beiden Gleichungen G, so erhalt man fiir R 
die Bestimmungsgleichung 


2(1+ RK) C7 V+ RH +RC—Y)4+C+B)R=0. (60) 


Die direkte Bestimmungsgleichung fiir © lautet 
oF+(Ww—C+ 8) S —AC — BY) -CVC=0 (70) 


mit der Abkiirzung 
Y= CVC + B) VIC. (71) 


Entsprechende Gleichungen fiir t’ und GS’ erhalt man wieder, wenn 
man } und © durch Wf’ und G’ ersetzt und € durch —GC. 

Gl. (67) definiert ein Eigenwertproblem mit dem nicht-hermiteschen 
Operator ©. Die zugehérige Diagonalmatrix der Eigenwerte ist §; die 
Matrix der Eigenvektoren ist Y. Ein analoges Eigenwertproblem liegt 
fiir die gestrichenen Matrizen vor. Nun ist aber jedes dieser beiden 
Probleme aus nur einer Halfte derjenigen Gleichungen hergeleitet, die 
das Gleichungssystem (63) ohne formalen Unterschied fiir die Y% und 
die Y%' umfaBt. Einzeln kénnen daher die beiden Eigenwertprobleme 
mit S und ©’ nicht eindeutig sein. Dies kommt in dem quadratischen 
Charakter der Bestimmungsgleichungen (69) und (70) zum Ausdruck, 
die viele Lésungspaare t, © bereitstellen. Jede Lésung von (69) wird 
iiber das Eigenwertproblem (67) eine Eigenwertmatrix ergeben, die als 
Elemente eine bestimmte Auswahl aus der Gesamtheit aller K,, und K;, 
enthalt, und dasselbe gilt fiir das zweite Eigenwertproblem. Wiirden 
wir nun z.B. fordern wollen, daB ® und &” gleiche Matrizen werden, 
so daB auch U=U’, so wiirde weiter nach Gl. (31) und (32) folgen 


Nk, UNG amie Go he I (72) 
und schlieBlich nach Gln. (67) und (68) 
Te (73) 


Ein solches Lésungspaare ft, Kt’ ist auf jeden Fall auszuschlieBen; denn 
tatsichlich haben wir zu fordern, daB ® und &” in keinem Element 
iibereinstimmen*. Diese Forderung legt einen anderen eindeutigen 
Zusammenhang zwischen it und ’ fest. Dariiber hinaus haben wir 
aber sogar zu fordern, daB & und &’ dem Kriterium (12) fiir den physi- 


x Auf die besondere Erérterung des singuléren Falls, da ein beidseitig ab- 
strahlbares Wellenfeld mit df. ==, Im K,, =0, auftritt [vgl. Kriterium(12)], wollen 
wir im folgenden verzichten. 


apie 


464 H. NIEHRS: 

V4 
kalischen Unterschied der Wellenfelder Y% und der Wellenfelder ¥%7 ge- 
niigen. Diese weitere Forderung legt die auszuwahlenden Losungen M 
und %%’ einzeln eindeutig fest. Die sich aus diesen Forderungen er- 
gebenden Verkniipfungen zwischen St und }’ sollen im folgenden unter- 


sucht werden. 


§ 8. Orthogonalitatssatz und ,,Strahlmatrix‘‘ der Wellenfelder 


Um die Verkniipfungen zwischen i und ’ aufzuzeigen, fassen wir 
die Gln. (67), (68) und die entsprechenden fiir ©’ und %’ GS’ in einer 
Gleichung zwischen Ubermatrizen zusammen, namlich 


Sts C1 0 \/48+CC—%) LQ Ges 
( S' = ell EO 4B+C(C 48) € fips 


In den auf der linken bzw. rechten Seite stehenden Ubermatrixproduk- 
ten stellt jede der vier Elementmattizen den Ausdruck auf der linken 
bzw. rechten Seite in einer der zugrunde gelegten Matrixgleichungen dar. 
Gl. (74) kann wiederum als ein Eigenwertproblem aufgefaBt werden, 
in welchem © und @’ die ,,Eigenwerte“, (J, Wt) und (h’, Z) die zugeh6- 
rigen (bereits normierten) ,,Eigenvektoren“ darstellen. Die Lésung hier- 
zu ist schon in den Gln. (69) und (70) gegeben. Die neue Formuherung 
aber erlaubt es, einen Orthogonalitatssatz fiir den Fall herzuleiten, daB 
© als reelle Matrix betrachtet werden kann. 


Dies ist streng genommen unmoglich, da das Gleichungssystem (63) abzahlbar 
unendlich viele Gleichungen umfaBt, indem / alle denkbaren Indextripel durch- 
lauft. Fir die Elemente ,, von © gibt es dann aber nach Gl. (6) nur endlich viele 
positiv reelle Werte; alle ibrigen, noch unendlich vielen Werte sind komplex, und 
zwar nach MaBgabe von Gl. (5) und (9) mit negativem Imaginarteil zu nehmen. 
Die von uns betrachteten quadratischen Matrizen, wie auch ©, sind samtlich 
Struktuymatrizen der médglichen (gekoppelten) Wellenfelder bzw. Wellen; d.h. sie 
sind an sich unabhangig von den in einem konkreten Fall auftretenden Amplituden- 
verteilungen, die nur in einspaltigen Matrizen erscheinen. Jedoch, je nach der 
primaren Amplitudenverteilung wird ein bestimmter endlicher Bereich der Index- 
tripel h und der Wellenfeldindizes7 und damit ein endlicher Ausschnitt aus den 
Matrizen fiir die praktische Behandlung ausreichend sein. Bei der Behandlung 
zweier Falle mit verschiedenen Amplitudenverteilungen tiber die gleiche Ge- 
samtheit nach Gl. (4) ist es also méglich, da®B z.B. 3 ganz verschieden ausfallt, 
weil zwei verschiedene Ausschnitte als praktisch allein bedeutsam aus der an sich 
eindeutigen, unendlichen Matrix St ausgewahlt sind. 


Unsere weiteren Erérterungen beschranken wir nun auf den Fall, 
daB von den Matrizen ©, ® und &’ naherungsweise solche Ausschnitte 
geniigen, in denen diese drei Matrizen nur reelle Elemente haben. Unter 
dieser Voraussetzung, die physikalisch nur den Fall der Braggschen 
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Totalreflexion ausschlieBt, multiplizieren wir Gl. (74) von links mit* 


z+ a R+\ /C a 
ie) Su a ee ji F —, 
I 0 
(0 x) 


Dadurch erhalten wir die Gleichung 


a0 Va af C ’ | Ri 0 4 
Uo gt}\e+ 2}/\o —c}\n1}\o x} \o & 


_ (St O\/ 1 K*\/EB+COC—8) 1B 1 &'\ (= 0 
OT INST b 4% 18 4+€(€ +8) f ae ce 


Auf der rechten Seite steht jetzt eine hermitesche Matrix; daher muB 
auch das Produkt auf der linken Seite eine hermitesche Matrix sein, d.h. 


ie 0 fs Oe Oy a0 ae 
“ Se Na Ot ae 0 8 ( we 


und von rechts mit 


: . “ 4 ese 76 
__ [s “| ae | AY) Or — I Cy /z ‘) uve) 
& oa Ope a Venti 8 CN 0 Do 
mit den Abkiirzungen 
H=C—R CR und H]—C+R CN (77) 
fiir diese beiden hermiteschen Matrizen. Gl. (76) besagt, dafi die Dia- 
Imatrix 

gonalmatrix @ 0 
OS 


mit dem restlichen Produkt von drei Matrizen vertauschbar ist. Die 
beiden Eigenwertprobleme mit © und mit &’, die in §7 betrachtet 
wurden, sind nun aber gerade durch die Eigenschaft gekoppelt, daB die 


é kee : 
Diagonalmatrix durchweg verschiedene Diagonalelemente ent- 


Cas 
halt. Aus der Vertauschbarkeit folgt daher, dab 


x gt “A 6 CR —Rt+C\ /T ’) 78) 
ie 0 S+I\NtC—CR G 0% 


und darin § und 9’ Diagonalmatrizen sein miissen. Diesen ,,Ovthogonalt- 
tdtssatz der  Wellenfelder" gliedern wir nach Elementmatrizen der Uber- 


* Der obere Index*t an einer Matrix bezeichnet im folgenden stets deren 


Adjungierte. 


(75) 
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matrix in die einzelnen Matrixgleichungen auf: 


S=ItHT, YUH (79) 
und 
CH —RC=]R'TC—CK =O. (80) 


Gl. (80), insbesondere, driickt die Forderung aus, daB & und 8” kein J 


Element gemeinsam haben. 
Setzt man in Gl. (79) Z, RX, VT’, R’'D’ nach Gl. (31) und (32) ein, 
so findet man 


aS 


F=s(KUTUFU UR) +UTSU | 
und (81) 
Val (PWT WS WRU a | 
dagegen aus Gl. (80) durch entsprechendes Vorgehen 


1 (@UtW + UtW'S’) + Ut SW = | 
L(@Wtu+wtug) +W+Su=—d.| 


Elementweise geschrieben lauten diese Gleichungen 


S3=JIe Si=J, — vel. GL (11) (83) 


und 


1 Kj, + Kjrs a ae 5°) 94 
Sie =D (“BG + bn) Ui Ua = 0 for Fey, (84) 


wenn 7 und 7’ irgendwelche Wellenfelder aus der Gesamtheit der Y% 
und vue bezeichnen. Die ,,Strahlmatrizen“’ 9 und Q’ enthalten also als 
Diagonalelemente die z-Komponenten der Strahlvektoren der Wellen- 
felder. 

Nach dem Kriterium (12) sind nun die Wellenfelder so in gestrichene 
und ungestrichene aufzuteilen, daB die Matrix $ nur positive, die Matrix 
’ nur negative Diagonalelemente enthalt. Aus Gl. (79) folgt dann, daB 
auch die Diagonalelemente der hermiteschen Matrix § samtlich positiv, 
die Diagonalelemente der hermiteschen Matrix ’ samtlich negativ sind. 


Es muB also, da © nur positive Diagonalelemente enthalt, 


1 if 2 
oe Rie | Ny, w| =< hy. und De hy. 
h h 


iw ?? < Ry, (85) 
sein, und fiir alle in Betracht gezogenen Indextripel 2 und h’ 


x i Ry’ ang k 5 
[Maw P< ae und Steeles (86) 
gelten. Insbesondere wird im Laue-Fall der praktisch bedeutsame Aus- 
schnitt aus den Matrizen und #’ nur Elemente enthalten die klein 
gegen 1 sind, da fiir den praktisch bedeutsamen Bereich der Indextripel 
h,h’ alle k,,, Ry, nahezu den gleichen Wert haben. 
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§ 9. Verifizierung der Strombilanz fiir die planparallele Kristallplatte 

Mit den Gln. (55) und (56) laBt sich die durch die Randbedingungen 
gewahrleistete Gleichheit der gemittelten Strome an der Vorderflache 
und an der Riickflache der planparallelen Kristallplatte ohne Schwierig- 
keit verifizieren, wenn man die folgenden Verkniipfungen zwischen auf- 
tretenden Operatoren beachtet: 


Wegen Gl. (77) und (74) sind © und §’ &’ hermitesch: 


DS — ©" pi iend. (S'S (87) 
Es ist daher mit Gl. (28) und (50) 
Dr oe De UN. LY ee toy aay (88) 
Aus Gl. (77) und (80) folgt ferner 
H=C7Z—-WMR) und §'=—C1— KR) (89) 
sowie 
SRO ot sate ae Sales, O: (90) 


Mit Hilfe dieser Verkniipfungen laBt sich die Strombilanzgleichung 
ut Cu’ = up Cup + uf Cup (91) 


nach Einsetzen der Ausdriicke aus Gl. (55) und (56) herleiten, wobei 
die mit dem unteren Index + versehenen Matrizen mit den in §§ 7 bis 9 
diskutierten ungestrichenen, die mit dem unteren Index — versehenen 
dagegen mit den gestrichenen Matrizen zu identifizieren sind. 


Es ist mir an dieser Stelle ein Bedtirfnis, dem Jubilar, Herrn Prof. Dr. Max von 
Lave, dafiir zu danken, da er durch sein bis in die letzten Jahre fortgefiihrtes 
wissenschaftliches Werk standige, grundlegende Anregungen ftir die hier ent- 
wickelte Theorie gegeben hat. 


Zeitschrift fiir Physik 156, 468—487 (1959) 


Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Padagogischen Hochschule Potsdam | }) 


Uberlegungen zur Theorie der Reflexion 
an einem mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 
rotierenden Spiegel * 
Von 
JOHANNES PICHT 
Mit 2 Figuren im Text 


(Eingegangen am 30. Juni 1959) 


Ergebnisse friiherer Untersuchungen des Verfassers tiber Spiegelung eines Strahlen- | | 
biindels beliebiger Wellenflachendeformation und beliebiger Offnung an einem 
ruhenden bzw. mit konstantey Geschwindigkeit tvanslatorisch bewegten ebenen 
Spiegel sowie an einem mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden ebenen 
Spiegel. Gegeniiberstellung des Ergebnisses der letzterwahnten Untersuchung mit 
dem einer friiheren von H.A. Lorentz, der — wie auch Verfasser — gefunden 
hatte, daB der rotierende ebene Spiegel wie ein Konkavzylinderspiegel wirkt, wobei 
sich aber fp=2-f; ergeben hatte. Uberlegungen zur Neubehandlung der Frage- 
stellung, wobei die Rotationsachse nicht — wie friiher — als im der Spiegelebene 
liegend, sondern in der Mitte einer planparallelen, einseitig verspiegelten Platte 
angenommen wird. Uberlegungen werden ,,halbrelativistisch‘‘ sowie ,,relativi- 
stisch’’ (nach der sPeziellen Relativitatstheorie) durchgefiihrt, ohne allerdings in 
vorliegender Arbeit (aus terminbedingten Griinden) bereits zum AbschluB gebracht 
zu werden. Der Weg fiir eine weitere Behandlung wird angedeutet. 


Im Jahre 1926 hatte ich in dieser Zeitschrift! einen Beitrag ,,Spiegelung und 
Brechung eines beliebigen optischen Strahlenbiindels endlicher Offnung an der 
ebenen Trennungsflache zweier Medien, behandelt vom Standpunkt der elektro- 
magnetischen Lichttheorie“ verdffentlicht. In ihm ging ich aus von einem durch 
den Hertzschen Vektor 


Bx =0 
By =0 


3 = el y{cos B cos y) e tk [x cosa+y cos B+ z cos y—f (cos 8, cos y)] dQ 
& h2 , 
mit 


ge 
dQ = eae d (cos B) d (cos y) 


gegebenen einfallenden Strahlenbiindel (endlicher Offnung) mit beliebig von der 
Kugelgestalt abweichenden Wellenflachen. Hierin bedeutet 

y (cos B, cos y) die Lichtverteilung auf der unendlich fernen Wellenflache [in 
Abhangigkeit von der Richtung (cos f, cos y) der Lichtstrahlen gegen die y- und 
z-Achse], also den sog. ,, Belegungsfaktor‘‘, und 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
} Prcut, J.: Z. Physik 39, 933945 (1926). 
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f(cos B, cos y) = § cos a+ cos B +£ cos y die sog. ,, Gestaltsfunktion“’, die durch 
die Gestalt einer beliebigen der — zueinander ja parallelen — Wellenflachen des 
einfallenden Strahlenbiindels bestimmt ist, wobei diese Wellenfliche gegeben ist 
durch die von der Strahlrichtung («, 8, y) abhangenden Gleichungen 


€ = (cos f, cosy) 
7 =% (cos B, cos y) 
¢ =€ (cos, cosy). 


Die an einer ebenen Flache gespiegelte Welle 1a8t sich dann darstellen durch 
ihren Hertzschen Vektor 


50 


BF — ae | H*. ie le Sea yy casa Zeer dQ 


ev 


3% a a, i Z*. y e tk [—xcosa+y cos B+2cos y—f] dO 


mit 
Si; = i vi Seay 
H*— cos B cosy ( N? cos a — |/N? — sin? « )N?2 — sin? x — cos 
Fer N? cose hE = 
sin” o ‘ N* cos a + | N?2 — sin? « y N?2 — sin? « + cosa 
~ ie Se / = 
1 >. . N*2 cosa — |) N2 — sin? x : / N2 — sin? « — cosa” 
Z* a aoa [cos ee | — = — cos? 6 li = = 7 ‘ 
sin* % N2 cosa + i} N? — sin? VN? —sin?% + cose | 


In gleicher Allgemeinheit wurde in jener Arbeit die Brechung an einer ebenen 
Flache behandelt. Auch hier zeigt es sich, dafS — wenn die einfallende Welle durch 
emme Komponente des Hertzschen Vektors dargestellt werden kann — die gebro- 
chene Welle zu ihrer Darstellung zwei Komponenten benotigt. 

In einer weiteren Arbeit? behandelte ich anschlieBend die Reflexion eines 
beliebigen Strahlenbiindels endlicher Offnung an einem mit konstanter Geschwin- 
digkeit bewegten Spiegel. Hierbei zeigte sich — wie zu erwarten —, da8 die ein- 
zelnen ebenen Wellen verschiedener Richtung, verschiedener (richtungsabhangiger) 
Amplitude und verschiedener, gleichfalls richtungsabhangiger Phase, die durch 
ihre Uberlagerung das einfallende Strahlenbiindel ergeben, bei der Reflexion eine 
von ihrer Ausbreitungsrichtung abhangende, verschieden groBe Frequenzanderung 
erleiden, also dementsprechend in der aus ihrer Uberlagerung sich ergebenden 
reflektierten Welle verschiedene Frequenzen besitzen, wobei aber jede einzelne 
dieser durch ihre Uberlagerung den reflektierten Wellenvorgang ergebenden Wellen 
der Wellengleichung streng geniigt. 

Es ]4Bt sich aber — wie dies in der damaligen Arbeit gleichfalls gezeigt wurde — 
ein Mittelwert der verschiedenen Frequenzen der sich tiberlagernden und durch 
ihre Uberlagerung das reflektierte Strahlenbiindel ergebenden reflektierten ebenen 
Wellen (in verschiedener Weise) formal als ,,Hauptfrequenz’’ bestimmen bzw. 
ansehen. Allerdings hat dies dann zur Folge, das die das reflektierte Strahlen- 
biindel, die reflektierte Welle charakterisierende ,,Gestaltsfunktion’‘, aus der sich 
ja — wie oben bereits erwahnt — die Gestalt der Wellenflachen berechnet, ze7t- 
abhingig wird. Wir haben es hier — bei dem reflektierten Wellenvorgang — also 
nicht mit einem wohldefinierten Wellenvorgang, einem wohldefinierten Strahlen- 
biindel bestimmter, zeitlich konstant bleibender Wellenflachen zu tun, sondern mit 


2 Prout, J.: Z. Physik 40, 521—529 (1926). 
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einem Wellenvorgang, dessen Wellenflachen in Abhangigkeit von der Zeit ver- | 
anderlich sind. 

Nach Erscheinein dieser beiden Arbeiten machte mich mein hochverehrter | 
Lehrer, Herr v. Laur, dem ich diese vorliegende Arbeit zu seinem achtzigsten | 
Geburtstag mit meinen besten Wiinschen fiir sein ferneres Wohlergehen widme, 
auf eine Arbeit von H. A. Lorentz? aufmerksam, in der dieser (— veranlaBt durch © 
eine Bemerkung von Cornu‘, nach der die gewdhnlichen Gesetze der Spiegelung 
auf rotierende Spiegel nicht angewandt werden diirfen —) zu dem Ergebnis kam, | 
da die Befiirchtung von Cornu unbegriindet sei, daB aber ein rotierender Spiegel © 
wie ein fokaler Zylinderspiegel wirkt, dessen Brennweite zeitlich veranderlich ist | 
und vom jeweiligen — ja zeitlich sich verandernden — Winkel (O—qt) abhangt, | 
den der Hauptstrahl des einfallenden Strahlenbiindels mit der positiven Richtung — 
der Spiegelnormalen bildet. Fir die Brennweite des mit der Winkelgeschwindig- | 
keit @ um eine in seiner Ebene liegende Achse rotierenden ebenen Spiegels findet 
H. A. Lorentz den Wert | 

Os - : (1), 


4 w tg (O @ t) 


Herr v. Laue schlug mir seiner Zeit vor, mich unter Benutzung der von mir 
1925 angegebenen Darstellungen® von Strahlenbtindeln bzw. Wellen beliebiger | 
Deformation, beliebiger Abweichung ihrer Wellenflachen von der Kugelflachen- 
gestalt, auch mit der Reflexion eines Strahlenbiindels am rotierenden Spiegel zu 
beschaftigen. 

Dieser Anregung folgend, behandelte ich in der Arbeit® ,, Beitrage zur Wellen- 
optik von Strahlenbiindeln endlicher Offnung und zur Optik bewegter Kérper“ 
unter Zugrundelegung der sog. ,,Phasenforderung“‘ zunachst die Reflexion sowie 
die Brechung an einer translatorisch bewegten Ebene und anschlieBend Reflexion 
und Brechung an einer rotierenden Ebene. Dabei besagt die Phasenforderung, daB 
an jeder Stelle der Trennebene die Phase der einfallenden und der gebrochenen 
sowie der gespiegelten Wellen untereinander tibereinstimmen miissen. 

Aus der Phasenforderung folgt ezne Gleichung mit — im Prinzip — vier Unab- 
hangigen, wenn man bereits beriicksichtigt, daB von den drei Richtungscosinus- 
Gr6éBen nur zwei voneinander unabhangig sind. Die vier Unabhangigen sind: 
1. die Frequenz, 2. und 3. zwei der drei Richtungscosinus-Werte der Wellenflachen- 
normalen [oder — wie wir auch sagen kénnen — der Lichtstrahlen] und auBerdem 
4. die die Wellenflachenform angebende Gestaltsfunktion. 

Die eine aus der Phasenforderung folgende Gleichung reicht natiirlich prin- 
zvpiell nicht aus, diese vier unbekannten GréBen bzw. Funktionen zu bestimmen, 
ohne noch weitere als bekannt anzunehmende Beziehungen heranzuziehen. 

Da sich auch bei der votievenden Ebene — sowohl fiir die Reflexion als auch fiir 
die Refraktion — die Gleichung der Phasenforderung durch sehr einfache und rein 
anschaulich naheliegende Beziehungen zwischen den angegebenen, zu bestimmenden 
GréBen des reflektierten (bzw.: des gebrochenen) Wellenvorganges einerseits und 
den entsprechenden GréBen des einfallenden Wellenvorganges lésen lassen, lie ich 
mich seiner Zeit dazu verleiten, diese Beziehungen als die fiir das Problem vichtigen 
anzusehen, obwohl ich in der gleichen Arbeit das Problem der Reflexion am rotie- 


° Lorentz, H. A.: Arch. neerl. (2) 6, 303 (1901) sowie: Abhandlungen, Bd. 4, 
S. 474. Leipzig 1907. 


* Rapports presentes au Congrés international de Physique de 1900. 2, 225 
(1900). 

° Ann. d. Phys. (IV) 77, 785—882 (1925) (paginiert: 685—782). 

° Picut, J.: Z. Physik 58, 667—695 (1929). 
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renden ebenen Spiegel auch in der von H. A. Lorentz durchgefiihrten (geometrisch- 
optischen) Art behandelte und obwohl ich jene Behandlung nach Lorentz noch 
in der Hinsicht erweiterte, dafB ich die aus der speziellen Relativitatstheorie folgen- 
den Beziehungen zwischen den Einfallswinkeln und den ihnen zugeordneten Re- 
flexionswinkeln beriicksichtigte. Hierbei erhielt ich — abweichend von LorENTz — 
fiir die ,, Brennweite‘‘ des rotierenden Spiegels den Wert 


i e ; (2) 


2 tg (O — wt) 


Herr v. Laue machte mich spater darauf aufmerksam, daB jene von mir (s. oben) 
als die fiir das Problem der Reflexion (und Brechung) an einer rotierenden Ebene 
als richtig angesehenen Beziehungen nicht richtig sein kénnen, da die aus ihnen 
folgende Darstellung des reflektierten bzw. gebrochenen Wellenvorganges nicht der 
Wellengleichung geniigt. 


Es soll daher versucht werden — und es kann sich auch jetzt schon deswegen 
nur um einen weiteren Versuch handeln, weil wir uns auf die Benutzung der speziel- 
len Relativitatstheorie beschranken —, die Reflexion am rotierenden Spiegel in 


etwas anderer Weise theoretisch zu untersuchen. 

Bevor wir eine solche geanderte Behandlung versuchen, sei noch darauf hin- 
gewiesen, da in der Zwischenzeit im Jahre 1949 eine Arbeit? von M. Risco er- 
schien, die sich gleichfalls mit der Frage der Reflexion eines konvergenten Strahlen- 
biindels an einem translatorisch bewegten Spiegel beschaftigt. 

Risco kommt — wie zu erwarten — im wesentlichen zu den gleichen Ergeb- 
nissen, wie sie sich in der zweiten meiner oben angegebenen Arbeiten finden, aber 
auf einem anderen Wege. 


Bei der rotierenden Ebene, mit Bezug auf die wir die Reflexion 
untersuchen wollen, handele es sich um die eine Flache einer Plan- 
parallel-Platte, deren andere Flache vollkommen geschwarzt sei, so daB 
sie das in die Platte eindringende Licht vollkommen absorbieren mége. 
Die nicht geschwarzte ebene Flache mége vollkommen, also ideal 
reflektieren. Die Dicke der Platte sei (in ihrem Ruhsystem) gleich 2D. 
Wir setzen weiter voraus, daB die den beiden Flachen parallele Dreh- 
achse (z-Achse) durch den Schwerpunkt der Platte gehe, so da8B im 
Ruhsystem der Platte mit Bezug auf diesen Schwerpunkt die beiden 
Plattenebenen die Koordinaten x,=—D bzw. x,=-+D haben mégen. 

In Richtung senkrecht zur Drehachse (z-Achse) und gleichzeitig 
senkrecht zur x-Achse liege die y-Achse. Die Winkelgeschwindigkeit der 
Rotation der Platte um die Drehachse sei w. Dann besitzen die im 
Abstande o von der Drehachse gelegenen Punkte die lineare Geschwin- 
digkeit v =ow senkrecht zu ihrer o-Koordinate, wo 0? =x? + Mod OE 
ist. 

Ist die Plattendicke 2D hinreichend klein, so kénnen wir 9 ~|y| und |b] ~|¥| @ 


setzen, wo ) mit gleichfalls ausreichender Naherung als zur reflektierenden (sowie 
zur geschwarzten) Ebene senkrecht gerichtet angesehen werden kann, also die 


7 Risco, M.: Ondes planes et ondes sphériques dans les problemes optiques 
avec mouvement relatif. Cas d’un miroir illuminé par un faiscean convergent. 
J. Phys. Radium (8) 10, 128—131 (1949). 
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Richtung der + *-Achse auf der einen Plattenhalfte (y< 0) bzw. der — #-Achse | 
auf der anderen Plattenhilfte (y > 0) besitzt. Diese zur Plattenoberflache senk- | 
rechte Geschwindigkcit |p] = y@ bedingt nun eine — mit |p| von | y| abhangende — | 
Anderung der Plattendicke. Hat die Plattendicke — beurteilt vom Ruhsystem der 
Platte — den Wert 2D, so gehen dadurch die Koordinaten +, ,= = D tiber in 
a 50 
— i= 8 Vt Be 


wahrend g selbst unverandert bleibt*. 

Dabei verteilt sich die Anderung der Plattendicke 2D syinmetrisch zur Mittel- 
flache der Platte, also symmetrisch zur Ebene x=0. Denn es gilt ja, wenn *, 
und %, — wie oben gesagt — die x-Koordinaten der im Ruhsystem K zueinander | 
parallelen Plattenebenen sind, fiir ihre Koordinaten (%,)’ und (%,)’ im senkrecht zu 
den Platten mit der Geschwindigkeit + |p| bewegten Koordinatensystem K’: 


(poesia, pe Bee 
(%4) 1-8 ? ( ) | 1 — P > i 
2D Vy ie ( ) 


also : (2) — (%)' = 


— 
No 

Se 
~ 

| 

2D 
n]/ 
| 


Die im Ruhsystem ebenen Flachen bleiben bei /ineavey, zu den Flachen senkrechter 
Geschwindigkeit ebene Flachen, ihr Abstand D’ ist aber gegeniiber dem Abstand 
im Ruhsystem vergroBert — sofern nicht D=O ist —, und zwar um so starker, 
je groBer 6 und demnach z ist. 


Diese Folgerung ist aber in dieser Form nicht richtig, da hier die bei 
dem Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem gegen dieses 
bewegten Koordinatensystem erforderliche Zeittransformation noch nicht 
berticksichtigt wurde. Diese Transformation lautet bekanntlich 


Ct = Ve ~ “abot vi SH 1-6 =|- B? x; (5) 


so da entsprechend gilt 


i / / 2 / 
cl= abet alSO)aOa— Ena ae ; (6) 
h-# | 


Beriicksichtigt man dies, so wird 


“Sis peaetlaap2) tei ear —— 
xy = 2 B — ) B = XY yt jis U i ) 
| elite’ (7) 
Xo, = ad =p bes 
* Nach der allgemeinen Relativitatstheorie hatten wir noch zu berticksichtigen, 


daB ew =c Ve 0/1 — @@ ist, da8 durch die Rotationsgeschwindigkeit also auch 
eine Anderung der Plattenlange in Richtung von g bedingt ist, was der Wirkung der 


2 

Zentrifugalkraft entspricht, und zwar ist 6 = pis fa mit B, = Ces [s. M. v. Lave 
. . = oe . @ : Q v 

Die Relativitatstheorie II, S. 163, Braunschweig 1921]. — Auferdem ist in (3) 


{und ebenso in (4)] die erforderliche ,,Gleichzeitigkeit’ der Messung — bewuBt — 
noch nicht beriicksichtigt (s. unten) 
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so daB also 
2D! = 15 — x, = (x, — %) V1 — 2? =2D- 1 — 6 (8) 


ist, eine Folgerung, wie sie aus der Relativitatstheorie bekannt ist und 
die bekanntlich darauf beruht, daB jedes der beiden gegeneinander 
bewegten Bezugssysteme seine eigene Zeit hat und zwei im einen Bezugs- 
system S ,,gleichzeitige’’ Ereignisse in einem gegen S bewegten Bezugs- 
system S’ — auch bei gleichférmig-geradliniger Bewegung — nicht 
gleichzeitig’ sind, bei der ,,Abstands- 
messung’ zweier bewegter Punkte beide 
Punkte aber gleichzeitig — hier also fiir 
gleiches ¢’ — beobachtet werden miis- 
sen. 

Ich habe diese Frage hier bewuft 
etwas ausfiihrlich behandelt, da ich 
glaube, fiir sie auch eine sehr an- 
schauliche Erklarung geben zu kénnen, 
wobei ich mich — der besseren An- 
schaulichkeit wegen — auf das zwel- 
dimensionale (statt auf das vierdimen- 
sionale) Problem _ beschrdanke. 

Betrachten wir die Verhaltnisse 
demnach einmal in der (x, ¢)-Ebene, 
einmal in der (aS t’)-Ebene (Fig. 1). Fig. 1. Zur anschaulichen Begrtindung der 

Die ,,Spur‘‘ der beiden oben be-  Beviehung (8) pack 
trachteten (zueinander parallelen) Ebe- ee Ciemie 
nen in der (x, ¢)-Ebene sind zwei zur 
ax-Achse senkrechte, zur f-Achse parallele Gerade durch die Punkte x, 
und x, (der x-Achse) vom Abstande x, —%, =2D, wenn wieder x, = — D, 
%,=+D ist, die Platte also die Dicke 2D besitzt. 

In der (x’, ¢’)-Ebene schneidet die Spur der beiden einander parallelen 
Ebenen die x-Achse (also zur Zeit ¢’ =t=0) nach den oben (2) durch- 
gefithrten Uberlegungen in den Punkten 


ieee ZB aes 
\i— B V1 —B yi — B 


Cae sa = 


so daB also [wie oben] (%,)’ — (%)’ 


Die Spuren beider Ebenen sind auch jetzt wieder zueinander parallel. 
Wegen der geltenden Beziehungen 


X4,2 se SS Pee (4, a)y=0 ep fi,» 


V1 — & \1 —# 
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sind beide Pe BG aber zur x-Achse geneigt. Ihr gegenseitiger Abstand d |] 
parallel zur x'-Achse, die ja in facto bei linearer Geschwindigkeit | 
des Spiegels in ihrer int mit der x-Achse iibereinstimmt, ist auch | 


jetzt wieder [wie oben in Ons Ihr orthogonaler Abstand d’ | 
_ 


— also die Groéfe [wir nennen sie 2D’], die man berechtigterweise allein | 
als ,,Abstand‘‘ zweier Geraden oder Ebenen bezeichnet — ergibt sich aber, | 
beurteilt vom mit der Geschwindigkeit v gegen das Ruhsystem bewegten | 
System aus, ZU 

2D’ =2D -cos (a, d’) = 2D Fr) =2D \i—p?. (Sa) | 
Es ergibt sich hier also die auch oben [in (8)]| erhaltene Verkleinerung | 
der Dicke der bewegten ,,Platte‘’ gegeniiber ihrer Ruhdicke, oder | 
— anders gesagt — des orthogonalen Abstandes der beiden gegentiber dem | 
Ruhsystem bewegten Platten gegentiber ihrem orthogonalen Abstand im 
Ruhsystem. 


Da bei den rotierenden Flachen ew und demnach f - B(o) =B, 


vom Abstande 9 von der Drehachse abhangt und um so gr6Ber ist, je 
groBer o ist, so nimmt die urspriinglich planparallele, um die y-Achse 
rotierende Platte — vom Ruhsystem aus beurteilt — nach (3) und (4) 
mit wachsendem Abstand von der Drehachse in ihrer Dicke zu. Der 
rotierende ,,ebene‘’ Spiegel ware hiernach also — vom Ruhsystem aus 
beurteilt — ein Konkav-Zylinderspiegel, usw. in erster Naherung ein 
Parabol-Zylinder, der fiir einen senkrecht auf den Spiegel sehenden 
Beobachter die Brennweite ss, a > . mit Bp = a hat, sich mit 
der Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse dreht und dessen Brennweite 
mit abnehmender Winkelgeschwindigkeit der Drehung wachst, mit zuneh- 
mender Winkelgeschwindigkeit dagegen immer mehr abnimmt, aberauch 
von dem Abstand D der Drehachse von der spiegelnden Flache abhangt. 

Nach (8) bzw. (8a) soll dagegen die urspriinglich, d.h. im Ruhezustand 
planparallele Platte infolge ihrer Rotation (vom Ruhsystem aus beurteilt) 
— wegen der mit wachsendem Abstande von der Drehachse zunehmenden 
linearen Geschwindigkeit — im Schnitt senkrecht zur Drehachse von 
der Mitte zum Rande hin immer mehr abnehmen. Das aber wiirde 
bedeuten, daB der rotierende ebene Spiegel — vom Ruhsystem aus 
beurteilt — wie ein Konvex-Zylinderspiegel wirken soll, eine Folgerung, 
die verhaltnismaBig unwahrscheinlich wirkt, wenn man sie mit den 
bisherigen Ergebnissen (s. oben) theoretischer Arbeiten vergleicht und | 
wenn man sich den Vorgang der Reflexion anschaulich vorstellt. 

Wir wollen daher nachstehend die Flachenform des rotierenden 
Spiegels — vom Ruhsystem aus beurteilt — unter Zugrundelegung 
emmal: der Beziehung (4), ein zweites Mal: der Beziehung (8) behandeln. 
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Dabei miiBte (wie oben schon betont wurde) D natiirlich geniigend 
klein vorausgesetzt werden, wenn die Geschwindigkeit ow der Flachen- 
elemente der spiegelnden Flache als zur Flache senkrecht angenommen 
werden soll. 

Allgemein ist die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Spiegel- 
flache nicht ow, sondern 


Sahat D \ : D 
v | = @m Cos (— — arc cos ral = 0 sin (arc cos = 
0 \ O 


2 ae (9) 
= yo? — DP? = ow \ - Ga == VG). 


zu der eine Geschwindigkeitskomponente parallel zur Spiegelflache vom 
Betrage 


») =eo- = Do (92) 


hinzukommt, die also fiir alle Punkte der (als Spiegel gedachten) ersten 
Flache der planparallelen Platte (der Dicke 2D) den gleichen Wert hat 
und nur eine Verschiebung der Spiegelflache in sich bedeutet. 

Darin ist — wie auch vorher — wieder @ der (orthogonale) Abstand 
des betreffenden Flachenpunktes von der Drehachse der rotierenden, im 
Ruhezustand planparallelen Platte der Dicke 2D. 

Ist die — zu den beiden einander parallelen Ebenen parallele — 
Drehachse der Platte wieder in der Mitte zwischen jenen beiden ebenen 
Flachen gelegen, so besitzen die zueinander enisprechend gelegenen 
Punkte (oder Flachenelemente) beider Plattenebenen den gleichen Wert 
von v, (sowie auch von |b], nicht aber von pv selbst, da dies in ent- 
sprechend gelegenen Punkten verschieden gerichtet ist), so daB jetzt 
nach (4), also ,,halbrelativistisch": 


»” 


2(D); a Ve): SAP ee L(y): — (vy), I? 
D 2D 
nl ee 1-8)? i (10) 
ie |): pea va) 
Bi maar en pee Me Die aeel tes wa? nr 
Yara (Ge i=) 
ist. a Bye wit . “=e 
(%4, 2 — esin (wt) | eS ey , (11,) 


pet -E 
(V1, 2)e = + 1 a Bae 2 z — + @c0s (wt) Gy seiell) 
1 


iol 


476 JOHANNES PICHT: 


also 
rs a g @ 
(01.2) = (2.9)? sobre) 7 = <= == 
01 ) | Fi , / ow \? /D\2 y1— (6), 
eee ‘| 1 ( | 
oy Q 
Be Q 
v ow \2 ees, (143) 
ee | c | c 
= Q re SES 
; yo \? | A Loe 
e) 
Diese Gleichungen geben also die Flachenform, die die beiden — im Ruhsystem 
der Platte ebenen — Flachen nach (4), also halbrelativistisch* mit Bezug auf das 
Koordinatensystem besitzen, gegen das die Platte mit der Winkelgeschwindigkeit w 
rotiert — wenigstens dann, wenn wir uns trotz der Rotation auf die spezielle 


Relativitatstheorie beschranken (s. Anm. S. 6). Der rotierende ebene Spiegel wirkt 
hiernach wieder wie ein Zylinderspiegel, dessen Zylinderachse der Drehachse der 
Platte parallel liegt, wahrend seine Schnittkurve mit der zur Rotationsachse senk- | 
rechten Ebene gegeben ist durch die Gleichung 


(x, yn (ee 4 (72) } =D*cos 20 ¢ + 


Cc Cc 


———o 
+ @sintwti+ D?sin 2wt \s) —=4 mit o2D. 
Dies 1aBt sich umformen in 


| aa — cos? w i m= (2) — } 0 R (ee ! (%4,2)/? } 


sin? 2mt. 


a((gh jar 2 


Setzen wir 


\/ 2 
as —cos??at = F?, (125) 
so ist 
7% 12 D 2 land 
ee = al (2? + cos? w ft). (12s) 


Man erhalt dann zwischen = und P die Gleichung 


we 2 | sin wt \2 (D\2 2 - Wes /sin2@t 
f ( wt | Peed, (Weredcne =) aca 2ut 


se paf(smet ts (DY (costa t+ 5} = 4 2p 20 


aot Ont 2wt 


* Die halbrelativistisch transformierten GréBen bezeichnen wir durch ( )’, die 
vollrelativistisch transformierten Gréfen durch einen uwnmittelbay an den die be- 
treffende GréBe bezeichnenden Buchstaben oben angesetzten’. 
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Hieraus folgt 


sinwt 2 
p “mes + coset} 
pre 
= pape cos? w ft, 
naan 
so daB 
sin w t 
aT i mS baci 
We ! , vsinwt+ Dcoswat 
eS er a a 
P2 D2 li =p? » 
|e a y 
c2 t2 


ibereinstimmend — wie natiirlich erforderlich — mit (1 1,), wenn wir beachten, daB 
y = Vo? — D? ist. 


Nach P aufgelést ergibt sich 


/ . 2 7 - . 
mee + 1/5) Re.7 ja Sm2ot| 1 

\ / . PO 3k [ ] Dewi || fees (14) 

mit 
sin wt \2 D\2 = sin t \2 (x)’ \2 
Stile : COS 200 teagan ee peat ) 
fet (eety + (SY ¢ ot +59)| (eet) + (SEN, 
so daB 
'/(x)’\2 /sinwt\2 /Dceosat \2 
JES 
es (4%) ; ot Oe Fe ist 
ae) ae eae ie : 
| ct ] wt 
Fiir o=JD, also in der durch die Drehachse senkrecht zu den beiden — im 
Ruhzustand ebenen — Begrenzungsflachen der Platte gelegten Ebene ist nach 
(12,;) P=0, also nach (13) — mit y=owt —: 
/ Ste) 
(Spb =D 'c0s i CEP apes) (15) 
/ Oh 7D \2] 
entsprechend (10,), da fiir 9 =D ja \ — (2 =) 1 — (=) | = 7) Rie, 
. € Q 


Nach (10,) ergibt sich andererseits fiir @ = D, also y=0, d.h. in der durch die 
Drehachse der Platte gelegten, zu den beiden einander — in ihrem Ruhsystem — 
parallelen Ebenen der Platte senkvechten Ebene: 


2[(D)]g=p = 2D. 


Hier behalt die (planparallele) Platte also auch bei der Rotation ihre urspringliche 
Dicke, die sie im Ruhzustand besitzt, so daB die vom Ruhsystem aus beurteilten, 
durch die Rotation der Platte entstehenden deformierten Flachen ihren Scheitel- 
punkt in jenen ebenen Flachen haben. Die deformierten Flachen berthren hier 
die ebenen Ruhflachen der Platte, und zwar — da es sich bei den deformierten 
Flachen um (deformierte) Zylinderflachen handelt — in geraden Linien. 

Da ferner 9/D in der Gl. (11,) fiir (~)’= %’(0, m,) nur im Quadrat auftritt, so 
sind die — vom Ruhsystem aus beurteilt — deformierten Zylinderflachen der 
gegen das Ruhsystem rotierenden planparallelen Platte zu jenen der Rotations- 
achse parallelen Beriihrungsgeraden symmetrisch. Diese Symmetriegerade, diese 
Beriihrungsgerade beschreibt aber selbst einen IKveiszylinder vom Radius D um die 
Rotationsachse. 
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Wir erwahnten oben bereits, daB die beiden — im Ruhezustand ebenen — Fla- 
chen der (um ihre zu den ebenen Flachen parallele Mittelachse) rotierenden plan- 
parallelen Platte nach der halbrelativistischen Rechnung vom Ruhsystem des Be- 
obachters wie zwei Konkav-Zylinderflachen wirken, deren Achsen der Rotations- 
achse parallel liegen. Fiir ihren Kriimmungsradius erhalt man mit Benutzung der 
Formel (in allgemeiney Schreibweise*) 


4+ y’2)8 
(7kr-R)o=/DFFy — y” (16) 


De 
{= (22) | ; den Wert 


nach langeren Rechnungen aus (D)’= D 
c 


f ; Bh . eee 3 
| : c c 
S208 (ya \?|? 
[s+ 2 (22) | sy (17) 
— 7 {1 — BP + 6B 65 
Gy" 63 + 263] 1 — BF 
[wo o unter und M an y daran erinnern soll, daB es sich um die y-Koordinate des | 
Flachenpunktes bezogen auf die sich mitdrehende (°), in der Mitte (M) zwischen, 


beiden (im Ruhsystem ebenen) Flachen hegende y-Achse handelt], so daB der 
Scheitelkrimmungsradius, also der Kriimmungsradius an der Stelle y=0, d.h. 


o =(-+)D sich ergibt zu 


mit Y= Yy 


na ae oD 
1 sch-Kr = (7Kr-R)o=(.)D = (4+) SG 


(18) 


der — wie erforderlich — fiir m =0 (sowie fiir D=0) den Wert co annimmt. 


Die Koordinaten X, Y der Kriimmungsmittelpunkte der einzelnen Flachen- 
elemente der ersten Flache der mit der Winkelgeschwindigkeit @ rotierenden Platte 


ergeben sich — bezogen auf ein rechtwinkliges, nicht deformiertes Achsenkreuz, 
das mit dey Platte um deren Drehachse yvotiert — zu 
MCS D te _|4 U= 30 yo hyo Pyles (18,) 
Viera Bz, [1 + 263) : i: 
Was wy ID By ut — 3B; + 3By + By Bi — By! 
; |Bo| BaP it a 282) us,) 
= B. . Mi=8iP 4 Bebb f 


VB a) Be? UA 268) - 
woraus fiir (7K;-R)e=yp24y2 Wieder (17) folgt**. 


* Dem y (= a in (16) entspricht also hier die GréBe bal, mit (D);nach (10,) 
Jy 


yo OM epee 
und By = —— t= — Ve —D?}. Der Ausdruck (18) gilt also an der Stelle y =o. 


*x Die angegebenen Formelausdriicke gelten also (s. oben) zunadchst nur — wie. 
oben erwahnt — fiir einen ,,senkrecht auf dem Spiegel sehenden‘ Beobachter, also | 
einen Beobachter, dessen ¥-Achse mit der momentanen x-Achse der rotierenden 
Platte zusammenfallt oder ihr doch parallel hegt. 
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Gehen wir nicht — wie vorstehend — von der Beziehung (4) aus, 
die nach der Relativitatstheorie nicht giiltig sein kann, sondern von der 
Beziehung (8), bei der die relativistische Zeiténderung beriicksichtigt ist, 
so kénnen wir in verhaltnismaBig einfacher Weise die vorstehenden 
Formeln auf diesen Fall umformen. 


Nach (8) gelten ja jetzt statt (10,) bzw. (10,) die Gleichungen 
2Dz = V/U(¥2)e = (4): + (2) — OP é 
ei a eee aes (lon) 
=20)—(@ Ff} -2010- or, | 


, , i | — (@@ 2 — D 2] Piya 
(oii %— M1] = 2D coset |/1 (22) 1 A . (108) 
die sich von (10,) bzw. (103) um den Faktor 


(lay s—(2F] = wror-pey 


. € c 


unterscheiden. Dabei gehen die Gln. (11) fiir (%,,5); bzw. (y,,2)/ iiber 
in die fiir (x1,9), bzw. (1,2), geltenden: 


C= Gi D cos (w t) - |) ey i er | 
— sin (wt) | — (27 (117) 
= + D cos (wt) 1 — 8B —ysin (ot) mit ~, = 10, aed 


(Oiah = +[F Dsin (on /—(22)"1—(2)] + 
+ 0 cos (wt?) 1-(2]| (112) 


Q 


+ [+ Dsin (@ 2) \1- 6, + y cos (wé)], 
bps = slower: CFTBT 4 


- sin (@ ¢) yey == | rug |/D? +y%=>D (443) 


| 


cos (@ ?) 1-8 + sin (w ¢) Vey -1| ; 


In (117°), (413'), (113°) ist beriicksichtigt, daB die relativistische Langen- 

kontraktion dD der zu y senkrechten Quader der differentiellen Dicke dy 

(in Richtung von y) durch die zur y-Achse senkrechte Komponente 

Vv, =v, =vyw ihrer Geschwindigkeit gw bedingt ist. Sie besitzen aber 
32* 
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| 
auBerdem eine Komponente v,, die noch von x abhangt und den Betrag | 
v,=xw mit —D<x*<-+D hat, von y aber unabhangig ist. Da die | 
Drehachse raumfest ist, bedingt [bei y,=+-{2] diese Komponente », | 
eine Lageverschiebung der differentiellen Quader, verbunden mit einer | 
Dickendnderung in y-Richtung, die noch von x abhangt, also eine Kriim- | 
mung der zur y-Achse senkrechten Flachen bedeutet. 

Mit den friiheren abkiirzenden Bezeichnungen geht (11,) nach Qua- | 


drierung iiber in 


ge — (sin al {shoe A: Pa pee oe y 12* 
Gee l 29% Gin oe ee | 
AP P SiN + cosa | {sings yop [P sin Pe + cog |} 12% 

a Pt lo oo Pel» (127) | 
a (5)- COS* ie False 7 = /E? + cos? Yt, (425) 


eu 


2 pies as nie es ‘Peeve aM | 
— 1h=@P{(2) = it, also e=D YE +1, (12; ) 


CPt 


Firg,< - , also: sing, YQ,; cos y, x1 geht (12*) iiber in 
5? — — A? P? + (P2 + 2P) (1 — A? P?). (425 \ 


Fiir ¢=0, also y, =wt =0 (aber w +0) geht (11f) tiber in 


(2')o;m—0 = + D \i- ee) = i} = D* 
== iA 


| 
AD and Gre 


wie dies verlangt werden muB. 

Fiir den Kriimmungsradius rx, der beiden im Ruhsystem der 
rotierenden Platte ebenen Flachen ergibt sich jetzt bei ihrer Rotation 
— beurteiit von dem System aus, gegen das die Platte rotiert, und mit 
Bezug auf Strahlen, die zur momentanen Lage der rotierenden x-Achse 
parallel sind — nach der oben genannten Formel (16) | 


(Path —(eer 
ae (17*) 


eee elt ey 
(=) B, ? 


("k-R)o=ypy = (4D 
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fiir den Schedtelkriimmungsradius also 


= ai D 
’Sch-Kr = (7xr-R)e=(F)D ae (4) ay o (18*) 


c 


Die Koordinaten X,Y der Kriimmungsmittelpunkte der einzelnen 
Flachenelemente der ersten (zweiten) Flache der mit der Winkel- 
geschwindigkeit w rotierenden Platte ergeben sich — bezogen auf ein 
Achsenkreuz, das mit der Platte um deren Drehachse rotiert — zu 


Be ele oes has) (183) 
Y=y—D 5 [1 — f+ fb), (185) 


woraus fiir (7K;-R)p=ypepy: Wieder (17*) folgt*. 

Fir ein Parallelstrahlenbiindel, eine ebene Welle, deren Wellen- 
normalen (,,Strahlen) — im Augenblick ihres Auftreffens auf die 
(rotierende) Spiegelflache — der mitrotierenden x-Achse, der x-Achse, 
nicht parallel sind, lassen sich die Formeln (17*), (18*), (18%), (18}) 
entsprechend erweitern, indem man beachtet, da8 mit Bezug auf solche 
Strahlen die ihnen parallele Komponente der Geschwindigkeit der dif- 
ferentiellen F'lachenelemente der rotierenden Spiegelflache andere Werte 
annimmt. Diese Erweiterung soll spater gegeben werden. 


Wahrend also nach der ,,halbrelativistischen“’ Rechnung der mit der 
Winkelgeschwindigkeit w — um eine zur ebenen Spiegelflache parallele, 
von ihr um den Abstand D entfernte Achse — rotierende Spiegel formal 
falso rein flachenmaBig und noch ohne Beriicksichtigung der Tatsache, 
daB bei der Reflexion einer Welle an dieser Flache die Frequenz der 
Welle sich andert und auch die Reflexionswinkel von den Euinfalls- 
winkeln verschieden sein werden] auf ein senkrecht oder nahezu senk- 
recht auf ihn fallendes Strahlenbiindel, also fiir y,(=qwd#) ~0, fiir zur 
x-Achse parallel einfallende Strahlen wie ein Konkavspiegel der par- 
axialen Brennweite 


D 1 
Uraraata) halbeel mise 2 ee (19) 


Cc 


wirkt, wirkt er in jenen Fallen nach der vollrelativistischen Rechnung 
— aber (auch hier) rein flachenmaBig (s. oben) und bei Vernachlassigung 
der durch die Zentrifugalbeschleunigung (s. oben) eigentlich noch zu 


* Siehe Anm. zu (17), (18), (18,), (18,)- 
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beriicksichtigenden Anderung von @ (bzw. von y) — formal wie ein | 
Konvexspiegel der paraxialen Brennweite 


“ ] 
(aR ee =-+ ae aa 3° (19*) | 
a 


Nach H.A. Lorentz® soll indessen ein mit der Winkelgeschwindigkeit w | 
rotierender ebener Spiegel wie ein Konkav-Zylinderspiegel der Brenn- 
weite 

Cc Cc 


(Ge rook en = en tg (0 In t) =. tm as tg (psp 


(20) | 


wirken, also auch abhangen von dem Einfallswinkel @ des Haupt- | 
strahles des auf den rotierenden Spiegel fallenden (divergenten oder 
konvergenten) Strahlenbiindels, wahrend meine friihere Behandlung? 
dieser Frage den Wert 
Cc Cc 
Ccaarae = 2u tg (O — wt) a 2w tg (Psp 


(21) 


ergeben hatte, wobei aber noch zu beachten ist, daB fiir (20) und (21) 
die Drehachse des Spiegels als in der spiegelnden Flache legend ange- 
nommen wurde, also D =O war. Aus (18) und ebenso aus (19) wiirde 
sich dagegen fiir D =0 [und zwar auch fiir w +0] — und ebenso natiir- 
lich (wie erforderlich) fiir @—=0 — die Brennweite ,,formal™ (s. oben) 


zu fesracal == 29 ergeben. 


Zu (20) und (21) noch einige Bemerkungen: Die GroBe y, =wt ist 
zwar zeitlich veranderlich, ist aber in allen praktischen Fallen nur von 
einer solchen Gré8enordnung, daB die durch jene zeitliche Veranderlich- 
keit bedingte zeitliche Veranderlichkeit von x’(o, gy), y’(@, g;), also von 
dx (9,91) 4Y(Q, Yt) 

dt : dt 
digkeit c des Lichtes angesehen werden kann, so daB man die zezéliche | 
Anderung der Lage des durch die Rotation deformierten Spiegels bei 
der Behandlung der Reflexion am rotierenden Spiegel in allen den Fallen 
bestimmt wird vernachlassigen diirfen, in denen es sich um die Frage | 
der Ausbreitung des vom rotierenden Spiegel reflektierten Lichtes und um 
die Anderung der durch die Rotation bedingten Abbildungsfehler handelt. 

Wohl aber wird sich die zeitliche Anderung von y,=qt bei der 
Reflexion auf die l’vequenzdnderung des Lichtes sowie aut die Abweichung 
der GroBe der Reflexionswinkel von der der zugehorigen Einfallswinkel 
auswirken, da diese GréBen ja auch — auBer von der Geschwindigkeit | 


als vernachlassigbar klein gegen die Ausbreitungsgeschwin- 


8 Lorentz, H. A.: Arch. neerl. (2) 6, 303 (1901). Siehe auch Lorentz, H. A.: | 
Abhandlungen, Bd. 1, 474. Leipzig 1907. 


* Picut, J.: Z. Physik 58, 667 (1929) [dort S. 692 u. f.]. 


Zur Theorie der Reflexion an einem rotierenden Spiegel 483 


des reflektierenden Flachenelementes — vom Einfallswinkel des Lichtes 
abhangen und dieser sich mit y,=qwt schnell andert. 


Die vorstehenden theoretischen Uberlegungen iiber die Deformation 
der ebenen Flachen in Abhangigkeit von der Rotationsgeschwindigkeit w 
und dem Abstand der Flachenpunkte von der Achse sollten sich eigent- 
lich experimentell leicht dadurch priifen lassen, daB man umgekehrt 
die (konvex- bzw. konkavzylindrische) Flachenform einer Platte berech- 
net, die bei einer bestimmten Rotationsgeschwindigkeit w — vom 
Ruhsystem aus beurteilt — fiir bestimmte Lagen, also zu bestimmten, 
von dem der Rechnung zugrunde gelegten w abhangigen Zeitpunkten 
eine ebene Flache ergibt. La8t man auf eine solche Platte eine konver- 
gente Zylinderwelle fallen, deren Brennlinie hinter der reflektierenden 
Flache in einem Abstand a legen wiirde, so wird diese Brennlinie 
nach der Reflexion an der vuhenden deformierten Konvexflache vor 
dieser in einem Abstand a’ =a liegen und — infolge der Deformation 
der Flache — mit Abbildungsfehlern behaftet sein, wahrend sie bez 
Rotation der betreffenden deformierten Flache mit der der Rechnung zu- 
grunde gelegten Rotationsgeschwindigkeit bei den bestimmten Spiegel- 
lagen, also in den bestimmten Zeitpunkten, ein einwandfreies, also 
fehlerfreies Bild in dem betreffenden Abstand a vor der Flache ergeben 
mu8, das mit einer Rotationsgeschwindigkeit, die doppelt so groB ist 
wie die des Spiegels, im Kreise herumwandert und leicht — etwa photo- 
graphisch — auf seine Giite (Fehlerfreiheit) sollte untersucht werden 
k6onnen*. 

Mit dieser Bemerkung wollen wir diese Betrachtungen hier abschlie- 
Ben und uns einem weiteren Versuch der theoretischen Behandlung des 
Problems der Reflexion am rotierenden Spiegel zuwenden, der sich an 
jenen meiner oben erwahnten dritten Arbeit in dieser Zeitschrift an- 
schheBt. 


Wir betrachten jetzt ein zur x-Achse parallel einfallendes Strahlen- 
biindel, also eine sich in Richtung der x-Achse ausbreitende ebene Welle. 

Die einzelnen Strahlen (Wellennormalen) dieser Welle sind also mit 
Bezug auf das ruhende Koordinatensystem (x, y, 2) bestimmt durch 
ihren Zielpunkt y =A auf der (ruhenden) y-Achse, wobei der ~ iiber y 
auf ,,Strahl‘‘ hinweisen soll. 

Ist die (momentane) Lage des Spiegels durch y,(=@¢t) =0 bestimmt, 
so trifft ein Strahl y =h die spiegelnde Vorderflache der Platte in einem 


* Von der mit der Rotation verbundenen Frequenzanderung, die fiir die ein- 
zelnen ,,Strahlen‘‘ (verschiedener Richtung) verschieden ist und auch noch mit der 
(veranderlichen) Spiegellage und der damit (fiir jeden einzelnen Strahl) variablen 
,, Reflexionsstelle‘‘ am Spiegel verbunden ist, noch abgesehen. 
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Punkte, der — mit Bezug auf das sich mit der rotierenden Platte mit- | | 
drehende Koordinatensystem x, y,  — bestimmt ist durch 


° ° ° 


(2)y-0= —DY1 — Boa = — Dyy, (Ymn-0 = Yu = 9 =h, 


x Te) 
AK Buy =— YM - 
ro) Co 


(Die Rotation der Platte findet ja um die gemeinsame 2- -Achse statt.) | | 
Dabei ist y,, die y-Koordinate des Punktes, in dem der betreffende ] 


Strahl die spiegelnde Vorderfliche der rotierenden Platte zur Zeit t=0, 
also fiir t=O wifft. 


Ist die (momentane) Lage des Spiegels indessen durch g,=wt==0 | 
bestimmt, so ist yy + y (=A). 


AuBerdem ist die Geschwindigkeitskomponente des vom Strahl ge- 
troffenen Flachenelementes der Spiegelflache mit Bezug auf die Strahl- 
richtung nicht mehr — y,y@, sondern (s. Fig. 2) — (yyw cos y,—D sing;), 


so daB der die Deformation der Spiegelflache bestimmende |-Faktor | 
den Wert \1 = (By a cos y, — Bp sin ¢;)? annimmt mit 


Yu = neal ih! Oe ae +) Dsin q, \1 — (Boa cos y; — Bp sin g,)? (22) 


COS Wf 
und 


oe ) 
Bp = Coe ae: 
O° fo} 


was fiir kleine Werte von gy, mit (113) tibereinstimmt, die also die rela- 
tivistische Deformation der im Ruhezustand planparallelen Platte (nur) 
fur einen Beobachter angibt, der naherungsweise senkrecht auf die 


Platte schaut. (113) gilt also nur fiir kleine Werte von oo Bp, also 
c 

geringe Plattendicke, und kleine Werte von g,=at, fiir die cos? g,~1 

gesetzt werden kann. 


ie 22) eck Iu aber auf der rechten Seite — in Boye = aM _ noch 
c 


einmal auf. Aaa ine der Gleichung nach Yu ergibt nach umstandlichen 
Rechnungen (s. Anhang) 


h + Dsin gy, [B} sin? y; 4 2 (1 — 6?) — (4 — B, Bpsin g)?| 


COS GY, = 
Ym Yt 1+ B3, sin2 1 (23) 
: Dw ho 
m wv ——— == ——_ 6 
it Bp ; und f, ; 
Dies yy, ist — um es noch einmal ausdriicklich zu bemerken — nicht 


etwa der Abstand des Punktes der zur Rotationsachse senkrechten Mittel- 
ebene der Platte von der Drehachse, nach dem der einfallende Strahl 
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hinzielt, sondern der Abstand jenes Punktes der genannten Mittelebene 
von der Drehachse, der die orthogonale Projektion des Strahltreffpunktes 
mit der (deformierten) Spiegelflache, also des ,,Einfallspunktes“ des 
Strahles auf dem Spiegel, auf die zur Drehachse senkrechte Mittelebene 
darstellt. 

Fir y,=0 geht (23) tiber in yy =A und fiir h=0, g,--(a)O in 


Yu =D sin ¢,, wie dies verlangt werden muB, wobei wir — um dies noch 
oO 


O-are sine 


(Y/¢-0 
ra 


. # 
O=are sin — 


g 


Fig. 2. Zur Bestimmung der Geschwindigkeitskomponente der Flachenelemente des rotierenden Spiegels 
mit Bezug auf die Strahlrichtung. Die relativistische Deformation der planparallelen Platte ist im Abstande h 
von der durch den Drehpunkt der Platte gehenden Sehrichtung (bzw. Strahlrichtung des parallelen Strahlen- 


/ ] 2 Se 
biindels) allein von # und der Drehgeschwindigkeit w abhangig und bestimmt durch /1 = ( “| =y1— BR, 
so daB parallelzuv,, im Abstande h von dem durch den Drehpunkt gehenden Parallelstrahl des parallelen 

2D 
Strahlenbtindels die ,,Dicke‘‘ der Platte statt den Wert aaa V1 — 8B} — BR hat. Senkrecht zur (Ye,  Achse 
Pt 


1 cos ¢ 
zur Zeit t= — %] hat die deformierte Platte an vader Stelle, an der der Strahl 4 = const sie trifft, a Dicke 
w 


2D \1 — (By cos g, — Bp sin y)*= 2D V1 — BP. 
O° 
Denn es ist: 
D, = — @wcos(g,+ 0) 


=-e0|/1- (2) J'cos 4+ Dwsin 9 


= D ee 
¥@ C08 H+ sin p, mi e (Yh gy, 


so dab 
D, . ; su) Dw 
B= —- = — (Bycosy,—Bpsing,) mit By=2—; Bp=— 
C } 3 c ¢ 
h : 
——=y-—D-:tgm; h=ycosy,—Dsing, 
cosy, oO 3 
hw ; D 
Ba(=—2-)= — (Bycos ee — Bpsin g1) = By) =. 
c } c 
1 
By, ist — wie erforderlich — von D unabhangig, da ie = —— (h+ Dsin qm). 


COS Fy 
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einmal zu betonen — die einfallenden Strahlen parallel zur x-Achse | 
des Ruhsystems (p,==0) vorausgesetzt haben und die relativistische 
Deformation der Platte beriicksichtigt haben, wie sie sich von einem 
in groBem Abstand vom Spiegel auf der (negativen) x-Achse befindlichen 
Beobachter ergibt. 

Fiir ein Parallelstrahlenbiindel, das eine andere Richtung besitzt, 
also gegen die Mittelnormale der Platte bei ihrer durch m, =0 gegebenen 
Lage etwa unter dem Winkel « geneigt ist, gelten die entsprechenden 
Formeln fiir g,=0 und gy,+0, wenn man in ihnen q, durch g,—« 
ersetzt. 

Damit sind aber prinzipiell auch die (ersten) Grundlagen fiir die 
Reflexion eines Strahlenbiindels am rotierenden Spiegel gelegt, das von 
einer im endlichen liegenden, der Drehachse des Spiegels parallelen 
geraden Lichtlinie als Quelle ausgeht, da wir jedes beliebige Strahlen- 
biindel beliebiger Offnung ja durch Uberlagerung ebener Wellen ver- 
schiedener Richtung innerhalb des Offnungswinkels des Biindels dar- — 
stellen k6nnen®. Dabei ist aber noch weiter darauf zu achten, daB die 
einzelnen Strahlen [bzw. die ihnen entsprechenden ebenen Wellen, deren 
Reprisentant der betreffende Strahl ist], eine von der sich stetig andern- 
den Geschwindigkeit des betreffenden Flachenelementes der spiegelnden 
Flache und dem sich gleichfalls stetig anderndem Einfalls- (bzw. dem 
Reflexions-)winkel abhangige Frequenzdnderung erleidet. (Siehe z.B. 
Arbeit ® d. Verf.) 


Wir kénnen nunmehr mit Benutzung der vorstehend abgeleiteten 
Formeln fiir die Deformation der als spiegelnd betrachteten ersten 
Flache der mit der Winkelgeschwindigkeit @ rotierenden — in ihrem 
Ruhsystem planparallelen — Platte die Reflexion an diesem Spiegel 
behandeln, indem wir die einzelnen Strahlen der einfallenden Welle 
als Reprasentanten von ebenen Wellen ansehen und die aus diesen 
Strahlen durch ihre Reflexion hervorgehenden reflektierten Strahlen 
gleichfalls als Reprasentanten ebener Wellen betrachten, die sich in 
ihrer Ausbreitungsrichtung sowie in ihrer Frequenz unterscheiden und 
durch ihre Uberlagerung den reflektierten Lichtvorgang ergeben werden. 

Vielleicht aber wird es vorteilhafter sein, das reflektierte Gesamt- 
wellenfeld nach dem Huygensschen Prinzip zu bestimmen, indem wir 
jeden einzelnen der am rotierenden Spiegel reflektierten Strahlen als 
von den einzelnen Flachenelementen ausgehende inhomogene Kugel- 
welle mit richtungsabhangiger Amplitude ansehen, wobei diese Ampli- 
tude proportional dem Cosinus des Richtungswinkels gegen den be- 
treffenden ,,reprasentierenden“ Strahl ist. 

Aus terminbedingten Griinden miissen wir die Durchfiihrung dieser 
weiteren Untersuchungen aber auf eine spadtere Arbeit verschieben. 
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Anhang 
Aufldsung von (22) uach vy 


Vay berechnen aus 
O° 


1 
iam east 


h + D sin gp, \1 — (By cos gp; — Bp sin %1)°| | . = 


By y cos py; = Br + Bpsin y; \1 — (By cos @, — Bp sin Pt)” 
B2 cos? @ + B% — 2By By cos gy 
fo} ° 
= Bh sin? y, — B}, sin? yy, (By, cos? y, — 2By Bp sin g, cos gy, + Bi sin? 1) 


Nach f, auflésen: |Bp = age} und pf, = ne) bekannt 
° c c 


B3 cost g (1 + Bb sin®@,) — 2By cos gy (Bx + BB sin® gy 
= Bp sin? g (1 — Bp sin? gy) — By. 
Setze: Bpsing,= A, Bycosm,= Y, By =H 
WAG <2 AB) = Neal + 48) = A*(1 — A?) — H? 


H+A8  (H?+ 2H A3+ AS) 
72 ! aS 
sas ON cn ay ™ (1 + A?)? 
_ 44 — At) B24 242+ A) | H24+ 2H Ae + AP 
(1 + 42)? (1 + A22 (1 + A22 
(y H+ A’\2 Wie 2H? A? — He At 2 A* 
Searle (4 + A)? 
Sey speuIe eae ae yee erent tien ee) 
(1 + 22? (1 + 42)? 
A Bt a ee) 
(1+ ap 


2 
= (45) [1 — 2H? — H? A2 + 2H A3] 


H+A®+A)1 — 2H?— H? A? 4+ 2H A 


is 4+ 42 

By, + B3, sin? p, + Bosin gy 1 + 281 Bp sin y — B2 (2 + 2 sin? gy) 

By COS py = — a 
4. Bi sin? 

Bu + Bosin gy | 6%, sin? gy + V2 (1 — BR) — (1 — Bo Basin | 
peers 1+ P3sntg, 

h + Dsin g; [63 sin? y, + \2 (Set) (1 — B,Bpsin $1)? 
is Naik aa 1+Pisieg, ; 
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Aus der Kommission fiir Tieftemperaturforschung 
der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Herrsching/Ammersee 


Die Eigenschaften der Widerstands-Hysteresisschleifen 
im Ubergangsgebiet zur Supraleitung* 
Von 
W. MEISSNER und R. DOLL 
Mit 8 Figuren im Text 
(Eingegangen am 15. Juli 1959) 


Zur Erganzung der in! erhaltenen Ergebnisse wurden an dem in der ersten Arbeit 
verwendeten Zinndraht weitere Messungen angestellt, die folgendes ergaben: Beim 
mehrmaligen Durchlaufen der Hysteresisschleifen erhalt man dieselben Umran- 
dungskurven. Die Kurvenform andert sich nicht, wenn man angeklemmte Poten- 
tialdrahte statt der ,,angepunkteten“’ (moglichst punktformige Létstelle bei még- 
lichst geringer Verletzung der Oberflache des Zinndrahtes) verwendet. Die Tem- 
peraturdifferenz zwischen Zinndraht und Bad betragt bei den starksten verwendeten 
Stré6men nur etwa 0,04°. Nach oszillographischen Aufnahmen treten im Gebiet der 
kritischen Stromstarke sprunghafte kleine Anderungen der Stromstarke auf. Es 
wurden theoretische Betrachtungen tiber die Form der Ubergangskurven, die auf- 
tretenden Spriinge und die Entstehung der Hysteresisschleifen angestellt. 


In einer vorhergehenden Arbeit! haben wir gezeigt, daB in einem 
gegen die Eindringtiefe des Stromes bei Supraleitung dicken polykristal- 
linen Zinndraht Hysteresisschleifen des Widerstandes in stabiler Weise 
entstehen kOnnen. Inzwischen haben wir noch verschiedene erganzende 
Messungen und Uberlegungen durchgefiithrt, die folgende Punkte be- 
trafen: 


1. Ergeben sich bei stabil gemachten Verhaltnissen beim mehrmaligen 
Durchlaufen der Hysteresisschleifen dieselben Umrandungskurven ? 


2. Ist die Form der Umrandungskurven beim Verwenden von an- 
geklemmten Potentialdrahten eine andere als bei Verwendung von 
angeldteten ? 


3. GréBe der bei unseren Messungen auftretenden Temperatur- 
differenz zwischen Heliumbad und Zinndraht. 


4, Oszillographische Untersuchung des zeitlichen Stromverlaufs im 
Zinndraht. 


5. Theoretische Betrachtungen iiber die Form der Ubergangskurven, 
die auftretenden Spriinge und die Hysteresisschleifen. 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
1 MEISSNER, W., u. R. Dott: Z. Physik 154, 524 (1959). 
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1. Mehrmaliges Durchlaufen der Hysteresisschleifen 
bei konstanter Badtemperatur und verdndertem Strom 


Es wurde die in} beschriebene Anordnung mit konstantem Parallel- 
widerstand zum Zinndraht zur Stabilisierung benutzt. Bei der Bad- 
temperatur von 3,56° K wurde der Gesamtstrom so verandert, da der 
Strom durch den Zinndraht zwischen 0 und 5 A hin- und herlief. In 
Fig. 1 ist nur der Teil mit Strémen bis 3 A wiedergegeben, da oberhalb 


T= 3,56 °K 
hy =2,15' 70 °Q 


JA = 


Cae Lyn 
%& 
| 


Rn 


» 7 mal fallend 
& 7 Lyklus 
0 2Lyhklus 


| i ! ! | ! ! | | 
0 7 2 & ¥-70°V 
— &, 
Fig. 1. Mehrmaliges Durchlaufen der Hysteresisschleife 


desselben die hin- und hergehenden Kurven fast zusammenfallen und 
der Unterschied in der Figur nicht darstellbar ist. Man sieht, da8 auch 
im wiedergegebenen Teil die bei fallendem und steigendem Strom auf- 
genommenen Kurven bei mehrmaligem Durchlaufen sich nicht andern. 
Begonnen wurde mit dem Versuch bei einer iiberkritischen Temperatur, 
also bei Normalwiderstand, und eingeschaltetem Strom von 5 A. Dann 
wurde die Temperatur auf 3,56° K gesenkt und bei genau konstant 
bleibender Temperatur gemessen. Es konnte so festgestellt werden, ob 
die zweite fallende Kurve mit der ersten fallenden genau tibereinstimmt, 
obwohl bei der ersten von Stromverteilung bei volliger Normalleitung 
ausgegangen wurde, bei der zweiten aber von nicht vélliger Normal- 
leitung, da diese bei 3,56° K grundsatzlich ja erst bei unendlich groBem 
Strom erreicht wiirde. 

Das Ergebnis des Versuches beweist wohl, daB die Unterschiede, 
die frither? beim mehrmaligen Durchlaufen von Hysteresisschleifen fiir 
pe: 2 MEISSNER, W., u. Fr. HEIDENREICH: Phys. Z. 37, 449 (1936). 
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die Lage der wachsendem Widerstand entsprechenden sprunghaften 
Kurve gefunden wurden, auf Instabilitat der MeBanordnung beruhen. 
Die in 2 wiedergegebenen Versuche waren zwar solche bei konstantem 
Strom, nicht bei konstanter Temperatur. Doch ist, was in dem einen 


Fall auftritt, wie schon in 1 betont wurde, offenbar auch im anderen | 
Fall zu erwarten. Tatsdchlich erhielten wir jetzt ohne Parallelwider- 


stand Andeutungen fiir verschiedene Lagen des abfallenden Astes. 


2. Messungen mit angeklemmten Potentialdrahten 


Die Messungen in ! waren mit ,,angepunkteten“’ Potentialdrahten — 
durchgeftihrt, wobei diese mit sehr wenig Woodscher Legierung und | 


sehr kleiner L6tflache an den 
Zinndraht gelétet waren. RIn- 
DERER® gab an, da der Verlauf 
der Kurven beim ersten Auf- 
treten von Widerstand steiler 
(Widerstand als Funktion von 
Strom) wird, wenn die Poten- 
tialdrahte nicht angelétet, son- 
dern angeklemmt werden. Um 
festzustellen, ob dies auch bei 


Porentielaraht 


Schnitt A-B 


Lackschicht 


Fig. 2. Potentialklemmen 


aA - unserer MeBeinrichtung der Fall 
S 2 ist, wurden zwischen den an- 
7=3,562°K gepunkteten Potentialdrahten, 
22 also im ungestérten Bereich des 
Zinndrahtes, Potentialdrahte in 
0 5 70:70 der in Fig. 2 dargestellten Weise 
== angeklemmt. Es war also nur 
je eine nahezu punktférmige 
aes , Beriihrungsstelle vorhanden. 
S 2¢ Die MeBergebnisse zeigt | 
{ " | 7-3,560"K Fig. 3, und zwar Fig.3.a mit an- 
i | geklemmten, Fig. 3b mit an- 
Wvdvseahe sues gepunkteten Potentialdrahten, 
a ody 10:10 letztere nach}. Die Messung | 
YZ) 


Fig. 3. a Messung mit angeklemmten, b mit entsprechend Fig. 3a erfolgte 
angepunkteten Potentialdrahten ohne Parallelwiderstand. Sie 


. 1aBt einen wesentlichen Unter- 
schied zwischen den Messungen mit angeklemmten und angepunkteten 
Potentialdrahten nicht erkennen. Die von RINDERER mit ,angeloteten“ 


° RINDERER, L.: Helv. phys. Acta 29, 339 (1956). 
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Potentialdrahten aufgenommenen Kurven zeigen einen viel weniger 
steilen Anfangsverlauf als unsere mit ,,angepunkteten‘‘ Potentialdrahten 
erhaltenen. Das ,,Anpunkten“ scheint also giinstiger zu sein als normales 
Anléten und fast dem Anklemmen zu entsprechen. 

RINDERER bemerkt noch, da auch die Art der Stromzufithrung auf 
die Messungen EinfluB hat wegen des magnetischen Feldes. Doch er- 
folgte bei uns die Stromzufiihrung wie bei RINDERER durch ein zum 
Zinndraht koaxiales Kupferrohr, so daB Stérungen durch den Verlauf 
des magnetischen Feldes vermieden waren. 


3. GréBe der Temperaturdifferenz 
zwischen Heliumbad und Zinndraht 
Die in } bei kritischen Strémen von etwa 7,5 A wiedergegebenen 
Strom-Spannungskurven lieBen vermuten, da8 bei ihnen schon Auf- 
heizung der Probe gegeniiber dem Heliumbad durch Joulesche Warme 
EinfluB auf die Kurven- 


form hatte. Bei einer er- 
héhten Temperatur der 
Probe mu ja der kriti- 


7=2,06 °K 


sche Strom kleiner wer- 20A 
den, und das bedingt, da 
die Aufheizung mit wach- 
sendem Probenwiderstand, 
also wachsender Span- 


nung zunimmt, einen fal- 
lenden Verlauf der Strom- 
Spannungskurve in der 
Nahe des kritischen Stro- 0 


mes. Um den fallenden 
Kurvenverlauf deutlicher 
werden zu lassen und 
eventuell daraus cme Be- Fig. 4. Messungen mit starken Strémen oberhalb und unterhalb 
stimmung der auftreten- des 4-Punktes 

den Temperaturdifferenz 

zwischen Bad und Probe vornehmen zu kénnen, wurden Strom-Span- 
nungskurven bei wesentlich gréBeren Belastungsstrémen aufgenom- 
men, und zwar dicht oberhalb des A-Punktes bei 2,21° K und einmal 
dicht darunter bei 2,06° K in Hell. Fig. 4 zeigt die beiden Kurven- 
ziige. Wegen der viel besseren Warmeleitung von Hell kann fir die 
obere Kurve die Temperaturdifferenz zwischen Bad und Probe bei der 
-vorliegenden Strombelastung in geniigender Naherung vernachlassigt 
werden. ‘Tatsichlich weist sie auch einen leicht ansteigenden Verlauf 
des Stromes bei konstanter Temperatur auf. Die Kurve bei 2,21° K 


0 if B 310°V 
e~ lyf 
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miiBte ohne Temperaturdifferenz zwischen Bad und Draht den gleichen 
steigenden Verlauf haben. Sie verlauft aber nahezu waagerecht. Der 
mit wachsender Spannung wachsende Unterschied des kritischen Stro- 
mes I, bei 2,21° K gegeniiber dem bei 2,06° K ist also zweifellos auf 
einen Temperaturanstieg der Probe zuriickzufiihren. Fiir diese Betrach- 
tung sind aber nur die Kurvendste bei steigendem Strom brauchbar, 
da die MeBpunkte bei abnehmendem Strom wesentlich mehr streuen. 
Naher wird hierauf noch im nachsten Abschnitt 4 eingegangen. 


Mit den Bezeichnungen 
T, = Badtemperatur 
T, = Sprungtemperatur beim Strom Null 
T, + AT = Probentemperatur 
Joo =kritischer Strom bei 7,=0° K und AT =0 
Jeo =kritischer Strom bei 0< 7,< T; und AT =0 
J, =kritischer Strom bei 0< 7,< T; und 0< AT <(£,—J,) 
erhalt man unter Zugrundelegung parabolischen Verlaufes der (.— 7 
Kurve: 


epee) (1 
k= $8 (T= (G47) (2) 
und damit 
AT 
AJ. Lo kk Crates Fees 
7 ee => T2— 72 Boy (3) 
TALE he 
und 
AL ts Cre AJ, 
Canela 4) 


Entsprechend Fig. 4 ist zu setzen: 
T2221 Kee eG dG: ee oe 


AJ = Unterschied des Anstiegs der obersten Kurve zum Anstieg der 
dritten Kurve von oben am Ende des konstanten Strombereiches 


= 0,56 Ay 
Damit ergibt sich nach (4): 
AT ' 
Te ee AT 0,042" (4a) 


In gleicher Weise ergibt sich aus den Oszillogrammen Fig. 7 und 8 des 
nachsten Abschnittes: 
AT = 0,034’. (4b) 
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Fiir die Warmeiibergangszahl 


oe SO AT (5) 


(Y = Joulesche Warme/em; D = Drahtdurchmesser) 
ergibt sich mit dem Mittelwert 47 0,038 
« = 0,31 Watt/cm? Grad. (Sa) 
RINDERER® gibt in guter Ubereinstimmung mit (Sa) 


a« = 3000 Kceal/h m? Grad = 0,35 Watt/cm? Grad an. 


4. Oszillographische Aufnahmen des Stromverlaufes 
beim Durchlaufen der Hysteresisschleifen 


Auf dem Teil der Hysteresiskurven, auf dem der Strom im Zinndraht 
nahezu konstant ist, besonders auf dem fallenden Ast und bei starken 
Belastungsstr6men, schien uns die Streuung der MeBpunkte gréBer zu 
sein, als es bei der vorhandenen Temperaturkonstanz usw. zu erwarten 
war. Hinzu kam eine grundsatzliche Uberlegung: Primar andert sich 
bei der Schaltung mit Parallelwiderstand durch Erhéhung des Gesamt- 
stromes die am Zinndraht liegende Spannung. Eine Anderung der 
supraleitenden Bereiche und dadurch des Widerstandes ist aber offenbar 
nicht durch Anderung der am Zinndraht liegenden Spannung, sondern 
nur durch die von der Spannungsanderung herriihrende Stromanderung 
méglich. Nach Anderung der supraleitenden Bereiche kann dann aber 
offenbar trotz konstantbleibender Spannung der Strom wieder kleiner 
werden. Ein volliges Konstantbleiben des Stromes bei wachsender an- 
gelegter Spannung schien also grundsatzlich nicht méglich. Es waren 
vielmehr grundsatzlich Stromschwankungen bzw. Spriinge zu erwarten. 
Diese wiirden die anormale Streuung der MeBpunkte verstandlich 
machen. Eine experimentelle Klarung schien durch oszillographische 
Aufnahmen médglich. 


Die MeBanordnung fiir dieselben war die folgende: 


In Reihe mit dem Zinndraht wurde im Heliumbad eine Spule aus 
einigen Windungen von Pb-Bi-Draht geschaltet, deren Ohmscher Wider- 
stand standig Null war. Parallel zu beiden war wieder der Kupfer- 
widerstand (Strom J,) geschaltet. Der magnetische Flu8 durch diese 
Spule ist proportional dem jeweiligen Strom /,, durch den Zinndraht. 
Dieser FluB bzw. seine Anderungen werden mit einer Induktionsspule 
und angeschlossenem Kriechgalvanometer photographisch registriert. 

Fig. 5 gibt als Funktion der Zeit eine Registrierung des gréBten 
Teils einer ansteigenden Kurve wieder. Der Anstieg des Gesamtstromes 
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| 
Jsn+ J,=J) war bei dieser Messung nicht zeitproportional, da zur kon-| | 
tinuierlichen Anderung von J nach Einschalten von / eine groBe Selbst- f} 
induktionsspule verwendet wurde. Man sieht, daB auf den Kurven- J} 
teilen, wo starker Stromanstieg vorhanden ist, keine Stromschwankun- jf] 
gen auftreten, dagegen deutlich in dem Gebiet, wo J,, sich wenig andert. | 


T=3,56°K 


WO sec 30 20 70 


<p i 


Fig. 5. Oszillographische Aufnahme des zeitlichen Stromanstiegs 


DaB keine Schwankungen auftreten, solange der Zinndraht supraleitend 
ist, ist selbstverstandlich. Warum oberhalb des Schwankungsgebietes, 
d.h. etwa oberhalb des halben Restwiderstandes, die Schwankungen 
nahezu verschwinden, obwohl die Probe 
hier noch im Zwischenzustand ist, bedarf 
naherer Erérterung. 

Zunachst werde aber das Gebiet, in dem 
Schwankungen auftreten, behandelt. In ihm 
wurden noch genauere oszillographische Auf- 

Fd a eee nahmen gemacht. Bei diesen wurde Zeit- 
geitpeoportionilea Gtrommeriaat proportionalitat von / auf folgende Weise 
erreicht: Direkt auf der Achse der Regi- 
striertrommel war ein niederohmiges Potentiometer P angebracht 
(Fig. 6). Durch den mit der Umdrehung der Registriertrommel zeit- 
proportional verschobenen Schleifkontakt A wurde ein konstant ge- 
haltener Strom /, zugefiihrt. Dieser teilt sich in den Strom J durch 
(kt, + R,) (R,=gesamter Apparaturwiderstand) und den Strom (J,— /) 
durch R,. Eine einfache Rechnung ergibt: 


R 
J=DRER TR, (6) 
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oder, da die durch Anderung der Sn-Widerstande eintretende Anderung 
von &, sehr klein gegen R, +R, gehalten werden kann: 


J ~R,, also auch J ~ Zeit. (Oa) 


Fig. 7 zeigt eine Aufnahme etwas oberhalb des j-Punktes, Fig. 8 eine 
solche etwas unterhalb desselben. In beiden Figuren ist /,,, als Funktion 


A BB NS 


ites | | I | | 
0 oS 70 1S 20 25 S€C 


.——~ 


Fig. 7. Oszillographische Aufnahme imGebiet des kritischen Stromes bei Steigen und Fallen des Widerstandes 
oberhalb des A-Punktes 
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Fig. 8. Oszillographische Aufnahme im Gebiet des kritischen Stromes bei Steigen und Fallen des Widerstandes 
unterhalb des A-Punktes 


der Zeit sowohl bei zeitproportionalem Anstieg des Gesamtstromes / 
wie bei zeitproportionalem Abfall desselben wiedergegeben. Man sieht, 
daB die Stromschwankungen im ersten Fall viel kleiner als im zweiten 
Fall sind. Dem entspricht auch die verschieden starke Streuung der 
MeBpunkte, besonders in Fig. 4. Auch sieht man, dab die Stromschwan- 
kungen in dem Gebiet auftreten, wo /,, nahezu konstant ist, wie es 
der friiheren grundsatzlichen Betrachtung entspricht. Auf die Frage, 
warum die Schwankungen dort verschwinden, wo die schnellere Strom- 
anderung beginnt, ist in Abschnitt 5 eingegangen. Der Vergleich von 
Fig. 7 mit Fig. 8 ergibt wieder wie die Diskussion von Fig. 4 die Tem- 
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peraturdifferenz AT zwischen Bad und Draht. Der aus Fig. 7 und 8 
erhaltene Wert von AT, der in gutem Einklang zu dem aus Fig. 4 
erhaltenen ist, wurde bereits in Abschnitt 4 angegeben und mit zur 
3erechnung der Warmeiibergangszahl « verwendet. 

Die unteren Kurven der Fig. 7 und 8 sind fiir die Ermittlung von 
AT wegen der sehr groBen Schwankung von /,, schlecht zu verwerten. 


5. Theoretische Betrachtungen 


Das Auftreten von Hysteresisschleifen hatte zur Vermutung gefiihrt?, 
daB die Stromverteilung sich bei Eintritt der Supraleitung dndert, 
da bei dauernd bestehendem gleichmaBig verteiltem Volumstrom (wie 
er der damalhigen Anschauung entsprach) eine Hysteresis nicht méglich 
erschien. Wie aber bei Anderung der Stromverteilung die Hysteresis 
zustande kommt, blieb eine offene Frage und ist auch bis heute nicht 
vollig klar. HANS MEISSNER gibt? (S. 1482) eine Deutung, der aber noch 
ungesicherte Annahmen zugrunde legen. SHOENBERG? fiihrte Hysteresis- 
erscheinungen bei Magnetisierung eines Gemenges von sehr kleinen 
Quecksilberkugeln von verschiedenem Durchmesser auf verschieden 
starke ,,Unterkiihlung” (Bestehenbleiben des normalleitenden Zustandes 
unterhalb der kritischen Feldstarke) bei verschiedenem Durchmesser 
der Kugeln zuriick. Doch hat man bei den sehr kleinen Kugeln wohl 
iiberhaupt keinen Zwischenzustand wie bei uns. Fiir die Diskussion 
unserer Ergebnisse sei zunachst folgendes festgestellt: Um auch sehr 
kleine oder sehr diinne supraleitende Bereiche in Betracht ziehen zu 
k6nnen, muB man als mabgebend fiir den Phaseniibergang die kritische 
Stromdichte 7, im Innern des supraleitenden Bereiches unmittelbar an 
der Grenzflache zugrunde legen. Nur fiir supraleitende Bereiche, die in 
allen Richtungen dick gegen die Eindringtiefe des Stromes sind, kann 
man ja ® mit Hilfe der Bezeichnungen 


4(¢G) =4H?; G=di; i=i,-e (im Lorentzschen Systema). a7 

c = Lichtgeschwindigkeit ; z = Normale zur Oberflache) 

von 7, tibergehen zur kritischen Feldstarke H, vermittels der Beziehung 
ET, = VA. (8) 

Die Eindringtiefe c|A steigt bei Annaherung der Temperatur an den 

normalen Sprungpunkt auf co an, ist aber in Temperaturen, die einige 

Zehntel Grad tiefer liegen, in erster Naherung als konstant anzusehen. 


° SHOENBERG, D.: Proc. Roy. Soc., Lond. 175, 49 (1940). 
6 Lauk, M. v.: Theorie der Supraleitung, 2. Aufl., Berlin, Gottingen, Heidelberg: 
Springer 1949. 
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Allerdings gilt dies ja alles nur in erster Naherung, da nach den 
neuen atomistischen Theorien? der Supraleitung die Verhaltnisse zwar 
ahnlich, aber quantitativ anders liegen. Zum Beispiel erfolgt ja schon 
nach GINSBURGs abgeadnderter phanomenologischer Theorie 8 der Strom- 
abfall nicht mehr exponentiell im Supraleiter, und 7 ist an der Grenze 
nicht ein Maximum sondern Null. 

Fiir die hier anzustellenden Uberlegungen, die, wie sich zeigen wird, 
nur qualitativ sein kénnen, diirften diese Unterschiede unwesentlich 
sein. 

Die Experimente wurden ja an einem polykristallinen Zinndraht 
angestellt. Schon an einem Zinn-Einkristall erhalt man starke Hysteresis2. 
Dabei ist zu bedenken, daB Zinn nicht regular kristallisiert. Schon bei 
einem Zinn-Einkristall miiBte man daher mindestens die Lauesche 
tensorielle phanomenologische Theorie anwenden®. Nach ihr sind die 
kritischen Stromdichten schon beim Zinn-Einkristall in verschiedenen 
Kristallrichtungen verschieden anzusetzen. Selbst im gerade voll supra- 
leitenden Zustand wiirde der Oberflachenstrom im allgemeinen nicht ge- 
nau parallelder Drahtachse, sondern etwa schraubenférmig oder zickzack- 
formig verlaufen. Im Fall des polykristallinen, aus vielen unregelmaBig 
geformten und verschieden groBen Kristalliten gebildeten Drahtes liegen 
die Verhaltnisse noch viel komplizierter. Bei Anwendung der phano- 
menologischen Theorie kann man daher héchstens mit Mittelwerten 
rechnen, wie es Hans MEISSNER tat®. Die von F. Lonpon abgeleiteten 
Formeln iiber die Vernichtung der Supraleitung durch Stromsteigerung” 
k6énnen Versuche wie die von uns angestellten nur begrenzt erfassen. 
Uberdies sind sie selbst bei Zugrundelegung eines Einkristalls des regu- 
laren Systems nur eine sehr grobe Annaherung. Denn es sind bei ihnen 
auBerst vereinfachende Annahmen zugrunde gelegt, z.B. ein unendlich 
langer Draht, iiberall so dicke Bereiche, da8 man mit H, statt 7, rechnen 
kann, Behandlung der Doppelkegel als parallele gleichdicke Schichten 
von supraleitenden Bereichen. Man darf diese wichtigen Londonschen 
Formeln nicht iitberfordern und sich nicht wundern, da8 nach den Ver- 
suchen nicht wie nach LoNpOoNs Formeln der Widerstand bei einem 
bestimmten Gesamtstrom auf den halben Restwiderstand springt. 
Zweifellos kénnen betreffs der Unterschiede auch noch andere, viel- 
fach herangezogene Umstande mitverantwortlich sein wie der EinfluB 
der freien Weglange. Aber schon die Grundtatsachen sind bei einem 


7 BARDEEN, J.: Handbuch der Physik, Bd. 15, Berlin, Gottingen, Heidelberg: 
Springer 1956. — BaRDEEN, J., COOPER u. J. R. ScuRIEFFER: Phys. Rev. 108, 1175 
(1957). 

8 GINSBURG, V. L.: Fortschr. Phys. 42, 169, 333 (1950). 

9 MEISSNER, H.: Phys. Rev. 97, 1627 (1955); 101, 31 (1956) 

10 Lonpon, F.: Superfluids, p. 120. New York 1950. 
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Polykristall so komplizierter Art, da8 man zur Aufklarung der be-) 
obachteten Erscheinungen insbesondere auch der Hysteresis unmoglich ff 
die Londonschen Formeln heranziehen kann. Die Sachlage ist doch die | ! 
folgende: | 

Die Gesamtstromstarke in der Drahtrichtung, die allein gemessen 
werden kann, kommt auf sehr komplizierte Weise zustande. Es sei J 
zunachst regular kristallisierendes Material angenommen, so daB im _ 
Ubergangsgebiet zur Supraleitung, in dem man ein Gemenge von supra- 
leitenden und normalleitenden Bereichen im Draht hat, an der Ober- | 
flache der supraleitenden Bereiche derselbe Wert der kritischen Strom- | | 
dichte 7, herrscht, (was beim nicht regular kristallisierenden Zinn schon J 
nicht zutreffend sein kann). Fiir einen durch die Koordinaten z, 7 und 
g bestimmten Punkt ist: 


=|; Pe a. (9) 
Der Gesamtstrom J,,, der gemessen wird, ist, wenn 2 der Durchmesser 
des Drahtes ist: 


‘2,7,9 


R 


Jon sell 


Dabei ist die Stromdichte in der z-Richtung 7, eine experimentell 
nicht feststellbare Funktion von z,7 und m. Doch muB im stationaren 
Zustand J;,, unabhangig von z sein. Ferner muB, da die AuBenwand 
stromundurchlassig ist, sein 


27 
fa,rdqpdr fir alle z von Null bis L. (10) 


0 


(1,),=-r=0 fir alle » und fiir alle z. (41) 


Sind die Querschnitte fiir z=0 und z=L voll supraleitend (wie es bei 
den Versuchen wegen der Stromzufithrung aus Blei der Fall war), so 
muB zwischen allen Punkten der Querschnitte z=0 und z=L dieselbe 
Spannung U herrschen. Zwischen den Flachen z=0 und z =L werden 
ganz unregelmaBige Stromfaden verlaufen, die gar nicht die ganzen 
Aquipotentialflachen z = 0 und z = L zu bedecken brauchen, deren Summe | 
im Integral aber die Stromstarke j/,, bildet. Da, wo supraleitende 
Bereiche den normalleitenden Bereichen eingelagert sind, werden die 
Stromfaden, falls die supraleitenden Bereiche dick genug sind, in ihrer 
Oberflachenschicht verlaufen, falls die Bereiche aber sehr diinn sind, 
sie senkrecht zur Oberflache (ohne Widerstand) durchsetzen. Man 
sieht, daB eine allgemeine Formel fiir den Gesamtwiderstand R,, noch 
sehr viel komplizierter werden wiirde als die Formel (10) fiir den 
Gesamtstrom j,,. Die vorstehende, allgemeine Betrachtung zeigt aber | 
offenbar, daB es je nach den Anfangsbedingungen des Stromes und der 
supraleitenden Bereiche grundsatzlich sehr verschiedene Ubergangs- 
kurven Rz, =f (Jg,) Supraleitung—Normalleitung und umgekehrt geben 
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k6énnte, also Hysteresis ohne zusatzliche Annahmen. Die Versuche er- 
geben nun tatsachlich im Ubergangsgebiet fiir das gleiche Jn ZWEl Ver- 
schiedene Werte von Rg, und fiir gleiches R,, zwei verschiedene Werte 
von j,,., aber eben nur zwei, nicht viele verschiedene Werte, d.h. es treten 
im wesentlichen, auch wenn man die Spriinge beriicksichtigt, nur zwei 
metastabile Ubergangskurven auf. Wie kommt das zustande? Dazu 
sel Zusatzlich betreffs der Spriinge in Fig. 5, 7 und 8 etwas vorweggenom- 
men: Was oszillographisch aufgenommen wurde, sind Spriinge des 
Stromes bei (mit geniigender Annaherung) konstantem Gesamtstrom /. 
Der Strom j,, im Zinndraht ist mit dem Strom J, im Parallelwiderstand 
Rk, gegeben durch 


_ Ro Jp Rp : 1 
Va gy 0 ale shen olbeer reas eal (12) 
Mit /=const und R,=const wird 
Ign SEBS d Isn = dR sn , 
dR sn iP (Rp + Bsn)? oe Jsn a Ry + Rsn (13) 


Um 4Jg,/ Jeg, nahe dRs,/R;, Zu machen, muB man also R, klein machen. 
Zu kleines Rk, bedingt zu groBes J, und daher zu groBes J fiir gewiinschtes 
Jg,. Bei uns war R, etwa gleich Rg,. Nach (13) ist dRg,/Rz, aus df,,/Jo, 
za berechnen. Durch Integration von (13) findet man auch ARg, als 
Funktion von Aj;, und J. Doch ist bei uns df,,/J,, so klein, daB (13) 
genugt. 

Wie kommen nun die in Fig. 5, 7 und 8 vorhandenen Spriinge von 
J;, Zastande ? Fiir sie sind zweifellos die sog. ,, Unterkithlungen™ (Unter- 
schreiten der kritischen Stromdichte bzw. kritischen Temperatur vor 
Eintritt der Supraleitung) und ,,Uberhitzungen‘‘ (Uberschreiten der 
kritischen Stromdichte bzw. kritischen Temperatur vor Eintritt der 
Normalleitung) wesentlich, wie sie besonders von FABER" beobachtet 
und diskutiert wurden. Die Bildung neuer supraleitender Bereiche setzt 
meist an einzelnen kleinen, durch Verunreinigungen oder dergleichen 
hervorgerufenen Kernen ein, wobei starke ,,Unterkiihlung™ auftritt. Es 
ist aber nach FABER auch eine ideale Unterkithlung méglich, bei der 
die Kerne keine maBgebliche Rolle spielen, und die nach FABER besonders 
in der Nahe des normalen Sprungpunktes auftritt. Der Grad der még- 
lichen ,,Unterkiihlung“ ist sehr viel groBer als der Grad der méglichen 
, Uberhitzung“. Auch theoretisch wurde die ,, Unterkiihlung*’ von GINs- 
BURG? und BARDEEN? begriindet. Danach hangt die ,,Unterkithlung” 
mit der wohl zuerst von F. LONDON in Betracht gezogenen Oberflachen- 
energie an der Phasengrenze Supraleitung-Normalleitung zusammen. 


WL FaBER, T. E.: Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 214, 392 (1952); 241, 531 (1957). 
12 GinsBuRG, V. L.: J. Exp. Theor. Phys. USSR. 20, 1064 (1956). 
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Sie wurde auch durch v. Lave® (S. 99) in Betracht gezogen. Bedenken |fj 
wegen der bei vielen supraleitenden Teilchen erheblichen GréBe im fj 
Vergleich zur Volumenergie scheinen nach den vorliegenden Experimen- if 
ten, z.B. von ScHAWLOW} und Lewis", nicht ausschlaggebend zu sein. Jj 

Im Einklang mit Vorstehendem sind nun die Spriinge von f,, in [I 
den Fig. 5, 7 und 8: Bei ansteigendem /J,,, tritt eine , Uberhitzung“‘ supra- | 
leitender Stellen ein, bis plotzlich (bei konstantem f,,) ein kleiner Be- 
reich normalleitend wird, der Gesamtwiderstand plétzlich wachst und 
dementsprechend f,, plotzlich sinkt, umgekehrt tritt bei fallendem j,, 
,, Unterkiihlung’‘ von normalleitenden Bereichen ein, bis diese Bereiche 
plétzlich supraleitend werden, der Gesamtwiderstand infolgedessen 
plétzlich sinkt und j,, auf einen héheren Wert springt. Auch auf den 
vor den Spriingen flach ansteigenden Kurvenstiicken der Kurve Supra- 
leitung-Normalleitung steigt der Widerstand, aber nur wenig, wie sich 
aus der Neigung der Kurve quantitativ entnehmen 1aBt. 


Ist dJ/dt =a und df,,/dt =6 (a und b bekannte Konstanten), so wird 


Si a (RU) 


dais Jsn \ Jsn a Jsn \ Jsn 
oder (14) 
adRsn Rp Uhl 
dt Jsn {@ a ae 


also kann dR,,/dt auf den flach ansteigenden Kurvenstiicken je nach 
GréBe von a,b, J und J,, Null, positiv oder negativ sein. 

Bei abfallendem f,, treten vor den Spriingen ,,Unterkiihlungen“ 
ein, die viel starker sind als die , Uberhitzungen‘‘ auf den ansteigenden 
Kurven. Auf den flach abfallenden Kurvenstiicken vor den Spriingen 
steigt der Widerstand tiberall an, wie Berechnung nach (14) ergibt. 

Betrachten wir nun den gesamten Verlauf der Kurven: Zuerst 
den auf Fig.5. Zunachst ist der Zinndraht supraleitend, der ganze 
Strom flie8t an der Oberflache, bis am Ende des gerade verlaufenden 
Kurvensttickes Widerstand auftritt. Aus Arbeiten NABAUERS! iiber 
Wandern von Grenzflachen Supraleitung—Normalleitung in Bleihohl- 
zylindern bei wachsendem zirkularem Magnetfeid, wobei kein Zwischen- 
zustand auitritt, geht hervor, daB selbst an bestpolierten Oberflachen 
UnregelmaBigkeiten des Feld- bzw. Stromverlaufes auftreten, so daB 
Normalleitung sich zunachst an einzelnen Stellen ausbildet und dann 
ins Innere wachst. Man mu8 daher auch bei unseren Versuchen an- 
nehmen, daB sich bei Stromzunahme zuniachst einzelne kleine normal- 
leitende Bereiche an der Oberflache bilden. Damit Widerstand auftritt, 


18 ScHAWLow, A. L., u. G. DEVLIN: Phys. Rev. 110, 1011 (1958). 
M4 Lewis, A. W.: Phys. Rev. 104, 942 (1957). 
15 NABAUER, M.: Z. Phys. 141, 416 (1955); 148, 612 (1957). 
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mtissen sich von diesen normalleitenden Bereichen aus den ganzen Quer- 
schnitt durchsetzende Schichten gebildet haben, die in Reihe mit noch 
supraleitenden Schichten legen. Das weitere Anwachsen des Wider- 
standes kann durch allmahliche VergréBerung der Dicke der Schichten 
oder durch Neubildung von Schichten erfolgen. Dabei werden ,,Uber- 
hitzungen“ und Spriinge auftreten. Es ist auch méglich, daB sich mehr- 
fach zusammenhangende supraleitende Bereiche, z.B. Ringe, bilden, wie 
sie schon HANS MEISSNER annimmt. 


An der Wandung, von der aus ja die normalleitenden Bereiche ent- 
stehen, wird schlieBlich ein normalleitender Hohlzylinder mit unregel- 
maBig geformter innerer Wandung entstehen, wahrend in seinem Inneren 
noch supraleitende Bereiche vorhanden sind. Sie werden immer kleiner 
und ziehen sich auf die Nahe der Zylinderachse zusammen, so daB man 
sich dem normalen Restwiderstand annahert, der allerdings grundsatz- 
lich erst bei unendlich starkem f,, auftritt. Qualitativ entspricht Vor- 
stehendes durchaus dem, was F. LoNDoN?! bei seiner angenadherten 
Rechnung erhalt. Warum treten von der Stelle an, an der {,, starker 
ansteigt, keine oder jedenfalls nur viel kleinere Spriinge als auf dem 
flach ansteigenden Kurvengebiet auf? Offenbar treten jetzt keine neuen 
normalleitenden Bereiche mehr spontan auf, sondern die vorhandenen 
Bereiche wachsen kontinuierlich ohne wesentliche ,, Uberhitzungen“ in die 
restlichen supraleitenden Bereiche hinein. 


Bei Erniedrigung von j/,, beginnen nun die Umwandlungen nicht an 
der 4uBeren Zylinderwandung, sondern nahe der Zylinderachse. Dabei 
treten aber ,, Unterkithlungen“ auf, die gréBer sind als die vorhergehenden 
, Uberhitzungen“, so daB auch gréBere und deshalb etwas andere supra- 
leitende Bereiche als sie bei Stromsteigerung vorhanden sind, auftreten. 
Besonders stark zeigt sich das offenbar, wenn im ganzen Querschnitt 
bis zur Wandung hin an einzelnen Stellen die kritische Stromdichte 1, 
erreicht ist und deshalb der Gesamtstrom J, sich nur noch wenig andert. 
Bei den nun einsetzenden sehr starken ,, Unterkiihlungen“ und Spriingen, 
bei denen wohl gleichzeitig mehrere supraleitende Bereiche entstehen, 
wird sich eine andere Anordnung der Bereiche ausbilden als bei den 
kleinen ,,Uberhitzungen‘“‘ und kleinen Spriingen beim Steigen von J,,. 
Dafiir spricht schon, daB bei fallendem /,, vor den Spriingen nach 
den Kurven und nach (13) schon eine viel starkere Widerstandsanderung 
(Verkleinerung der normalleitenden Bereiche) als bei wachsendem /,, 
auftritt. 

Nunmehr kann man wohl betreffs der beiden metastabilen Umran- 
dungen der Hysteresisschleifen folgendes sagen: Grundsatzlich sind, wie 
oben dargelegt, im Zinndraht im Zwischengebiet verschiedene Anord- 
nungen und Formen der supraleitenden Bereiche méglich (verschiedene 
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Lésungen der Londonschen Gleichungen je nach den Anfangsbedingun- 
gen) und daher verschiedene Werte des Stromes bei einem bestimmten 
Widerstand. DaB unter den vielen Méglichkeiten fiir jedes Draht- 
exemplar nur zwei stabile Begrenzungskurven vorhanden sind, erklart 
sich aus folgendem: Die Phasenumwandlung erstreckt sich auf be- 
stimmte Vorzugsgebiete, wenn man von der Wandung ausgehend durch 
Stromsteigerung bis zu einem bestimmten Drahtwiderstand kommt, 
aber auf andere Vorzugsgebiete, wenn man von der Achse ausgehend 
durch Stromerniedrigung zum gleichen Drahtwiderstand kommt. Bei 
dieser Verschiedenheit wird wahrscheinlich mit in Betracht kommen, 
daB die ,,Unterkiihlung’ bei Stromverminderung sehr viel gréBer ist 
als die ,,Uberhitzung‘‘ bei Stromvermehrung, und daB bei der ,,Unter- 
kithlung“’ sich deshalb andere Bereiche aneinanderreihen. Man kann 
sich fragen, ob die Hysteresis schon allein durch die , Uberhitzung 
bzw. ,,Unterkiihlung“ bedingt ist. Falls wahrend der Zeit des ,,Unter- 
kiihlens‘‘ im Zinndraht keinerlei Phaseniibergange stattfanden, wiirde 
der Widerstand wahrend dieser Zeit unverandert bleiben entgegen dem, 
was die Oszillogramme ergaben. Die auftretenden Phasenumwandlungen 
kénnen an dem Entstehen der Hysteresis mitbeteiligt sein: Ohne die 
Phasendnderungen kénnte der anschlieBende Sprung zu einem anderen 
Endpunkt fihren als mit ihnen. Es ware sogar denkbar, daB ohne sie 
beim Sprung dieselbe stabile Gleichgewichtskurve erreicht wiirde wie 
durch die an ,,Uberhitzungen‘‘ anschlieBenden Spriinge von der ande- 
ren Seite her. — Auf jeden Fall wird durch die spezielle Struktur eine 
bestimmte Art des Vorwartsschreitens fiir ein spezielles Priifobjekt be- 
sonders wahrscheinlich gemacht, so daB fiir jede Fortschreitrichtung 
sich ein und dieselbe Art immer wieder herstellt. 


Der Deutschen Forschungsgemeinschaft und der Research Corporation, New 
York, danken wir vielmals fiir die dem einen von uns bewilligten Sachbeihilfen, 
Frl. FREIBERG und Dipl.-Phys. Eckert fiir Ausfiihrung der photographischen Ar- 
beiten und wertvolle Hilfe bei den Experimenten. 
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Elektroneninterferenzen 
an tibereinanderliegenden Kristallschichten* 
II. Zusammenhang zwischen Mehrfachbeugung und Kristall-Moiré ** 
Von 
JOACHIM STABENOW 


Mit 11 Figuren im Text 
(Eingegangen am 8. Juli 1959) 


Mit dem Elektronenmikroskop lassen sich bei der Abbildung orientiert verwachse- 
ner MoS,-Kristallschichten Kristall-Moirés erzielen. Im Hinblick auf die Méglich- 
keit, aus dem Moiré Informationen tiber Gitterfehler und Kristallverzerrungen zu 
erhalten, wird diskutiert, wie das Moiré von iibereinanderliegenden, ungestorten 
Kristallschichten aussehen kann. Die elektronenmikroskopischen Aufnahmen 
weisen tatsachlich eine groBe Anzahl Intensitatsverteilungen auf, die von solchen 
ungestorten Kristallschichten herriihren kénnen. Die Bilder zeigen, in welchem 
MaBe das Aussehen des Moirés von der Orientierung der Kristalle beziiglich des 
einfallenden Elektronenstrahls und damit von den speziellen Interferenzbedin- 
gungen abhangt. 
A. Einleitung 

Vor etwa zehn Jahren wiesen erstmals GREEN und WEIGLE! darauf 
hin, daB bei der elektronenmikroskopischen Abbildung von iiberein- 
anderliegenden Kristallen ahnliche Uberlagerungseffekte (Moirés) zu 
erwarten seien, wie man sie in der Lichtoptik beobachtet, wenn man 
durch zwei gleiche in ihrer gemeinsamen Ebene um einen kleinen Winkel 
gegeneinander verdrehte Gitter blickt. Das Moiré stellt beziiglich 
seiner Periodizitat eine Vergr6Berung der urspriinglichen Gitter dar. Die 
Autoren warfen daher die Frage auf, ob es mit Hilfe dieses Effektes 
nicht méglich ware, die Atome in einem Kristallgitter ,,sichtbar“ zu 
machen, dessen Struktur unterhalb des Aufldsungsvermégens heutiger 


Elektronenmikroskope liegt. 

Die ersten elektronenmikroskopischen Kristall-Moirés ver6ffent- 
lichten 1951 MirsuisH1, NAGASAKI und UyEepA?) und SEkI* 4. Spaterhin 
*D 188. 

xx Max von LAUE zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 

1 GREEN, T.A., et J. WEIGLE: Theorie du moiré. Helv. phys. Acta 21, 217 (1948). 

2 MitsuisuHI, T., H. Nacasakt and R. Uvepa: A New Type of Interference 
Fringes Observed in Electron-micrograph of Crystalline Substance. Proc. Jap. 
Acad. 27, 86—87 (1951). 

3 Sex1, Y.: A New Type of Striation Observed in an Electron-micrograph. 
J. Phys. Soc. Japan 6, 534—535 (1951). 

4 Sekt, Y.: A New Type of Striation Observed in Electron-micrographs of Se- 
ricite. J. Phys. Soc. Japan 8, 149—151 (1953). 
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wurde diese Erscheinung éfter beobachtet und untersucht®. Die we- 
sentliche Bedeutung der Mehrfachbeugung fiir die Beobachtung von 
Kristall-Moirés betonten vor allem DoweELLt, FARRANT und REES®’, 
FARRANT u. Mitarb.7-® zeigten, daB unter gewissen Umstanden die 
Intensitatsverteilung im Kristall-Moiré identisch mit dem Quadrat 
der entsprechenden Patterson-Verteilung sein kann. An Hand licht- 
optischer Versuche demonstrierten sie, daB das Moiré sogar eine dem 
Kristallgitter direkt ahnliche Struktur aufweisen sollte, falls isomorphe 
Kristallschichten iibereinanderliegen, von denen eine ein schweres 
Atom enthalt. 

Von besonderer Wichtigkeit ist, daB Abweichungen vom regel- 
maBigen Gitterbau, insbesondere Versetzungen, im Kristall-Moiré er- 
kannt werden kénnen!-!2, Auch zur Untersuchung von anderen 
Gitterfehlern und Kristalldeformationen sollte die Methode geeignet 
sein. Bevor man aber aus Versuchen in dieser Richtung eindeutige 
Schliisse ziehen kann, ist es notwendig, genauer zu diskutieren, wie das 
Moiré von iibereinanderliegenden, ungestérten Kristallamellen aus- 
sehen kann und in welcher Weise es von den speziellen Anregungsbe- 
dingungen der an der Abbildung beteiligten Elektronenwellen beeinfluBt 
wird. Hierzu soll diese Untersuchung beitragen. 


B. Entstehung und Kontrast des Kristall-Moirés 


Es besteht wohl kein Zweifel mehr, daB man sich die Entstehung 
der Kristall-Moirés ganz ahnlich vorzustellen hat wie die Entstehung 
der Streifenmuster, die man direkt als Bild von Netzebenen eines ein- 


> Vgl. z.B. den zusammenfassenden Bericht von MENTER, J. W.: The Electron 
Microscopy of Crystal Lattices. Adv. Physics 7, 299—348 (1958). 

6 DowELL, W.C.T., J.L. FAaRRantT and A.L.G. Rees: Electron Interference 
in Lamellar Crystals. Proc. Int. Conf. Elec. Micr., London 1954, p. 279—285. 1956. 

* DowELL, W.C.T., J.L. FAarRaANT and A.L.G. Rees: Electron Interference 
Fringes from Superimposed Lamellar Crystals. Proc. Regional Conf. Elec. Micr., 
Tokyo 1956, p. 320—325. 1957. 

8 FaRRANT, J.L., and A.L.G. Rees: The relation between electron inter- 
ference and structure. — Paper to International Union of Crystallography Sym- 
posium on ,,Structures on an Scale between the Atomic and Molecular Dimensions“. 
Madrid 1956. 

® DowELL, W.C.T., J.L. FarRANT and A.L.G. REEs: The Structural Signi- 
fiance of Moiré Patterns. Proc. Int. Conf. Elec. Micr., Berlin 1958. Im Druck. 

10 HasHiImoto, H., and R. Uvepa: Detection of dislocation by the moiré 
pattern in electron micrographs. Acta crystallogr. 10, 143 (1957). 

11 PasHLey, D.W., J.W.MENTER u. G.A. Bassett: Observation of disloca- 
tions in metals by means of moiré patterns on electron micrographs. Nature, 
Lond. 179, 752—755 (1957). 

12 Siehe auch Bassett, G.A., J.W. MENTER and D.W. Pasuigey: Moiré pat- 
terns on electron micrographs, and their application to the study of dislocations 
in metals. Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 246, 345—368 (1958). 
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zelnen Kristalls erhalt. Verantwortlich ist in beiden Fallen die elastische 
Streuung der Elektronen im periodischen Potentialfeld der Kristalle. 
Sie ist die Ursache dafiir, daB eine einzelne ebene Elektronenwelle nach 
Durchlaufen der Kristalle in der Strahlaustrittsflaiche eine fiir die 
Struktur und die gegenseitige Orientierung der beiden Kristallschichten 
charakteristische Amplitudenverteilung erzeugt. Diese Verteilung hat 
zur Folge, daB unter verschiedenen Winkeln abgebeugte Wellen aus- 
treten. Andererseits ergibt deren Uberlagerung natiirlich wieder die 
ursprtingliche Amplitudenverteilung. Weisen die aufeinanderfolgenden 
Schichten verschiedene Orientierung oder unterschiedliche Gitterkon- 
stanten auf, dann kénnen Strahlen mit nur wenig verschiedener Rich- 
tung entstehen, die bei der Superposition in der Strahlaustrittsfliche 
bzw. in deren Bild eine Modulation der Strahlintensitat mit relativ 
groBer Periode hervorrufen. Das Moiré besitzt daher eine im Vergleich 
zum Kristallgitter viel grébere Struktur, die von den heutigen Elek- 
tronenmikroskopen im allgemeinen ohne Schwierigkeit aufgelést wer- 
den kann. 

Hierbei wurde stillschweigend vorausgesetzt, daB die Modulation 
der Strahlintensitat im Mikroskopbild auch fiir die Beobachtung aus- 
reicht. Dies ist keineswegs selbstverstandlich. Man war im Gegenteil 
lange Zeit der Ansicht, die fiir eine elektronenmikroskopische Abbildung 
geeigneten diinnen Kristallschichten verhielten sich wie Phasenobjekte 
im Sinne der Mikroskopie und ihre Gitterstruktur miiBte ohne phasen- 
andernde Eingriffe im Strahlengang unsichtbar bleiben. Erst NrizEHRs!3~ 
betonte, daB stets auch mit einem Strukturkontrast zu rechnen ist, 
und zeigte am Beispiel der Durchstrahlung von MgO, da die Intensitat 
an der Strahlaustrittsflache fiir eine Abbildung der Kristallgitter- 
struktur vollig ausreichend modulhert sein miiBte. Er gelangte zu diesem 
Resultat auf Grund von Berechnungen nach der dynamischen Theorie 
der Elektroneninterferenzen, die allein imstande ist, das Verhalten der 
Elektronenwellen im Kristallgitter quantitativ zu beschreiben. Die 
kinematische Theorie erscheint fiir das vorliegende Problem schon 
deshalb unzureichend, weil ihr Giiltigkeitsbereich durch die Voraus- 
setzung stark eingeschrankt ist, daB die abgebeugten Strahlen im Ver- 
gleich zum Primarstrahl sehr schwach sein miissen. Um aber einen 
beobachtbaren Kontrast im elektronenmikroskopischen Bild zu erhalten, 


13 Nreurs, H.: Uber den vermutlichen Kontrast bei der elektronenmikro- 
skopischen Abbildung von Atomen in Kristallgittern. Optik 13, 399—403 (1956). 
14 Nienrs, H.: Der Durchgang von Elektronenstrahlen durch das Kristall- 
gitter und seine Folgen fiir das elektronenmikroskopische Bild. Proc. Stockholm 
Conf. Elec. Micr. 1956, S. 86—88. 1957. 
15 Vel. auch Nieurs, H.: Das Strahlungsfeld auf der Kristallriickseite bei 
Elektroneninterferenzen. Z. Physik 138, 570—597 (1954). 
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sollten die miteinander interferierenden Elektronenwellen Amplituden 
von etwa gleicher GréBenordnung aufweisen. 


C. Struktur des Kristall-Moirés 

Bei kleiner Bestrahlungsapertur erhaélt man in der bildseitigen 
Brennebene des Objektivs die Fraunhofersche Beugungserscheinung 
des Objektes. In dieser Ebene findet die Vereinigung der von ver- 
schiedenen Objektpunkten in gleicher Richtung ausgehenden Strahlen 
statt, wahrend im Bild die unter verschiedenen Richtungen von einem 
Objektpunkt ausgehenden Strahlen vereinigt werden. Die Beugungs- 
figur ist nach ABBE!® mabgebend fiir die gesamte Abbildung. Er be- 
trachtet das Bild als Superpositionserscheinung der von der Beugungs- 
figur ausgehenden Wellen. Jede Veranderung im Beugungsbild — 
eine Aussonderung gewisser Strahlen oder eine Anderung der Phasen- 
beziehungen zwischen ihnen — muB sich im allgemeinen auch im 
Mikroskopbild bemerkbar machen. 


Uber die Struktur des Kristall-Moirés kénnen daher nur nach voll- 
standiger Kenntnis der Richtungen und Amplituden der beteiligten 
Strahlen genaue Aussagen gemacht werden. Sie ergibt sich dann, 
hinreichend linsenfehlerfreie Abbildung vorausgesetzt, durch Uber- 
lagerung aller Strahlen, die durch die Objektivaperturblende hindurch 
zur Abbildung beitragen. Die médglichen Strahlrichtungen lassen sich 
bei bekannter gegenseitiger Verdrehung der beiden Kristalle bzw. bei 
bekanntem Unterschied ihrer Gitterkonstanten verhaltnismaBig leicht 
iibersehen (siehe auch Teil I dieser Arbeit!”). Die (komplexen) Ampli- 
tuden dagegen hangen nach der dynamischen Beugungstheorie in 
komplizierter Weise von der Dicke und der Orientierung der Kristall- 
schichten beziiglich des einfallenden Elektronenstrahls ab. Ihre quanti- 
tative Bestimmung mit Hilfe der bisher tiblichen Methoden der dyna- 
mischen Theorie erscheint wegen der Vielzahl der in Rechnung zu stellen- 
den Strahlen praktisch kaum durchfiihrbar. Jedoch sollte sich die 
Rechenarbeit bei Benutzung eines kiirzlich von NiEHRS!*: !9 angegebenen 
Streumatrix-Verfahrens auf ein ertragliches MaB reduzieren lassen. Im 


16 Vel. z.B. LuMMER, O., u. F. REICHE: Die Lehre von der Bildentstehung im 
Mikroskop von ERNST ABBE. Braunschweig 1910. 

7 STABENOW, J.: Elektroneninterferenzen an ubereinanderliegenden Kristall- 
schichten. I, Orientierte Verwachsung von Mikrokristallen aus Molybdandisulfid. 
Z. Kristallogr. (1959). Im Druck. 

18 Nrenrs, H.: Die Streumatrix fiir die Elektronenbeugung an durchstrahlten 
Kristallplatten und ihre Verwendung fiir die Berechnung elektronenoptischer 
Kristallgitterbilder. Proc. Int. Conf. Elec. Micr., Berlin 1958. Im Druck. 

1) Nieurs, H.: Die Formulierung der Elektronenbeugung mittels einer Streu- 
matrix und ihre praktische Verwendbarkeit. Z. Naturforsch. 14a, 504—511 (1959). 
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folgenden soll nun iiberlegt werden, welche Intensitatsverteilung im 
elektronenmikroskopischen Bild bei idealer Abbildung, aber begrenzter 
Apertur unter bestimmten Voraussetzungen iiber die Amphtuden er- 
wartet werden kann. Der Vergleich mit dem Experiment wird einen 
tieferen Einblick in manche Einzelheit des Interferenzmusters gestatten. 

Es werde ein diinnes, planparalleles Kristallplattchen betrachtet, 
das aus zwei aufeinanderliegenden Schichten gleichen Strukturtyps 
bestehen mége. Die Gittertranslationen a,, a, bzw. a;, a, der beiden 
Schichten seien parallel zu den Plattchenebenen. ag bzw. aj stehe 
senkrecht zu ihnen. Man nehme an, da& die Schichten entweder bei 
paralleler Orientierung ihrer kristallographischen Achsen unterschied- 
liche Gitterkonstanten besitzen oder bei gleichen Gitterstrukturen um 
die gemeinsame a,-Achse gegeneinander verdreht sind. Auf dieses 
Kristallpaar treffe ein Elektronenstrahl einheitlicher Energie und Rich- 
tung auf. Diesen kann man als ebene Welle yw) =e727*"") (Amplitude 
gleich 1) auffassen, wobei fy ihren Wellenvektor — vr den Ortsvektor 
bedeuten sollen. Infolge der Wechselwirkung mit den Kristallgittern 
entsteht daraus beim Austritt ins Vakuum die Wellengruppe 
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Die GréBen w,,,, sind die komplexen Amplituden der einzelnen Partial- 
wellen, f,,,, deren Wellenvektoren. Die f,,,, geben die Richtungen der 
abgebeugten Wellen an. Sie sind vollkommen bestimmt durch die 
Primarstrahlrichtung und die geometrische Struktur und Anordnung 
der beiden Kristallgitter. Es gelten namlich die stad 

C= Ge Oa ene tn | =| =e = (2) 
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Hierin bedeuten f,,,,, die Tangentialkomponenten der Wellenvektoren 
der Beugungswellen (bezogen auf die Kristallgrenzebenen), f, die 
Tangentialkomponente des primaren Wellenvektors, b,,, bzw. b,, die 
Tangentialkomponenten der reziproken Gittervektoren der beiden 
Schichten zu den Indextripeln m bzw. n und k die einheitliche Wellen- 
zahl im Vakuum. Der Ausdruck (1) enthalt zunachst formal alle hinter 
dem Kristallpaar tiberhaupt méglichen Partialwellen. Welche von ihnen 
tatsachlich auftreten, hangt von den Amplituden und damit von den 
speziellen Anregungsbedingungen fiir die betreffenden Interferenzen ab. 

Als Intensititsverteilung im Bild wird nun die drtliche Anderung der 
Normalkomponente der Teilchenstromdichte 7, in der Strahlaustritts- 
flache des Kristallpaares wahrgenommen. Diese berechnet sich aus der 
Teilchenstromdichte 

— h - (y* grad p — p grad p*) = ware (". grad y*| 


4 M1 Mg 
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und (1) zu 


Te aa = Re (y > >, Un n ing es e° wi nn, a) - (3) 
0 


Die f,,,, bedeuten die Komponenten der Wellenvektoren f,,, normal }} 
zur Strahlaustrittsflache. Wegen der begrenzten Objektivapertur gilt ff 
in guter Naherung 


| 
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(f), = Normalkomponente des primaéren Wellenvektors). Damit folgt | 
aus (3) 
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Bezogen auf die Intensitat des Primarstrahles ergibt sich demnach die fF 
Intensitatsverteilung im Bild | 


WA ea (4) 


Zerlegt man den Ortsvektor ebenfalls in seine Komponenten 1, 
normal und yr, tangential zu den Kristallgrenzflachen, so erhalt man aus 
(1) und (2) 
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Die homogen einfallende Elektronenstrahlung wird also beim Austritt 
aus den Kristallgittern neu verteilt und erscheint in Ebenen parallel 
zur Strahlaustrittsflache zweifach periodisch moduliert*. Wahlt man 
als Ursprung des Bezugssystems einen Punkt in der Strahlaustritts- 
flache, dann wird fiir diese 


y= ee 2mvfor,te) \ ibe 2271 (Det D, yste) (6) 
m HW 

Die bisherigen Betrachtungen sollen nun im Hinblick auf den 
spateren Vergleich mit elektronenmikroskopischen Aufnahmen** von |ff 
MoS,-Kristallpaaren spezialisiert werden. Es handelt sich hierbei um | 
synthetisches Molybdandisulfid. Die Elektronenbeugungsdiagramme 
lassen haufig orientierte Verwachsungen zweier Kristallschichten er- 
kennen!’, Die Schichten lagern sich im allgemeinen so iibereinander, 
daB sie mit diskreten, kristallographisch ausgezeichneten Winkeln um 
ihre gemeinsame [001 ]-Achse gegeneinander verdreht sind. Im Gegen- 
satz zur einkristallinen Anordnung befinden sich dann nicht alle Atome 


* Da die Normalkomponenten f,,,,, der Wellenvektoren der einzelnen Beu- 
gungswellen sich nur geringfiigig voneinander unterscheiden, Aandert sich nach 1 | 
(4) und (5) die Intensitatsverteilung im elektronenmikroskopischen Bild bei einer 
Verlagerung der Beobachtungsebene sehr wenig. Dies ist der Grund fiir die ver- 
haltnismaBig groBe Tiefenscharfe bei der Elektronenmikroskopie. | 

** Die Untersuchungen wurden mit einem Elektronenmikroskop vom Typ — 
Elmiskop I der Siemens & Halske AG durchgefiihrt. 
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in Potentialmulden zwischen den Atomen der aneinandergrenzenden 
Netzebenen, sondern nur ein bestimmter Teil. Bevorzugt treten nun 
solche gegenseitigen Orientierungen auf, bei denen diese Anzahl pro 
Flacheneinheit besonders groB ist. Der Verlauf der spezifischen Korn- 
grenzenergie in Abhangigkeit vom Verdrehungswinkel weist an solchen 
Stellen relative Minima auf. Bei einigen Konfigurationen, die wahr- 
scheinlich mit verhaltnismaBig breiten Minima der Korngrenzenenergie 
verbunden sind, kann es vorkommen, daB durch Stérungen beim Wachs- 
tum der Kristalle nicht die genaue Orientierung der beiden Schichten 
eintritt, sondern eine innerhalb des breiten Minimums hegende, dicht 
benachbarte Verdrehung. 


Bei genauer Orientierung fallen im Elektronenbeugungsdiagramm 
gewisse niedrig indizierte Reflexe beider Gitter zusammen. Die Primar- 
reflexe und die Mehrfachbeugungsreflexe bilden dann ein hexagonales 
Muster, das formal einem Ubergitter zugeordnet werden kann (s. Teil 27). 
Jeder einzelne Reflex kann auf unendlich vielfache Weise durch eine 
Beugung g), g. — gekennzeichnet durch die tangentielle Projektion ihres 
Wellenvektors b,,,=g,b, +g.6, — am ersten und eine weitere Beugung 
21, 22 — entsprechend charakterisiert durch 0),,=g,b; +9555 am 
zweiten Gitter zustande kommen (6,, 6, bzw. b;, b; bedeuten die zur 
hexagonalen Achse senkrechten Grundvektoren der beiden reziproken 
Gitter). GrdBere Beitrage zur Intensitat geben aber nur Indexkombina- 
tionen 21, 22; £1, g2 mit relativ kleinen Indizes. Es laBt sich zeigen, dab 
zu jedem Reflex im wesentlichen sieben ,,Umwege“ fiihren. Das gilt, 
wie gesagt, fiir die genaue Orientierung. Bei geringer Abweichung davon 
fiihren die sieben Umwege nicht mehr zum gleichen Beugungsstrahl, 
sondern zu einem Facher von sieben eng benachbarten Strahlen. Es 
entsteht eine Reflexgruppe in Form eines zentrierten regularen Sechs- 
ecks. Solche Gruppen sind in Fig. 1a zu sehen. Diese zeigt das Beu- 
gungsbild eines Kristallpaares, dessen Konfiguration geringfiigig von 
der 2,1-Orientierung* abweicht. Der 210-Reflex des einen Kristalls 
und der 120-Reflex des anderen treten deutlich getrennt nebeneinander 
auf, wie man in Fig.1b, einer VergréBerung der Umgebung dieser 
Reflexe, erkennen kann. Die Lage und die Indizierung der primaren 
Reflexe kénnen aus Fig. 2 entnommen werden, die noch einmal schema- 
tisch das gleiche Beugungsdiagramm darstellt. Zwei benachbarte Strah- 
len einer Gruppe weichen untereinander in ihrer Richtung um den glei- 
chen Betrag ab wie die beiden nicht genau koinzidierenden primaren 
Beugungsstrahlen. 


* Es soll hier wie im Teil I dieser Arbeit!” allgemein eine solche gegenseitige 
Verdrehung der beiden Kristallschichten eine ,,/,, h,-Orientierung” genannt werden, 
bei welcher der h,h,0-Reflex des einen Gitters mit dem /./,0-Reflex des anderen 
koinzidiert. 


a 
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Fig.1. a Elektronenbeugungsdiagramm eines MoS,-Kristallpaares mit geringer Abweichung von der 
2.1-Orientierung. b VergréBerung des eingezeichneten Bereichs 


Fig. 2, Schematisches Beugungsdiagramm eines Kristallpaares in annahernder 2,1-Orientierung. @ und O j 


Primarreflexe, + Mehrfachbeugungsreflexe 
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Werden solche Strahlengruppen bei der Abbildung mitbenutzt, so 
muB sich dies wegen des engen Zusammenhangs zwischen der Beugungs- 
erscheinung und dem Bild eines Objektes durch das Auftreten von 
Kristall-Moirés bemerkbar machen. Fig. 3 ist das Mikroskopbild des 
zum oben erwahnten Beugungsdiagramm gehérenden Kristallpaares in 
annahernder 2,1-Orientierung. Moiré-Streifen verschiedener Richtung 
sind deutlich sichtbar. Ihr Abstand ist in guter Ubereinstimmung mit 
dem Wert, der sich aus den Richtungsunterschieden der Strahlen einer 


[SSS SSE SAS SONS 
Fig. 3. Moiré des zum Beugungsbild der Fig. 1a gehorenden MoS,-Kristallpaares in annahernder 
2,1-Orientierung 


Reflexgruppe ergibt. Die Fig. 4 stammt von einem Kristallpaar mit ge- 
ringer Abweichung von der 3,1-Orientierung. Es lassen sich demnach 
auch bet groBen gegenseitigen Verdrehungen Moirés mit relativ groBen 
Perioden erzielen. 

Das Zustandekommen dieser Moirés soll nun diskutiert werden. 
Dabei ist zu beriicksichtigen, daB nur diejenigen Strahlen, deren Refiexe 
innerhalb eines durch die Aperturblende definierten Kreises liegen, zur 
Abbildung beitragen und daher bei der Berechnung der resultierenden 
Intensitatsverteilung im elektronenmikroskopischen Build beriicksichtigt 
werden miissen. In Fig. 2 ist der begrenzende Kreis eingezeichnet. Es 
sind nur diejenigen Reflexe angedeutet, die 1m allgemeinen besonders 
stark auftreten. Allerdings weisen die Reflexe innerhalb einer Gruppe 
noch verschieden groBe Intensitaten auf. 

Gegeben sei eine /,, h.-Orientierung mit hy = Nh, +1, hy =Nhy+ ng. 
h, und h, seien teilerfremd, m, sowie ”, klein gegen die groBe Zahl N. Es 

aya 
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wat 
=— 


handelt sich also um eine annahernde fy, h.-Orientierung. Die Abwei- 
chung von der exakten Orientierung wird durch die Zahlen N, 1, 1, 
charakterisiert. Zur Beschreibung der Linearkombinationen behead 
in (6) empfiehlt es sich, wieder wie friiher’ ein System ¥,, B82 zu 


Fig. 4. Moiré eines MoS,-Kristallpaares mit geringer Abweichung von der 3,1-Orientierung 
to} 2 5 5 fo] oS 


definieren durch die Transformation 


: (7a) 


bzw. 
by = (iy + rg) Br — ty BE | 


' b) 
bo =F, Dy he Be we 


Sy 


hy, hg seien die Indizes der koinzidierenden Reflexe im System by, bg. 
In Teil I!” war gezeigt worden, daB dieses Gitter die méglichen Rich- 
tungen aller Zweifachbeugungen bestimmt. 


Jede Linearkombination ® =b,,, + b;,, mit 


und i (8) 


‘4 , / / 
Dnt = 81 01 + Bo de 
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1aBt sich in der Form schreiben 
© =G, 8, + G, B.. (9) 
Die G,, G, bestimmen sich mit den Gln. (8), (7a) und (7b) zu 
Gy = (61 + 81 + 82) a + (81 + 82 + 81) Me 
Ge = (82 — 81) 4 — (81 — 83) Ma. 


Die hier einzusetzenden Indizes g,, gy, g;, 2 seien nun so beschaffen, daB 


(10) 


die zugehérigen Mehrfachbeugungen bei exakter hi, Ny -Orientierung den 
gleichen Reflex ergeben. Sie bestimmen sich also aus einem Gleichungs- 


paar, das aus (10) durch Ersetzen von G,, Gy, h,, hg durch Ge en hh, hy 
hervorgeht. Sie lauten 


=7 +h, — oho, oe =S + ho + ¥9(h + ho); 


=s—p—myhy trom, 3 =7—G—r%4hy—vo(hy + hy) (11) 
(1, %_ =0, +1, +2...). 


rv, S, p,q sind ganze Zahlen, welche das folgende diophantische Gleichungs- 
paar simultan betriedigen: 


(27+s—p—gh, +i +25—p)h =G, 


ge 


s Ae (12) 
bh, — dhe = Ge. 
Einsetzen von (11) in (10) ergibt mit den Abkiirzungen 
Gi =(27 +s—p—g)hyt+(r+2s—hf)hy, 
Gs = phy — ghe (13) 


und D =hy he —heh, 


die Beziehungen 


Damit erhalt man aus (9) 
6 =G, 8, + G, 8, + D(B,— 2B.) + »,D (2B, — B,). (14) 
Als neue Basis werde nun eingefiihrt: 
%, = D(B, — 2B.) 
e (By, 2 (15a) 
Se D2 3 55). 
B, ist der vektorielle Abstand der beiden annahernd koinzidierenden 
Primarreflexe: 


%,= hy b, 4 hy be (iy bi + hy by). 
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B, ist ein gegen B, um z/3 gedrehter Vektor des gleichen Betrages 
IB] = 13 P| BL, 


Diese Vektoren sind in Fig. 2 am Nullstrahl eingezeichnet. Die Um- | 
kehrungen von (15a) lauten: 


1 — — 
a oi (Bi 282) | | 
(15b) ff 
1 a | 
a ieee CN | 
By = 3D ( 1 air Bo) | | 


Aus (14) ergibt sich dann mit (15a) und (15b) 


1 _ Gi +6) +m|35- Gee 


gy) 


G = > (G, + 2G,) 4 |B. + | 


Man verifiziert leicht, daB der Ausdruck (16) fiir alle hier in Frage kom- 
menden Reflexe immer folgendermaBen darstellbar ist: 


S = (u,% + 0) Bi + (2% + 2) B,, 
wobei ~ eine fiir die betrachtete Orientierung feste rationale Zahl 


bedeutet (fiir die angenaherte 2,1-Orientierung erhalt man z.B. x= | 


h,—h, : : ae : 
ae one My, 2, 0, und oy sind kleine positive oder negative ganze 
ONES Bilt 
Zahlen oder Null*. Bei geringer Abweichung von der vollkommenen 
Orientierung gilt x >1. In Fig. 2 ist das Gitternetz mit der Gitterkon- 


stanten x |%;| gestrichelt eingezeichnet. 

Die Einheitsvektoren des Ortssystems werden so angenommen, daB 
fiir die Koordinaten die Beziehungen x = (%,, r,) und y =(&y, r,) gelten. 
Aus (6) folgt dann 


y= e271 (or, te) la Ape -eOwe 7) ae erin (x a) eae 9) ae 
ee = poe ee 20) a h ezrin (2x—y) -b 
iN 
ne le72” 1(3x—1) deals 0 € >—221(3%—1) y +f emt (3x—1) (x—y) ats (17) 


Ege ee 18) fy gets toa) y a 27 ee 
mit 
a = 05 BE Gens EU + ag e2™7(*—9) se 
(18) 


ia, ernest. es age 2 


us P Bemiekcichtet man h; = Nh; + 2;, 2; => N, so wird aus (16) mit (12) 
und (13) annahernd 


S fs pd N a ~ oon N = 
& ~|— (G,+ 2G,) ee + | %,+ [ae + G,) ai + "5 Boe 
: N ~ ~ ~ = 
Es gilt also x~ » Wy = — (G, + 2G,) und wy = 2G, + G,. 


3310) 
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und entsprechend fiir b,c, d,... und s, wobei die dg, a,, Gg ae UN OTs 
by, ..., usw. die komplexen Amplituden der einzelnen Beugungswellen 
darstellen. Die Intensitatsverteilung erhalt man nach (4) aus (17) 
durch Multiplikation mit dem konjugiert Komplexen. Das Ergebnis 
enthalt im wesentlichen eine Reihe von Summanden mit periodischer 
Ortsabhangigkeit, die sich in der GrdéBenordnung ihrer Perioden unter- 
scheiden. Einmal ergibt die Wechselwirkung nur einer Reflexgruppe 
unter sich eine Modulation mit groBer Periode. Die Interferenz der 
Wellen zweier Reflexgruppen untereinander bedingt eine wesentlich 
schneller oszillierende Funktion, deren Amplitude sich nur ebenso lang- 
sam verandert wie die obigen Funktionen; die Richtungsunterschiede 
der Strahlen einer Reflexgruppe sind namlich klein gegentiber der 
Winkeldivergenz zweier Reflexgruppen. Wenn die elektronenmikro- 
skopische Abbildung diese kurzperiodige Intensitatsmodulation nicht 
auflédsen kann, mittelt sie tiber diese hinweg. Man erhdlt dann als 
Resultat eine Intensitdtsverteilung 


Ih GH? FeO? 26 GF JE oce ILS SY 


die sich durch Uberlagerung der Intensitdten jeder einzelnen Reflexgruppe 
fiir sich ergibt. Durch Einsetzen der entsprechenden Ausdriicke (18) und 
geeignete Zusammenfassung wird schheBlich 


I=K + A,cos (2% — a) + A,cos(2ay — a) + 

+ A,cos[2a(x% — vy) — a] + 

+ B,cos[2a(2x — v) — B,] + B,cos[2a(x + v) — By] + 
+ B,cos[2a(x — 2y) — Bs] 4 


(19) 


+ Cy cos (4% * — y,) + Cy cos (4% y — yo) + 


+ C,cos [4a (x — y) — ye]. 


K enthalt die nichtperiodischen Glieder. Die Amplituden und Phasen- 
winkel der Kosinusfunktionen hangen von den im allgemeinen komplexen 
Amplituden der an der Abbildung beteiligten abgebeugten Elektronen- 
wellen ab. 

Die gleiche Beziehung folgt fiir die Intensitat im Bild eines Kristall- 
paares in annahernder 3,1-Orientierung. Das Ergebnis (19) gilt tibrigens 
ganz allgemein fiir die Intensitatsverteilung im elektronenmikroskop1- 
schen Bild eines Kristallgitters, dessen (durch die Apertur begrenzte) 
Beugungsfigur ahnlich der in Fig. 5a dargestellten ist. Das erste Kosinus- 
glied entsteht z.B. dadurch, daB Beugungswellen interferieren, deren 
Wellenvektoren sich in den Tangentialkomponenten um + %, unter- 
scheiden. Im Bild ergibt dies eine Intensitatsmodulation senkrecht Zur 
Richtung %,, also parallel zur y-Achse mit der Periode z |/3. Bei den 
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anderen Gliedern der ersten Zeile des Ausdrucks (19) betragt die ent- 
sprechende Differenz der Tangentialkomponenten +8, und +(%,— ¥y). 
Diese haben Intensitatsmodulationen parallel zur x-Achse und zur 
Geraden y=—x zur Folge. In Fig. 5b sind die Maxima der Intensitat 
fiir jedes Glied einzeln — ohne die gegenseitige Uberlagerung zu beriick- 
sichtigen — im Fall «, =%, =a =0 durch die dick ausgezogenen Linien 
dargestellt. Die Intensitatsminima werden durch die gestrichelten 
Linien angedeutet. Die in der zweiten Zeile stehenden Glieder rithren 
von der Interferenzwirkung der Wellen her, die entsprechende Unter- 


schiede um +(2%8,—%,), +(8,+%,) und +(2%8,—%,) aufweisen. 
e e 
é : 
Be Day 
e e 
e e 
a b 


Fig. 5a u. b. Zur Intensitatsverteilung im elektronenmikroskopischen Bild eines Kristallgitters. a Durch 
die Apertur begrenzte Beugungsfigur. b Intensitaitsmodulation infolge der Wechselwirkung von Beugungs- 


wellen, deren Wellenvektoren sich in den Tangentialkomponenten um + %8,, -- B, oder + (8, — %,) unter- 
scheiden, ohne Beriicksichtigung der gegenseitigen Uberlagerung. Maxima, —=——— Minima der 


Intensitat 


Sie bedingen jeweils eine Intensitatsmodulation senkrecht zur x-Achse, 
zur Geraden y=x und zur y-Achse (Periode $). Die Glieder der letzten 
Zeile schlieBlich verursachen Intensitatsmodulationen in gleichen 
Richtungen, aber mit halben Perioden wie die Glieder in der ersten 
Zeile. Sie umfassen Interferenzen zwischen den durch +2%,, +2, 
und +2(%,— %,) gekennzeichneten Wellen. Das gesamte Interferenz- 
muster entsteht nun durch Uberlagerung solcher Einzelwirkungen, 
wobei die Mannigfaltigkeit im Aussehen lediglich durch Variation der 
Amplituden und Phasenwinkel der Kosinusfunktionen hervorgerufen 
wird. Im folgenden Abschnitt werden einzelne Beispiele diskutiert und 
mit Elektronenmikroskop-Aufnahmen von Kristallpaaren verglichen. 


D. Vergleich mit Elektronenmikroskop-Aufnahmen 


Betrachtet man zunachst den Fall, daB nur drei Beugungswellen 
mit nicht komplanaren Wellenvektoren in symmetrischer Anordnung zu 
beriicksichtigen sind, dann wird die resultierende Intensitatsverteilung 
im Bild durch die erste Zeile von (19) allein beschrieben. Die Phasen- 
beziehungen zwischen den Wellen sind ohne Einflu8 auf das Aussehen 
des Interferenzmusters. Eine Anderung derselben bewirkt lediglich 
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eine Verschiebung des gesamten Bildes. Es sind nur zwei voneinander 
unabhangige Phasendifferenzen méglich, die bei geeigneter Wahl des 
Koordinatenanfangspunktes verschwinden. Die Phasenwinkel Oy, Hy, Xe 


WP ac imaay WLP 


~ 


c d 
Fig. 6a—d. Berechnete Intensitatsverteilungen im elektronenmikroskopischen Bild bei unterschiedlichem 
Amplitudenverhaltnis der beteiligten Beugungswellen. @ Maxima, O Minima der Intensitat 


k6nnen daher ohne Einschrankung der Allgemeinheit gleich Null gesetzt 
werden. Bei gleicher Amplitude der drei Wellen erhalt man die in 
Fig. 6a dargestellte Verteilung (Maxima der Intensitat sind durch die 
Punkte, Minima durch die kleinen Kreise angedeutet). Im Mikroskop- 
bild wird sie als hexagonale Anordnung von Intensitatsmaxima, d.h. 
von hellen Punkten, erscheinen. Sind dagegen die Intensitaten zweier 
Wellen klein gegen die Intensitaét einer dritten, so ergibt sich das in 
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Fig. 6b gezeichnete rechteckige Muster. Der Unterschied im Aussehen 
kommt dadurch zustande, daB sich die Minima der Intensitat jetzt 
anders verteilen. Bei noch geringerer Intensitaét einer Welle erscheint 
die in Fig. 6c dargestellte schlangenformige Figur, die schlieBlich beim 
Verbleiben von nur zwei Wellen in das bekannte Streifenmuster (Fig. 6d) 
iibergeht. Man kann diese Erscheinung haufig bei Moirés von hexa- 


\ 


Fig. 7. Moiré von iibereinanderliegenden Goldkristallen. Die Aufnahmen lassen die in den Fig. 6a bis d 

dargestellten Strukturen nebeneinander erkennen. (Aufnahmen: Poppa, H., u. O. RANG, Elektronenmikro- 

skopisches Labor der naturwissenschaftlichen Fakultat der Universitat Heidelberg und Physikalisches 
Laboratorium Mosbach) 


gonalen oder in |111|-Richtung durchstrahlten kubisch-flachenzentrier- 
ten Kristallen nebeneinander beobachten. Ein Beispiel zeigt Fig. 7. 
Es handelt sich um eine elektronenmikroskopische Aufnahme von 
iibereinanderliegenden Goldkristallen, die von Poppa und RANG er- 
halten wurde. 

Bei Ortlich verschiedenen Phasendifferenzen zwischen den inter- 
ferierenden Wellen infolge unterschiedlicher Anregungsbedingungen, 
z.B. durch Verbiegung der Kristalle, andern sich im allgemeinen auch 
die Phasenwinkel der im Ausdruck (19) fiir die Intensitatsverteilung 
vorkommenden Kosinusfunktionen. Je nach der Richtung, in der 
diese Veranderung relativ zur Streifenrichtung stattfindet, kénnen 
Kriimmungen und Verschiebungen oder Abstandsaénderungen der Strei- 
fen erfolgen, ohne daB Differenzen zwischen den Gitterabstinden vor- 
liegen mtissen. Dies kann bei der Interpretation derartiger Effekte von 
Bedeutung sein. 
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Falls mehr als drei Wellen an der Abbildung beteiligt sind, wird das 
Aussehen des Moirés wesentlich durch die Phasenbeziehungen zwischen 
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Fig. 8a u. b. Mégliche Intensitatsverteilungen im Mikroskopbild bei Beteiligung von mehr als drei Beugungs- 
wellen mit nicht komplanaren Wellenvektoren. Unter bestimmten Voraussetzungen tiber die Amplituden 
erfolgt ein Ubergang von a nach b. @ Maxima, O Minima der Intensitat 


ihnen bestimmt. Unter gewissen Voraussetzungen kann sich das Inter- 
ferenzmuster z.B. in der in Fig. 8a und b dargestellten Weise ver- 


Fig. 9. Moiré eines MoS,-Kristallpaares in annahernder 2,1-Orientierung. Das Bild zeigt die in Fig. 8a u. b 
dargestellte charakteristische Veranderung des Interferenzmusters infolge geringer Verbiegung der Kristalle 


andern. An Stelle der Intensitatsmaxima treten ausgesprochene Minima 
in gleicher Anordnung auf. Die Fig. 9 zeigt diesen Ubergang im Moiré 
eines MoS,-Kristallpaares, der offensichtlich durch eine nur geringe 
Verbiegung der Kristalle hervorgerufen wird. Man erkennt deutlich 
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in der einen Bildhalfte das Auftreten von hellen punktférmigen Flecken 
auf dunklerem Grund, wahrend andere Bildteile dunkle Punkte auf 


hellerem Grund aufweisen. 
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Fig. 10a u. b. Moégliche Intensitatsverteilungen bei merklichem EinfluB yon Beugungswellen, deren Wellen- 

vektoren sich in den Tangentialkomponenten um + (28,— %,), + (8, + B,) und + (2%, — B,) unterscheiden. 

Bei gewissen Voraussetzungen tiber die Amplitudenverhaltnisse ist eine Veranderung des Interferenzmusters 
von ain b denkbar. @ Hauptmaxima, + schwachere Nebenmaxima der Intensitat 


Fig. 11. Moiré eines MoS,-Kristallpaares in annahernder 3,1 -Orientierung. Die Intensitatsverteilung im Bild 
entspricht den in Fig. 10a u. b dargestellten Verhaltnissen. In der Bildmitte herrscht die Verteilung der Fig. 10 b 
vor, wahrend die Struktur am Rand rechts oben und links in der Mitte der Fig. 10a ahnlich ist 


Werden die Glieder der zweiten Zeile des Ausdrucks (19) merklich, 
so erheben sich zwischen den Maxima der Fig. 8a an den Stellen der 
Minima kleinere Nebenmaxima (Fig. 10a). Im Bilde werden um je einen 
hellen Punkt sechs weniger helle zu sehen sein. Eine ahnliche Struktur 
zeigt die Patterson-Verteilung von Molybdandisulfid in der Projektion 
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parallel [001]. Bei entsprechender Wahl der Amplituden und Phasen- 
winkel der Kosinusfunktionen ist eine Anderung des Bildes in der Art 
denkbar, daB um ein relativ kleines Maximum sechs gréBere auftreten 
(Fig. 10b). Ein Beispiel dieser Falle ist in Fig. 141 bei einem MoS,- 
Kristallpaar in annahernder 3,1-Orientierung zu sehen. 


Zusammenfassung 

1. Bei den ausgezeichneten Orientierungen verwachsener MoS,- 
Kristallschichten scheinen in einigen Fallen die Minima der spezifischen 
Korngrenzenenergie relativ breit zu sein, so daB durch Stérungen beim 
Wachstum der Kristalle nicht die genaue Orientierung der beiden 
Schichten eintritt, sondern eine innerhalb des breiten Minimums hegende, 
dicht benachbarte Verdrehung. Durch Mehrfachbeugung erhalt man 
dann Gruppen von Strahlen mit nur sehr kleinen Richtungsunterschie- 
den. Mit solchen Strahlengruppen lassen sich bei der elektronenmikro- 
skopischen Abbildung Kristall-Moirés erzielen. 

2. Im Hinblick auf die Méglichkeit, aus dem Moiré Informationen 
uber Gitterfehler und Kristallverzerrungen zu erhalten, wurde disku- 
tiert, wie das Moiré von ibereinanderliegenden, ungestoérten Kristall- 
lamellen aussehen kann und wie es in einzelnen Fallen beeinfluBt wird, 
wenn sich die Amplituden- und Phasenbeziehungen zwischen den an 
der Abbildung beteiligten Elektronenwellen andern. 

3. In den elektronenmikroskopischen Bildern von Kristallpaaren 
wird eine groBe Anzahl mdéglicher Intensitatsverteilungen tatsachlich 
gefunden. Die Aufnahmen lassen erkennen, in welchem Mabe das Aus- 
sehen des Moirés von der Orientierung der Kristalle beziiglich des ein- 
fallenden Elektronenstrahls und damit von den speziellen Interferenz- 
bedingungen abhangen kann. 

4. Die vorliegende Betrachtung zeigt, daB beobachtete UnregelmaBig- 
keiten im Moiré nicht unbedingt auf einen fehlerhaften Aufbau der 
Kristalle hinweisen miissen. Riickschliisse auf die verursachenden An- 
regungsbedingungen in konkreten Fallen diirften daraus nur zu ziehen 
sein, wenn eine Berechnung der Amplituden nach der dynamischen 


Theorie gelingt. 


Ich danke Herrn Professor Dr. K. MoLiéRE, in dessen Abteilung diese Arbeit 
durchgefiihrt wurde, und Herrn Privatdozent Dr. H. Nreurs recht herzlich fiir 
ihr Interesse und fiir anregende Diskussionen. Herr Professor Dr. E. Ruska 
stellte mir einen Arbeitsplatz am Elektronenmikroskop zur Verfiigung; ihm und 
seinen Mitarbeitern danke ich fiir ihre freundliche Unterstiitzung. Nicht zuletzt 
gilt mein Dank Herrn Professor Dr. K. PLieTH und Herrn K. Ross fur die Uber- 


lassung der Substanz. 
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Aus dem Rensselaer Polytechnical Institute, Chemics Department, 
Mason-House, Troy, N. Y. (USA) 


Uber spektroskopische Untersuchungen 
mit Hilfe von «a-Teilchen* 
Von 
P. HarTEcK, S. DoNDES und P. RENTZEPIS 
Mit 1 Figur im Text 


(Eingegangen am 4. Juli 1959) 


Excitation of the molecules of various gaseous substances by «-particles from a 
polonium 210 source has been investigated, expecially with respect to the branching 
between dissociation and y-de-exitation. The use of an alternative irradiation 
source is briefly discussed. 


Eine neue Methodik ist entwickelt worden, um die primaren und 
sekundaren Anregungszustande von Molekiilen zu untersuchen, welche 
von Polonium 210 «-Teilchen angeregt werden. — Derartige Unter- 
suchungen sind zur Zeit im Zusammenhange mit Reaktorproblemen und 
Strahlenchemie von besonderem Interesse. — Die Gase wurden bei 
Atmospharendruck den «-Teilchen einer Poloniumquelle von 8 Curie 
ausgesetzt und die Lichtemission wurde mit einem Hilger-Quarzspektro- 
graphen untersucht. Aus ZweckmaBigkeitsgriinden haben wir in Analogie 
zu dem in der Strahlenchemie definierten o-Wert den H-Wert definiert 
als die Zahl von Lichtquanten, welche fiir 100 eV absorbiert ausgestrahlt 
werden. — Mit unseren empfindlichen photographischen Platten liegen 
H-Werte von 107% bei einer Expositionsdauer von einer Stunde noch 
im experimentell zuganglichen Gebiete. — Die Lichtemission der be- 
strahlten Gase ist auBerordentlich empfindlich gegen geringste Verun- 
reinigungen. Diese Empfindlichkeit gegen Verunreinigungen ist bei den 
vorliegenden Experimenten um einige Zehnerpotenzen gréBer als bei 
spektroskopischen Untersuchungen etwa von Glimmentladungen. — 


Sticksteff wird sehr stark angeregt, insbesondere die zweite positive 
Gruppe. Die Summe der H-Werte im Wellenlangengebiet von 2000 bis 
8000 A ist etwa 3. — Da der C3/7,-Term, von welchem die Ubergange 
der zweiten positiven Gruppe ihren Ursprung haben, etwa 11 eV iiber 
dem Grundniveau liegt, so sieht man, daB im Falle des Stickstoffes 
ein beachtlicher Teil von Anregungsenergie wieder ausgestrahlt wird und 
nicht zur Dissoziation von Stickstoff beitragt. Mit dieser Versuchs- 
anordnung konnten wir auch die Desaktivierung durch Sauerstoff, Was- 


* Max von LAvE zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
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serstoff, Jod usw. messen. — Auch diese Ergebnisse zeigen eindringlich, 
daB die Verhialtnisse in der Strahlenchemie auBerordentlich verwickelt 
sind, sicherlich um mehr als eine GréBenordnung komplizierter als in 
rein photochemischen Systemen. — 2'H fiir CO, welches infolge der 
gleichen Zahl von Elektronen spektroskopisch in vieler Beziehung dem 
N, ahnlich ist, ist um mehr als eine Zehnerpotenz kleiner als fiir Ny. — 
Das angeregte CO reagiert offenbar chemisch mit einem zweiten CO- 
Molekiil CO*-+CO—-CO,+C€ oder C,0+0O. — Wenn reinstes Helium 
mit einem Stickstoffgehalt von 10 4% bestrahlt wird, dann erscheint 
auf dem Spektrogramm nur das Bandensystem vom N,* B22)" und wenn 
analog Argon angeregt wird, dann tritt praktisch nur die zweite positive 
Gruppe des N, hervor. — Erstaunlich war die Tatsache, daB bei der 
Anregung durch «-Teilchen keine Emission von Atomlinien beobachtet 
werden konnte, abgesehen von der Hg-Linie 2537, welche nur bei den 
Gasen beobachtet werden konnte, wo die Dissoziationsenergie der Mole- 
kiile gr6Ber als die Anregungsenergie von 2537 ist. — Die Benutzung einer 
Strahlenquelle von tber 5 Curie Polonium 210 ist mit sehr strikten 
Sicherheitsvorschriften verbunden, welche die experimentellen Méglich- 
keiten einschranken. Deshalb wurde nach einer bequemeren Strahlen- 
quelle gesucht. Es stellte sich heraus, daB eine stille Entladung, etwa 
wie sie fiir einen Ozonisator verwendet wird, als Strahlenquelle benutzt 
werden kann. — Die Ionen im Wechselfelde des Ozonisators verursachen 
weitere Ionisierung, ferner Anregung und Dissoziation von Molekiilen. — 
Eine spektroskopische Aufnahme von einer stillen Entladung mit reinem 
Stickstoff war in der Tat identisch mit dem Spektrogramm, welches 
durch Bestrahlung von Stickstoff mit Polonium «-Teilchen erzeugt 
worden war. — Das analog gleiche Verhalten war auch fiir Mischungen 
von N,+Ar und N,+ He beobachtet worden. — Dieses Ergebnis war 
in gewissem Sinne erwartet worden, denn die Energie, welche fiir die 
Bildung eines Ionenpaares benotigt wird, ist in weiten Grenzen unab- 
hangig von der Natur der ionisierenden Strahlung. Wir hatten seinerzeit 
gezeigt, daB der duale Zerfall von N,O, welcher zu 75% in N,+O und 
zu 25% in N+ NO erfolgt, unabhangig von der Natur der ionisierenden 
Strahlung ist (y, B- und Spaltungs-RiickstoBteilchen) und offenbar sollte 
daher auch der AnregungsprozeB von Molekiilen weitgehend unabhangig 
von der Natur der ionisierenden Strahlung sein. — 

Die Benutzung der stillen Entladung fiir spektroskopische Unter- 
suchungen erdffnet nun die Méglichkeit fiir ein weites Feld im Zusammen- 
hang mit Strahlenchemie. — Insbesondere sind nun auch Stoffe, (vor 
allem organische) welche bei der Bestrahlung Kondensationsprodukte 
bilden und eine «-Strahlenquelle schnell unbrauchbar machen wiirden, 
dem Experiment leicht zuganglich. — 


Diese Arbeit wurde mit Mitteln der A. E. C. der USA ausgefiihrt. 
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Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik Miinchen 


Gebundene Paare in Fermi-Fliissigkeiten* 
Von 
W. BRENIG 
(Eingegangen am 11. Juli 1959) 
The effect of a hard core on the energy of bound pair states in fermi-liquids is 
considered. It turns out that such bound pairs can exist in nuclear matter for the 


real nuclear forces, but not in the (non superfluid) He?. The importance of this 
fact for a possible understanding of the superfluidity is discussed briefly. 


1. Fragestellung 


Die Uberlegungen von J. BARDEEN, L.N. Cooper und J. R. SCHRIEF- 
FER', sowie N.N. BoGOLJuBov? haben es sehr wahrscheinlich gemacht, 
daB fiir das Phanomen der Supraleitfahigkeit das Vorhandensein einer 
Energieliicke verantwortlich ist, deren Auftreten in starkem MaBe von 
der Art der Wechselwirkung abhangig ist: Die attraktiven Teile der 
Wechselwirkung (Elektron-Gitter-Wechselwirkung) begiinstigen, die ab- 
stoBenden Teile (Coulomb-Wechselwirkung) verhindern das Auftreten 
einer Liicke. 

Die Bardeen-Bogoljubovsche Theorie ist jedoch in threr bisherigen 
Form nur anwendbar, wenn die Fourier-Komponenten des Wechsel- 
wirkungspotentials hinreichend klein sind. Sie ist z.B. noch nicht ge- 
eignet zur Behandlung von Teilchen, bei denen die Wechselwirkung 
einen ,,hard core“ enthalt, also etwa des (nicht superfluiden) He® oder 
der Kernmaterie. Eine einfache Kombination der Bruecknerschen Me- 
thoden zur Behandlung des hard core und der Bardeen-Bogoljubovschen 
Theorie ist zunadchst nicht méglich, (jedenfalls nicht auf die tibliche Weise 
durch Einfiihrung von A-Matrizen an Stelle des Potentials), da ver- 
mutlich gerade im Falle der Existenz einer Energieliicke die A-Matrix 
Singularitaten enthalt [vgl. dazu K. Gorrrriep, CERN (nicht publi- 
ziert), und G. LUDERS?]. 

Zweck der folgenden Uberlegungen ist, festzustellen, wie sich der 
hard core auf die Existenz solcher Singularitaten auswirkt in der Hoff- 
nung, damit einen indirekten Hinweis auf die Existenz einer Energie- 
liicke zu bekommen, ohne daB eine vollstandige Theorie der Super- 
fluiditat unter Beriicksichtigung des hard cores vorhegt. 


* Max von Laur zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 

1 BARDEEN, J., L.N. Cooper u. J.R. SCHRIEFFER: Phys. Rev. 108, 1175 (1957). 
2 Bocotyusov, N.N.: Sovjet Phys. Jetp. 7, 41 (1958). 

3 Lupers, G.: Z. Naturforsch. 14a, 1 (1959). 
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2. Lésungen der homogenen Bethe-Goldstone-Gleichung 
ohne hard core 


Wir betrachten zundichts zum Vergleich die Singularitaten der 
Bruecknerschen K-Matrix bei Abwesenheit eines hard core. Die K- 
Matrix ist definiert durch 


love py ao ¢ ag |v Ppp’? 5) (1) 


wobei Yqq die Wellenfunktion der wechselwirkungsfreien Bewegung der 
beiden Teilchen ist, und wp,» eine Lésung der sog. Bethe-Goldstone- 
Gleichung: 

P 


= een pea Dap 2 
Ypp — Ypp He Se Upp’: (2) 


pp 
Dabei ist P ein Projektionsoperator, welcher alle Zustande q,,, innerhalb 
der Fermi-Kugel ||, |’| <k,; als Zwischenzustande bei der Streuung 
verbietet, dh. P= >) | Gnu > <@xx|, Ho ist der Hamilton-Opera- 


lel, JWT > By 
tor fiir die Bewegung der beiden Teilchen nach dem Einteilchenmodell. 


Wir werden fiir ihn die Naherung der ,,effektiven Masse“ annehmen, d.h. 


A, =— (4, + A,)/2m*, 
v ist die Wechselwirkung der beiden Teilchen, und 


Epp’ — (p> =e p'*\|2m*. 


Wir interessieren uns im folgenden fiir das Diagonalelement der AK-Ma- 
trix fiir den Fall g + q’= p + p’ =0. Dann kann y, _ ,als Eigenfunktion 
des Relativdrehimpulses / gewahlt werden, wir betrachten speziell den 
Fall /=0, d.h. s-Wellen. 


Man kann nun leicht sehen (vgl. etwa G. LUpERS?), daB die A-Matrix 
immer dann singular wird, falls die Energie ¢ der Relativbewegung eines 
Streuzustandes zusammenfallt mit der Energie einer (lokalisierten) Lé- 
sung der homogenen Gleichung 


p=— yy. 3) 
Hy — & : 


Man hat also zu untersuchen, ob solche Lésungen fiir bestimmte Krafte 
vorkommen k6nnen oder nicht. 

Betrachtet man zunachst solche Potentiale, von denen eine Fourier- 
Zerlegung méglich ist, so lautet die Gl. (3) in derjenigen Darstellung, 
in der Hy diagonal ist, nach Abspaltung der Schwerpunktsbewegung: 


co 


2 ’ 
a a h2 — m* E ce fr PR ag 4) 


hy 
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mit 
Cc 
Up_r =f sinkrsink'r v(r) dr. 
0 
Es ist zweckmaBig, neue Funktionen #, einzufiihren durch: 
Wp = m* p,|(k? — m* Eo). 
Fiir diese gilt dann: 
CO 
R 2m* UR Re Pp’ ; 
= : ae 
Pr I il Rk? — m* e, ‘ (5) 


ke 


Wir fragen nun speziell nach solchen Lésungen, fiir die ¢) dicht unter- 
halb der Fermi-Kugel liegt, und setzen dazu m* &)=k7(1— A). Dann 
kann man fiir nicht zu langreichweitige Krafte und falls p, in der Nahe 
von k =k, nicht zu schnell veranderlich ist, v,,, an der Stelle k’ =k, aus 
dem Integral herausziehen und bekommt: 


j= ie _2m* | F ee alr: oe Ge (5a) 


Setzt man hierin k =k;, so bekommt man eine transzendente Gleichung 
fir A allein, deren Lésung fiir v,,,, <0 existiert und fiir kleine J lautet: 
eee oo 
Ae OU =f sin Rr OY) ar. (6) 
0 
Zur Abschatzung der GroBe von A fiir den Fall der Kernmaterie be- 
nutzen wir ein Kastenpotential 
{~ Voie Sb 


Viv) 
”) Ore nevis 


b= DAAC cms Voor 47H b, 


welches die empirischen Streudaten bei kleinen Energien wiedergibt. 
Man bekommt dann mit (hk, b) &%3,2; m* ~0,75 m 
Rk? 
A-—£ w 0,01 MeV. 
m 
Dieser Wert ist konsistent mit unserer Annahme 4< 1 und rechtfertigt 
damit die obigen Naherungen. 

Die Tatsache, daB iiberhaupt eine Lésung der homogenen Gleichung 
existiert, kann fiir den Fall verschwindenden Gesamtimpulses und eines 
iiberall negativen Potentials allgemein und ohne Naherung bewiesen 
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werden. Man betrachte dazu die Eigenwertgleichung 


— ae ttn 6) = Al) 4 (2) (7) 

Durch Multiplikation mit <7,,|v bekommt man: 

Jn (8) <n]? | n> =— Fen |? »| Yn) 
und durch Differentiation nach e: 

' le pias aa? 

9 alld = (el gage) 
d.h. die 4, sind reell und fiir negativ definites Potential und ¢ <Aj/m* 
monoton ansteigende Funktionen von ¢ mit /,(— c)=0. Weiterhin 


mu fiir mindestens ein 4, Z,,(k7/m*) = oo sein. Diese Singularitat fiir 
A-—>0 ist eine unmittelbare Folge der Tatsache, daB in (5) k; als untere 
Integrationsgrenze auftritt, und daB y,, im allgemeinen von Null ver- 
schieden ist. Dies ist ein wesentlicher Unterschied zur entsprechenden 
Gleichung bei Abwesenheit von P, wo k;=0O ist und y,->c - k fiir k+0. 

Es gibt somit mindestens einen Wert ¢, mit 4, (€)) =1 und damit min- 
destens eine Lésung der homogenen Gl. (3). Auf die gleiche Weise er- 


kennt man, da’ es im Falle iiberall positiven Potentials sicher keine 
solche Lésungen gibt. 


3. Losungen der homogenen Gleichung mit hard core 


Wir betrachten nun den Fall, daB zusdtzlich zu einem attraktiven 
Potential v noch ein hard core mit dem Radius c vorhanden ist. Dann 
lautet (3) 


(+ 2) y, (8) 


wobei v, das Potential des hard core ist. Nach einer einfachen algebra- 
ischen Umformung dieser Gleichung 


P 
(Tie oy (9) 
Ot EO eR 


liegt es nahe, sie in der Darstellung anzuschreiben, in der Hy + Pv,P 


diagonal ist. Sie hat dann namlich genau die Form (4) mit dem einzigen 
Unterschied, daB 


ony = Fk () tw (0) o(7) dr (10) 


und y, eine Lésung der Gleichung ist 


y Gila a als PRA ig = four) m*v,(r') v, (7) dr’ (11) 
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mit der Randbedingung y, (7) sin ky + sind e'*’+9, d.h. eine Lésung 
der Integralgleichung 


X, =sinkr — f G(r, 7’) m* 9, (7') x, (7') dr’. (12) 
0 
Dabei ist 
Tiga chy oie ee AT (sink GF) sin ky(r + 7’) | 
UNO ea SA eS} 3) 
und 


ad 
ECG 7 \ = lim = [ sin k’ysin k’y” ap 
( ) yn >+07 , Re? — Ro a) : (14) 
ky 


Da y, genau wie bei Abwesenheit des Projektionsoperators Q fiir r<c 
verschwinden muB, versuchen wir den Ansatz 


Ue, = kA, (d(r—c) + 9(0)), (15) 


dann bekommt man aus (11) eine Integralgleichung fiir ¢ (7): 


| 0 ai 226 
1 loe.atfoeryaryar=am; r<ef 
und aus der Bedingung y,(c) =0 und (12) eine Gleichung fiir A, : 
a {G Gavia. wie dr’. /sin he. (17) 
k 0 


Weiterhin kann man aus (11) und (15) eine Integraldarstellung fiir y, 
gewinnen 4 


Ar) =A p {sin kr —o) fa ‘\ sin k (vy — r') dy’); TZ2e a AS) 
Aus dieser Darstellung entnimmt man, daB x, sich von der entsprechen- 
den Lésung bei fehlendem Projektionsoperator P, d.h. der einfachen 
Streuwelle sin k(y—c) eines reinen hard core, fiir kleine 7 zunachst 
durch ein Korrekturglied 


Sat ) sin k(r—1') dr’ wq(c) (ry —c) sin k(r—c) 
und durch den Faktor A, unterschiedet. Dieser ist fiir die weitere 
Argumentation von entscheidender Bedeutung. Man sieht namlich leicht 
(s. unten), daB er fiir kk; verschwindet wie 1 /In | = — il Aus diesem 


Grunde ist es nicht méglich, wie bei (5) das Matrixelement v,,, an der 
Stelle k’ =k, aus dem Integral herauszuziehen. Es liegt jedoch nahe, 


4 Vgl. dazu Betue, H. A., u. J. Gotpstone: Proc. Roy. Soc. 238, 551 (1957). 
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(4) durch Einfithrung von 
Gy = (2 — m* ey) wAE und dyy = y/AP Ay (19) 
umzuschreiben in 


a 2m* Ape |? Opp Px dk’ 

yh Fi ii | es 7. (20) 
ky 

In dieser Gleichung kann man versuchen, fiir m* ¢) ~k; das reduzierte 

Matrixelement @, ,, wieder vor das Integral zu ziehen. Auf diese Weise 

wird man zur Bestimmung von 4 auf die transzendente Gleichung 


CO 


2m*v A,;|? , be 
Pir i ule = ah; mr 85, (21) 
. f 


wt 
ky 
geftihrt. 

Zur Berechnung der darin vorkommenden GréBen A, und v, bieten 
sich im Falle der Kernmaterie einige Naherungen an, die auf der Klein- 
heit von k,c beruhen. Da dieses empirisch den Wert k,c ~ 0,54 besitzt, 
kann man z.B. in guter Naherung sin kjc =,c setzen u.a. Auf diese 


Weise bekommt man folgende Naherungsausdriicke : 


Xn (7)  A,sink(y—c) {1—q(c)(r—c)}; fir g(c)(r—c) <1 
cq(c) ae im er )~eQ(c,0) (1 +¢Q(c0)) 
= Hae cq (c)) (22) 
A ee 
— t= 6a) |e 1 2— 1n2 il k l= 
a hye { + hye 14 a 2 by 1) 


Die Gl. (21) bekommt damit die Form 


a 2 a oat (c) dx 
: m ky a i 4 2 (23) 
+ 4) ¢ In *) | 
2 It 
mit 1 2—In2 
f J ——— = 
: hye IU : 


Das Integral tiber x kann nach Einfithrung der Variablen ¢ = a — (In x)/z 
in der komplexen ¢-Ebene exakt ausgefiihrt werden und hat den Wert 


lo.) 


eran qe? eh ™ 4 1 4 { 
geen = peers ty — % Ara ; 


1 
a —— In| %| a —— In| ¥| 
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Dabei sind x,, die beiden Lésungen der quadratischen Gleichung 
4*-- 2% -- A =0, dh. 


%2=—14+)1—-4. (25) 


Betrachtet man wieder den Grenzfall d4<1, so kann man naherungs- 
weise setzen 


aa — In — 
2 


Als wesentlicher Unterschied zu (5a) ist die Tatsache zu vermerken, daB 
J, fiir J +0 nicht mehr singular wird, sondern einem endlichen Grenz- 
wert J, zustrebt. Die GréBe von Jy entscheidet, ob (23) eine Lésung hat 
oder nicht, und zwar gibt es eine Lésung nur, wenn 


mm* vu; (1 —2cq(c)) ah, (ky c)? > 1. 


Es kommt also nicht nur wie in (5a) auf das Vorzeichen, sondern auch 
auf die Gr6éBe von v,; an. Fiir die in (28) angegebenen kernphysikalischen 
Bedingungen ist diese Ungleichung erfiillt, aber schon eine Vergr6Berung 
von k; um etwa 30% wiirde sie verletzen. 


Beim He?® z.B. ist dieser Wert bei weitem iiberschritten: Durch die 
Skalentransformation 


‘ ; iS * 
y—>(c/Cyes)¥ mit Cyese2-10%cm, m*>mys ey Om 


[nach den Rechnungen von K.A. BRUECKNER und J.L. GAMMEL, Phys. 
Rev. 109, 1040 (1958) | bekommt man namlich etwa gleiche energetische 
Verhaltnisse wie in der Kernphysik, der Wert von (k;c)y. liegt jedoch 
bei 1,5. Dies beweist zwar noch nicht eindeutig die Nichtexistenz 
gebundener Zustéande (einige unserer obigen Nadherungen sind in diesem 
Bereich von k,c schlecht), zeigt aber doch deutlich die Unterschiede von 
Kernmaterie und fliissigem He’. 


Zur Bestimmung von A in Kernmaterie lost man Gl. (23) nach A auf 


dea . A hy(hyc)” ; a 
A =4exp {5 2-4 Sot ae i (27) 


Man iiberzeugt sich leicht, daB (27) fiir k;c-—>0O in (6) tibergeht. Die 
Auswertung dieses Resultates fiir den Fall der Triplett-Zustande in 
Kernmaterie soll wieder mit einem Kastenpotential vorgenommen wer- 
den, welches die Streudaten bei kleinen Energien richtig wiedergibt. 
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Wir nehmen dazu® 
are CL 7 ap Ov, 
vir) = 


0) , ro>ct+d 
b= 1:3 AO Cm (28) 
€=0)4 10H? car 
kic = 0,54. 


Damit bekommt man 
ki Alm* ~ 0,5 MeV. 


Wie man sieht, bewirkt das Auftreten des hard core eine deutliche Ver- 
groéBerung von A. Dies riihrt aber nur daher, daB das Potential (28) 
die gleichen Streudaten liefert wie das anfangs benutzte Potential ohne 
hard core, was durch eine Verkleinerung von 6 und eine entsprechende 
VergréBerung von Vy geschieht. Bei festgehaltenem Vy und 6 bewirkt 
jedoch, wie zu erwarten, die Einfiihrung eines hard core eine Verklei- 
nerung von A, evtl. sogar ein Verschwinden der diskreten Lésungen 
iiberhaupt. 

Zu bemerken ist noch die auBerordentlich empfindliche Abhangigkeit 
des Wertes von A von den Parametern in (27). Eine Unsicherheit des 
Wertes von m* um etwa 10% bedeutet eine Unsicherheit in A von etwa 
einem Faktor 3, und der Ubergang zu einem Potential mit ) = 1,5 -1072%cm 
und Vj =— 50 MeV, welches einem Mittelwert der verschiedenen Nu- 
kleon-Nukleon Potentiale entspricht, bedeutet eine Verkleinerung von A 
um etwa einen Faktor 10°. 

Dies bedeutet, daB eine einigermaBen genaue Berechnung von J bei 
den heutigen Unsicherheiten in den Potentialen noch nicht méglich ist. 
Es darf jedoch als sicher angesehen werden, da8 Lésungen der homo- 
genen Bethe-Goldstone-Gleichung existieren. 


4. Diskussion 


Der Zusammenhang dieser Lésungen mit dem Auftreten einer Energie- 
liicke wurde qualitativ von L. Cooper’, quantitativ von L. P. GorKoy?:8 
diskutiert : 

Qualitativ wird man erwarten, da beim Vorhandensein der bespro- 
chenen diskreten Zustande unterhalb der Fermi-Kante die Teilchen in 
der Nahe der Fermi-Kante aus dem Fermi-See heraustreten. Dadurch 
erhalt die Wellenfunktion zwar eine starkere Beimischung von héheren 
Impulskomponenten, aber es besteht trotzdem insgesamt die Mdglich- 


> Vgl. Mana, H.J., u. W. Wirp: Z. Physik 154, 182 (1959). 

8 CoopER, L.N.: Phys. Rev. 104, 1189 (1956). 

7 GorKov, L.P.: Sovjet Phys. Jetp. 7, 505 (1958). 

8 Vgl. auch PRANGE, R.E.: Preprint 1959 Univ. of Pensylvania. 
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keit einer Energieabsenkung, da die Teilchen auBerhalb des Fermi-Sees 
jetzt die Méglichkeit haben, paarweise die erwahnten Bindungszustande 
zu besetzen, welche ja nur Impulskomponenten gr6Ber als k, besitzen. 
Der Energiebereich, innerhalb dessen die Fermi-Kante auf diese Weise 
modifiziert wird, ist von der GréBenordnung k7A/m*. Man erwartet 
dann folgende Anregungsmoglichkeiten: 1. Einteilchenanregungen aus 
dem nicht modifizierten Bereich der Fermi-Kugel in unbesetzte Stellen 
des Impulsraumes. Die zugehérigen Anregungsenergien miissen eine 
Mindestgr6Be von etwa ki A/m* haben. 2. Anregungen, die zum Auf- 
brechen der Paare fiihren. Auch diese haben mindestens die GréBe 
ki Alm*. 3. Translationsbewegungen der Paare. Fiir diese wiirde man 
zunachst ein an den Grundzustand anschlieBendes Kontinuum erwarten. 
Tatsachlich hangt jedoch die Bindungsenergie der Paare sehr stark von 
ihrem Translationsimpuls ab. Dies rithrt von dem Auftreten des Pro- 
jektionsoperators P in Gl. (3) her, welcher die Invarianz gegeniiber einer 
Galilei-Transformation der Paare zerstort. Die (4) entsprechende Glei- 
chung ist fiir den Fall nicht verschwindenden Gesamtimpulses wesentlich 
komplizierter. Grob gesprochen wird die untere Integrationsgrenze etwas 
verschmiert. Durch diese Verschmierung verschwindet die logarithmi- 
sche Divergenz des Integrales (5) fir 40 und bei hinreichend starker 
Verschmierung kann die Eigenwertgleichung tiberhaupt nicht mehr erfiillt 
werden. Fiir spezielle rein attraktive Potentiale kann man das Ver- 
schwinden von A mit anwachsendem Gesamtimpuls explizit studieren®. 

Somit scheint auch fiir diese Anregungstypen die Méglichkeit von 
Anregungsenergien dicht tiber dem Grundzustand stark reduziert. Als 
Gr6Benordnung des Bereiches, in dem die Termdichte des Gesamtsystems 
gegeniiber dem wechselwirkungsfreien Fall reduziert ist, erwartet man 
etwa k? A/m*. Es sei weiterhin erwahnt, daB die Bedingung fiir die Exi- 
stenz von Lésungen von (5a): v, >0 identisch ist, mit der Bedingung fiir 
Superfluiditat (vgl. BARDEEN, COOPER, SCHRIEFFER?). 

Wahrend sich an diesen qualitativen Vorstellungen bei Anwesenheit 
eines hard core nichts Wesentliches andert, erfordert die Einfiihrung des 
hard core (und auch des Isotopenspins) an der quantitativen Aus- 
gestaltung dieser Vorstellungen nach L. P. GorKov einige zunachst nicht 
triviale Anderungen, die noch zu untersuchen sind. Immerhin erscheint 
es verniinftig, daB der Wert von A in der GréBenordnung des bei g-g- 
Kernen gefundenen energy gap liegt (wenn auch die obigen Betrach- 
tungen natiirlich noch keinen Unterschied zwischen Systemen mit ver- 
schiedener Teilchenzahl erkennen lassen), und daB das nicht superfluide 
He? anscheinend keine gebundenen Lésungen besitzt. 

Herrn Professor W. HEISENBERG und Herrn Dr. G. Luprrs danke ich fir 
mehrere kritische Bemerkungen bei der Durchsicht des Manuskriptes. 


9 WiLp, W.: Persénliche Mitteilung. 


Zeitschrift fiir Physik 156, 534—554 (1959) 


Aus dem Institut fiir Elektronenmikroskopie 
am Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft, Berlin-Dahlem 


Zur Untersuchung des reziproken Gitters 
von Einkristallen mit Hilfe von Kikuchi-Diagrammen* 


Von 
W.D. RIECKE und Y. SAKAKI 
Mit 5 Figuren im Text 
(Eingegangen am 2. Juli 1959) 
A new method has been developed for the examination of the reciprocal lattice 
of single crystals by means of Kikuchi patterns. The Kikuchi bands belonging to 
a zone axis may be used to locate the lattice points lying within the reciprocal 
lattice plane, which is orthogonal to this axis and passes through the origin. For 
the investigation of the whole reciprocal lattice, a series of reflection patterns is 
taken at different orientations of the specimen. Each group of Kikuchi bands 
belonging to a zone axis is used to locate the reciprocal lattice points in a section 
orthogonal to the respective zone axis. The angles between the section planes are 
obtained by recording the angle of rotation between successive exposures and by 
considering the inclinations of the zone axes relative to the primary beam. In a 
perspective drawing the reciprocal lattice region near the origin is then composed 
of these sections. 
1. Einleitung 

Obwohl die bei streifendem Einfall von Elektronen auf die Oberflache 
von Einkristallen auftretenden Kikuchi-Diagramme schon lange bekannt 
sind, hat man sie bisher nur wenig zur Kristallstrukturanalyse heran- 
gezogen. Ein Grund hierfiir mag darin zu suchen sein, daB es bisher 
experimentell recht schwierig war, mehrere Kikuchi-Diagramme von ein 
und demselben Kristall bei verschiedenen, genau bestimmten Orientie- 
rungen aufzunehmen, und daB daher fiir die Analyse meist nur ein 
einziges, mit einem maximalen Beugungswinkel zwischen 10 und 20° 
aufgenommenes Beugungsdiagramm zur Verfiigung stand. 

Im Laufe der letzten Jahre wurde von W.D. RiEckE und F. St6cK- 
LEIN* ein neuer Praparattisch fiir Elektronenbeugungsuntersuchungen 
entwickelt, der es gestattet, von einer ausgewadhlten Stelle der Ober- 
flache einer massiven Probe Beugungsdiagramme bei streifendem Strahl- 
einfall und genau einstellbarer Orientierung schnell und sicher anzu- 
fertigen. Wir haben uns daher iiberlegt, ob die hierdurch gegebenen 
Moglichkeiten die Strukturanalyse mit Kikuchi-Diagrammen erleichtern 
konnten, und haben eine einfache Methode zur Untersuchung des rezi- 
proken Gitters sowie zur Indizierung der Diagramme ausgearbeitet. 


* Max von Lave zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
' RieckeE, W. D., u. F. St6cKLeEIn: Z. Physik 156, 163 (1959). 
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2. Grundsatzliches zur Untersuchung des reziproken Gitters 


Kikuchi-Diagramme treten bekanntlich auf, wenn man dickere Einkristalle mit 
Elektronen durchstrahlt oder wenn man einen Elektronenstrahl auf die Oberflache 
einer massiven einkristallinen Probe streifend einfallen la@t. Auf die letztgenannte 
Methode wollen wir uns hier beschranken. 

Gewohnlich werden die Diagramme auf Photoplatten aufgenommen, die wenige 
100 mm vom streuenden Kristall entfernt angeordnet sind und Strahlen bis zu 
einem groBten Beugungswinkel zwischen 10 und 20° erfassen. Ein Verfahren zur 
Konstruktion des reziproken Gitters mit Hilfe eines solchen Kikuchi-Diagramms 
ist von WILMAN? angegeben worden. Hierbei berechnet man aus der Bandbreite 
den Abstand des zugehérigen reziproken Gitterpunktes vom Gitterursprung, wah- 
rend aus der Lage der Mittellinie des Bandes die Raumorientierung der beugenden 
Netzebenenschar und damit die Richtung des darauf senkrecht stehenden rezi- 
proken Gittervektors bestimmt werden kann. Dann ist aber auch die Lage des 
reziproken Gitterpunktes gegeben, und man kann mit Hilfe der Gitterpunkte, die 
zu den im Diagramm sichtbaren Linien gehGren, einen Ausschnitt aus dem rezi- 
proken Gitter zeichnen. In dieser dreidimensionalen Darstellung mu8 man dann 
die am dichtesten besetzten Gittergeraden und Netzebenen heraussuchen, um die 
reziproken Gitterachsen erkennen zu kénnen, sowie die Winkel zwischen den Gitter- 
ebenen und die Abstande der Gitterpunkte untereinander mit den Methoden der 
projektiven Geometrie bestimmen. 

Wir haben nun nach einer Methode zur Bestimmung des reziproken Gitters 
gesucht, welche die universellen Justierméglichkeiten unseres neuen Praparat- 
tisches so ausnutzt, daB die Untersuchung einfach und ibersichtlich wird. AuBer- 
dem wollten wir die Winkel zwischen den Gitterebenen nach Méglichkeit direkt 
messen kénnen. Wir werden im Abschnitt 4 zeigen, wie man mit Hilfe der zu einer 
Zonenachse gehdrenden Kikuchi-Bander ein vergr6Bertes Bild der zur Zonenachse 
senkrechten Ebene des reziproken Gitters konstruieren, also einen ,,Schnitt’’ durch 
das Gitter legen kann. Unser Verfahren zur Vermessung des reziproken Gitters 
besteht einfach darin, mehrere solcher Schnitte durch das reziproke Gitter zu legen 
und den Winkel zwischen den Schnittebenen durch Messen des Winkels zwischen 
den zugehérigen Zonenachsen zu bestimmen. Wir legen dabei so viele Schnitte 
durch das Gitter, daB man eine geniigende Anzahl von Gitterpunkten erhalt, um 
auch die durch den Strukturfaktor bedingten Ausléschungsregeln und Intensitats- 
schwankungen sicher erkennen zu kénnen. 


3. Die Beziehung zwischen den zu einer Zone 
des Kristallgitters gehérenden Kikuchi-Bandern 
und den Gitterpunkten im reziproken Gitter 


Wir betrachten zunachst eine Gruppe von Bandern, die zu einer 
Zonenachse gehéren. Die Orientierung des Kristalls nehmen wir so an, 
daB die betrachtete Zonenachse héchstens um einige Grad gegen die 
Normale auf der Photoplatte geneigt ist. Dies erkennt man an der Lage 
des Schnittpunktes der Mittellinien der betreffenden Bander, der dann 
vorzugsweise auf der Photoplatte selbst liegen soll oder héchstens um 
einige Zentimeter von ihr entfernt sein darf. Der Schnittpunkt der 
Mittellinien der Bander stimmt, wie wir im folgenden noch zeigen werden, 


2 WitmaNn, H.: Proc. Phys. Soc., Lond. 60, 344 (1948). 
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praktisch mit dem DurchstoBpunkt der Zonenachse tiberein. Letzterer 
ergibt sich als Schnittpunkt einer vom Auftreffpunkt des Elektronen- | 
strahls ausgehenden und in Richtung der Zonenachse liegenden Geraden i 
mit der Ebene, in der die Photoplatte hegt. 

Wir wollen vorerst annehmen, daB die Zonenachse auf der Photo- 
platte senkrecht steht. Fallt man nun die Lote vom DurchstoBpunkt | 
der Zonenachse auf die Bandkanten, so ist die Lange B des Lotes, d.h. | 
die halbe Bandbreite, bekanntlich 


jy) iEy) 
B —f = ie =S- - 
tg = eet A Doaal, (1) 
wobel 
; A 
tgO x sin@ = —” 5 
8 2 ay p*[* ( ) 


gesetzt werden kann, weil der Glanzwinkel @ geniigend klein ist. Dabei 
bedeutet L die Beugungslange, 2 die Elektronenwellenlange, die 
Beugungsordnung, dj*,*;* die Abstande der durch die Millerschen | 
Indizes h*, k*,/* bestimmten und zur betrachteten Zone gehdrenden 
Netzebenen. Mit §,,,,;bezeichnen wir die zu diesen Netzebenen gehérenden 
Vektoren im reziproken Gitter, wobei die Laue-Indizes h,k,/ durch 
h=nh*, k=nk*,l=nl* mit den Millerschen Indizes zusammenhangen. 
Die Vektoren h,;,; stehen senkrecht auf der Zonenachse und sind daher 
zur Photoplatte parallel. Jeder dieser Vektoren ist auBerdem dem Lot 
auf die zugehorige Bandkante parallel. Die FuBpunkte der Lote stellen 
also — zusammen mit dem Durchsto8punkt der Zonenachse als Null- 


punkt — eine 1% Sach vergrOBerte Abbildung derjenigen Ebene im 


reziproken Gitter dar, die zu der Zonenachse senkrecht steht. 


Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich diese Verhaltnisse andern, 
wenn die Zonenachse nicht genau senkrecht auf der Photoplatte steht, 
sondern gegen das Lot auf dieser um einige Grad geneigt ist. Zu diesem 
Zweck betrachten wir ein in Fig. 1 dargestelltes Kikuchi-Band, das zu 
einer Netzebenenschar gehdrt, die gegen die Senkrechte auf der Photo- 
platte um den Winkel @ geneigt ist. Denkt man sich eine dieser Netz- 
ebenen tiber die Photoplatte hinaus verlangert, so schneidet sie die 
Platte in einer Geraden, die wir als Spur der Netzebene bezeichnen 
wollen. Der Abstand der Spur vom Auftreffpunkt des unabgebeugten 
Strahls, der auf die Photoplatte senkrecht fallt, ist dann S=L tg @. 
Die Bandkanten erhalt man als Schnittlinien der Photoplatte mit einem 


Doppelkegel vom halben Offnungswinkel — ©, dessen Achse im Auf- 


treffpunkt des Elektronenstrahls auf dem Kristall senkrecht zur beugen- 
den Netzebene steht. Um die Gleichung des Doppelkegels aufstellen zu 
kénnen, fiithren wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem ,7,¢ ein, | 


Untersuchung des reziproken Gitters von Einkristallen 537 


dessen §-Achse mit der Kegelachse zusammenfallt, und dessen n-Achse 

auf der Spur der Netzebene senkrecht steht. Die Gleichung des Doppel- 
kegels ist dann 

C = tgO /& + 77. (3) 

Wir gehen nun zu einem neuen rechtwinkligen Koordinatensystem 

X, Y,Z iiber, das gegen das &, 7, €-System um den Winkel © mit der 


Mittellinie des 
kikuchi-Bandes 


/ Spur der Netzebene 

Kanten des eee ee 
Kikuchi- Bendes \ we, / 
Rg 


Photoplatte 


Aristall os 
eintallender dber den Kristall hinaus verlangerte 
Elektronenstrah/ beugende Netzebene 


Fig. 1. Zur Berechnung der Verzeichnung eines Kikuchi-Bandes 
€-Achse als Drehachse gekippt ist, und dessen Y-Achse mit dem unab- 
gebeugten Strahl zusammenfallt. Mit Hilfe der Transformation 
f=X 
n=Ycos@+Zsin@® (4) 
€=—Ysin®+Zcos@ 


erhalten wir durch Einsetzen in Gl. (3) als Gleichung des Kegels im 
x, Y; Z-System 


Z Cos OD — Ysin ® =tg@\/X? + (Y cos ®@+Zsin @)?. (5) 


Wir setzen nun Y=L und erhalten so die gesuchte Schnittkurve des 
Doppelkegels mit der Photoplatte. Da die X- und die Z-Achse zur 
Plattenoberflache parallel liegen, k6nnen wir noch X durch x und Z 
durch z ersetzen, und dann stellt die Gleichung 


zcos ® — Lsin D = tg@ |/x2 + (Lcos ® + zsin ®)? (6) 
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die Gleichung der Schnittkurve, also der Bandkanten, in einem in der | 
Plattenoberflache liegenden Kartesischen Koordinatensystem %, 2 dar, |} 
dessen Ursprung im Auftreffpunkt des unabgelenkten Strahles liegt, und 
dessen x-Achse der Spur der Netzebene parallel ist. Wir ldsen die in | 
z quadratische Gleichung (6) nach z auf und erhalten nach einigen Um- | 
formungen die beiden Wurzeln 


L sin ® cos ®(1 + tg?@) + tgO |/L? + #7 (cos? ® — tg? © sin? @) (7) 
aa ag cos? @ — tg? O sin? M é | 


7 


welche die zwei Hyperbelaiste der Schnittkurve darstellen. Der erste ff 
Summand bedeutet den Abstand z,, der Mittellinie des Bandes vom | 
Koordinatenursprung, d.h. vom Auftreffpunkt des unabgelenkten 
Strahles: 


te L sin ® cos P(1 + tg? O) 

cos? © — tg? O@ sin? P 
1+ tg?@ 

1 te Or te2 DO 


(8) 
= Lie ®? 


Der Absolutbetrag des zweiten Gliedes bedeutet den bei der Koordinate x 
gemessenen senkrechten Abstand eines Hyperbelastes von der Mittel- 
linie, also die halbe Bandbreite 6, an dieser Stelle: 


+ 22 (cos? O — tg? @ sin? ®) 
cos? ® — tg?@ sin? @ 


B =tol! 


x 


= 9 
4 [F) cost wi — tg? @ - tg? ®) m 
= Ltg O(1 + tg? ®) - 1 — tg2?O-te2@ 


Das Band ist am schmalsten bei x =0, also am Fu8punkt des Lotes 
vom Nullpunkt auf die Mittellinie. 


Bei einem durch unsere Apparatur bedingten maximalen Beugungs- 
winkel von etwa 10° darf man tg?@ - tg?@® vernachlassigen, ohne daB | 
die hierdurch entstehenden Fehler gréBer als 1/5) werden. In dieser 
Naherung ist die halbe Bandbreite an der Stelle x 


B, = Ltg @ (1+ tg? ®) \ a (+) cos? cD 
(40) 


~Ligo(i+ tee ®) |/1 + (2), 


denn x/L liegt in der gleichen GréBenordnung wie tg ®, so daB man 
Bo Wee Rist oh 2 
(=) sin? @ vernachlassigen und (=) cos? 9 = (F)- (7) sin’ Ow (=) 
setzen kann. Setzen wir aus der Gl. (1) LtgO0 = Las |, 1| ein, so ergibt | 
2 
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sich schleBlich die Hyperbel 


1} 
e 


AL 9 ae x 
B, = S [Bnei (1+ te? ®) | 1+ (=| (11) 


Da x/L <1 ist, kann man die Wurzel in eine Reihe entwickeln und erhalt 
schheBlich 


B, < [Daas] (1+ tg? ®) i! 3 : fala E | 
; ee ue 
Ne [Dias] {t+ te? B + eal, | 


Durch die Neigung der Netzebene gegen die Photoplattenebene wird 

also eine ,,Verzeichnung“ hervorgerufen, welche die Bandbreite um den 

Bruchteil tg?® vergréBert. Zusatzlich hierzu tritt durch die ,,hyper- 

bolische Verzeichnung“ eine weitere Verbreiterung des Bandes um den 
va emteet BNE: 

Bruchteil = is ein, wenn die Stelle, an der die Bandbreite gemessen 


wird, die Entfernung x von der schmalsten Stelle des Bandes hat. Die 
Gr6éBe der durch tg? ® und - (+ J gegebenen Korrekturen kann bei dem 
durch unsere Apparatur auf maximal etwas iiber 10° begrenzten Beu- 
gungswinkel einige Prozent betragen. 

Fiir den Nullpunktabstand der Mittellinie ergibt sich entsprechend 
aus Gl. (8) bei Vernachlassigung von tg?@-tg?@® und Einsetzen von 
S = tg D 

2g Soll a te? Oi. (13) 
Die Mittellinie des Bandes lauft also parallel zur Spur der Netzebene 
und ist um den vom Glanzwinkel @ abhangigen Bruchteil tg?@ weiter 
vom Auftreffpunkt des unabgelenkten Strahles entfernt als letztere. 
Zwar gehen natiirlich die Spuren der zu einer Zone gehérenden Netz- 
ebenen durch einen Punkt, namlich den DurchstoBpunkt der Zonen- 
achse durch die Photoplattenebene, doch haben die Mittellinien der 
Bander im allgemeinen keinen gemeinsamen Schnittpunkt. Denn die 
aus den Spuren der Netzebenen und den Koordinatenachsen gebildete 
Figur ist der aus den Mittellinien der zugehérigen Kikuchi-Bander und 
den Koordinatenachsen gebildeten Figur nur dann geometrisch ahnlich, 
wenn alle Bander zum gleichen Glanzwinkel @ gehéren. In der Praxis 
sind die Glanzwinkel fast immer kleiner als 4°, so daB das Korrektur- 
glied tg?@ héchstens 5°%/o) betragt und an der Grenze der Genauigkeit 
liegt, mit der man die Mittellinien in die Bander einzeichnen kann. In 
diesem Sinne gehen also auch bei nicht plattensenkrechter Zonenachse 
die Mittellinien der Bander ebenfalls durch den DurchstoBpunkt der 


Zonenachse. 
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4. Konstruktion der zu einer Zone des Kristallgitters 


gehorenden Ebene des reziproken Gitters 
7g) Bee 
Wenn wir den zu einer Zonenachse senkrecht stehenden, 5 tach 


vergroBerten Schnitt durch das reziproke Gitter mit Hilfe der zugehorigen 


SMe oe 


10 - -10 
g—£ 8 
6 6 
,4— 4 
ie 2 
————— Oa 
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(i2r) aa (1127) 
[7100] 
Fig.2a, Zur [0001 |-Zonenachse gehdrende Kikuchi-Bander eines Graphitkristalls. Die Zonenachse steht 


beinahe senkrecht auf der Photoplatte 


Kikuchi-Bander konstruieren wollen, kOnnen wir nach dem im vorigen 
Abschnitt Ausgeftihrten felgendermaBen vorgehen: 

1. Wir zeichnen die Mittellinien der Bander. Ihr Schnittpunkt 
bestimmt den DurchstoBpunkt der Zonenachse, der den Nullpunkt der 
vergroBerten Abbildung der reziproken Netzebene darstellt. 

2. Vom DurchstoBpunkt der Zonenachse aus fallen wir die Lote 
auf die Bandkanten. Steht dabei die Zonenachse senkrecht auf der 
Photoplatte, so stellen die FuBpunkte der Lote die reziproken Gitter- 
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punkte dar. Ist dagegen die Zonenachse gegen die Normale auf der 

Photoplatte geneigt, so liegt der reziproke Gitterpunkt um den Bruch- 
: P ki GaN 

= 2 ae ase Ange > on; 

teil tg? @ 4 : Ga der Lange des ganzen Lotes vom FuBpunkt des 


Lotes entfernt und naher zum DurchstoBpunkt hin. 


oN a : iwete . : a = ys 


ean 


\ 


SS 


<< 


10 10 
os i. 8 
6 aah 
— mn 
te oe 
7 o- : — On 
z— - a3 
7 | | ee 
5 = e5 
al | | . z 
(224n) __! _  (224n) 
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Fig. 2b. Zur [0001 |-Zonenachse gehdrende Kikuchi-Bander eines Graphitkristalls. Die Zonenachse ist um 6° 
gegen die Photoplattennormale geneigt 


Wenn man andererseits bei bekannter Kristallstruktur ein Kikuchi- 
Diagramm indizieren will, geht man am besten von dem dann ebenfalls 
bekannten reziproken Gitter aus und zeichnet sich einen zu der betrach- 

Jee 2 ‘ 
teten Zonenachse senkrechten —~-fach vergroBerten Schnitt durch den 


Nullpunkt des Reziprokgitters auf. Man errichtet dann in den rezi- 

proken Gitterpunkten die Senkrechte zu den Verbindungsgeraden 

Gitterpunkt—Nullpunkt und erhalt dadurch in gentigender Annahe- 
i I genug 


Z. Physik. Bd. 156 36 
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rung die Lage der Bandkanten, die man mit dem gleichen Indextripel 1 | 
versieht, das den zugehérigen reziproken Gitterpunkt kennzeichnet. Die | 
Abweichungen dieser gezeichneten Bandkanten von den entsprechenden 
im Kikuchi-Diagramm aufgenommenen Bandkanten, die durch die | 
leichte VergroBerung der Bandbreite bei Neigung der Netzebene gegen ff 
die Normale auf der Photoplatte und durch die hyperbolische ,,Verzeich- | | 
nung‘ hervorgerufen werden, sind so gering, daB man die Bander des | | 
Diagramms ohne Schwierigkeiten indizieren kann, 


Aus dem Obengesagten geht hervor, daB man zur Konstruktion |} 
einer Ebene im reziproken Gitter die Achse der untersuchten Zone | 
méglichst senkrecht zur Photoplattenebene, d.h. parallel zum unab- | 
gebeugten Elektronenstrahl, orientieren wird, weil dann die Korrek- 1 


Bao) 
turen tg?® und 3 (=} fortfallen und sich die reziproke Gitterebene 


unverziiglich zeichnen laBt. Dagegen kann eine starkere Neigung der 
Zonenachse gegeniiber der Photoplattennormale fiir die Auswertung 
aber auch vorteilhaft sein, weil das Diagramm dabei kontrastreicher | 
wird und an den Bandkanten ein schwarzweiBes Linienpaar auftritt, 
das man auch bei schwachen Bandern leicht als zusammengehérig 
erkennt. 


Ein Beispiel fiir diese Erscheinung und fiir die von uns beim Indi- 
zieren benutzte Bezeichnungsweise zeigen die in Fig. 2a und b wieder- 
gegebenen Ausschnitte aus Kikuchi-Diagrammen von der (0001)-Spalt- 
flache eines Graphit-Einkristalls. Der Strahleinfallswinkel betrug etwa 
1,5°. Die auf den Aufnahmen sichtbaren Bander gehéren zur Zonen- 
achse [1100] und wurden infolgedessen mit (m,m,2m,) indiziert. 
(In einem Kristallgitter gehort bekanntlich eine Netzebene (h, k,l) zur 
Zonenachse [u,v,w], wenn hu+tkv+lw=o0 ist.) Jeweils zwei zum 
DurchstoBpunkt der Zonenachse spiegelbildlich liegende und daher zu 
einem Band gehérende Bandkanten haben wir mit umgekehrtem Vor- 
zeichen indiziert, so daB die enge Beziehung zwischen dem Kikuchi- 
Diagramm und dem reziproken Gitter deutlich wird. Physikalisch 
besteht selbstverstandlich z.B. zwischen den Netzebenen (1122) und 
(1122) kein Unterschied. Bei der Fig. 2a verlief der einfallende Strahl 
etwa parallel zur Zonenachse [1100]; letztere stand fast senkrecht auf 
der Photoplatte. Bei der Fig.2b war die Strahlrichtung ungefahr 
[4510] und der Winkel zwischen der Zonenachse und der Normalen auf 
der Photoplattenebene fast 6°. Die Bandkanten sind durch schwarz- 
weiBe Linienpaare in der Fig. 2b viel deutlicher markiert als durch 
die verhaltnismaBig diffusen Kanten in der Fig. 2a. Viele Linien 
wie z.B. (2244), (2244), lassen sich in Fig. 2b besser erkennen als Ai 
Fig. 2a, 
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5. Die Untersuchung des reziproken Gitters 
nach dem Panorama-Verfahren 
Nachdem wir im vorigen Abschnitt ein einfaches zeichnerisches Ver- 
fahren beschrieben haben, mit dessen Hilfe man die Lage der Gitter- 


punkte in einer zu einer Zonenachse senkrechten Ebene des AL tach 
2 


vergrOBerten reziproken Gitters bestimmen kann, kénnen wir uns nun 
der Untersuchung des ganzen reziproken Gitters zuwenden. Wie oben 
bereits angedeutet, besteht unsere Untersuchungsmethode darin, die 
Lage der Gitterpunkte in mehreren, durch den Gitterursprung gehenden 
Schnittebenen festzustellen und die Winkel zwischen diesen Ebenen zu 
messen. Als Schnittebenen eignen sich vor allem die Ebenen, die zu 
niedrig indizierten Zonenachsen orthogonal und daher besonders dicht 
mit Gitterpunkten besetzt sind. 


Zur Erprobung unseres Verfahrens haben wir einige mineralische 
Einkristalle* untersucht, bei denen wir den Elektronenstrahl streifend 
auf frische Spaltflachen einfallen lieBen. Wenn wir die Probe langsam 
um die Oberflachennormale drehten, so daB sich zwar das Azimuth 
anderte, der Strahleinfallswinkel aber konstant blieb, dann verschob 
sich das ,,kristallfeste“ Kikuchi-Diagramm synchron mit der Drehung 
tiber den Leuchtschirm. Bei einer Reihe von Einstellungen des Azimuts 
nahmen wir hierbei das Beugungsdiagramm auf, verdrehten aber den 
Kristall zwischen je zwei Aufnahmen hdéchstens so weit, dab sich die 
Randgebiete aufeinanderfolgender Platten immer noch iiberlappten. 
Wir fertigten dann photographische VergréBerungen der Platten an 
und klebten diese nebeneinander so auf einen langen Pappstreifen, dab 
die sich iiberlappenden Teile des Diagramms in den Randgebieten auf- 
einanderfolgender Aufnahmen sich genau deckten. Auf diese Weise 
erhielten wir bandférmige, kontinuierliche Kikuchi-Diagramme itiber 
einen groBeren Winkelbereich, an Hand deren wir die Struktur des 
reziproken Gitters analysiert haben. Weil diese Diagramme ein unge- 
wohnlich weites ,,Gesichtsfeld“ umfassen, haben wir sie als ,, Panorama- 
Diagramme‘ und unser Untersuchungsverfahren als_,,Panorama-Ver- 
fahren“ bezeichnet. 

Kikuchi-Diagramme, die einen gréBeren Winkelbereich umfassen, 
sind auch bereits von BoERScH? mit Hilfe eines Zylinderfilmes angefertigt 
worden. Im Vergleich zu dieser Methode hat unser Aufnahmeverfahren 
einige fiir die Praxis sehr wichtige Vorteile. Vor allem ist bei unserer 
Apparatur der Abstand zwischen Praparat und Photoplatte viel groBer, 


* Die Verfasser méchten Herrn Prof. Dr. StRuNtTz und Herrn Dr. PoTRZEBA 
vom mineralogischen Institut der Technischen Universitat Berlin fiir die Uber- 
lassung von Mineralen danken. 

3 Borrscu, H.: Phys. Z. 38, 1000 (1937). 
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so daB wir eine hohere Beugungsauflésung erhalten. AuBerdem konnten 
wir vor der Photoplatte einen herausklappbaren Leuchtschirm anordnen, 
mit dessen Hilfe sich das Diagramm beobachten und seine Qualitat 
beurteilen laBt. SchlieBlich ist besonders bei Kristallen, die keine 
schweren Atome enthalten, die Vorwartsstreuung so stark, daB das 
Kikuchi-Diagramm nur bis zu einem Beugungswinkel von etwa 10° 
geniigend Intensitat fiir die Aufmahme hat, was aber bei unserem Ver- 
fahren vollkommen ausreicht. 


a) Die Aufnahme des Panorama-Diagramms. Zur Aufnahme des Diagramms 
bedienten wir uns einer bereits an anderer Stelle* beschriebenen Elektronenbeu- 
gungseinrichtung. Hinsichtlich technischer Einzelheiten und auch hinsichtlich der 
von uns benutzten Terminologie fiir die Art der Probenverstellung verweisen wir auf 
diese Verdffentlichung. Die als Praparate benutzten Spaltstiicke von Mineralen 
konnten wir ohne besondere Befestigung auf den Praparattrager legen. Wir muften 
nur darauf achten, da die zu untersuchende Oberflache geniigend eben war und 
auch am Rande keine Erhéhungen aufwies, die Teile des Diagramms hatten ab- 
schatten koénnen. 

In der Wahl des Strahlenganges haben wir uns der Praparatqualitat angepabt. 
Bei einigen Einkristallen ohne wesentliche Mosaikstruktur konnten wir, ohne die 
Giite des Beugungsdiagramms zu beeintrachtigen, ein gréBeres Gebiet der Ober- 
flache bestrahlen und den tiblichen Lebedeffschen Strahlengang? verwenden. Wir 
fanden aber auch Praparate mit so starker Mosaikstruktur der Oberflache, da das 
Kikuchi-Diagramm im Lebedeffschen Strahlengang sehr diffus und fiir eine Aus- 
wertung unbrauchbar war. Wir haben daher in diesem Fall die Strahlquelle zuerst 
mit Hilfe einer kurzbrennweitigen Magnetlinse stark verkleinert abgebildet und 
dieses Bild mittels einer weiteren Linse gréSerer Brennweite auf das Praparat 
ubertragen. Hierdurch gelang es, den bestrahlten Bereich auf etwa 5 u Breite und 
— infolge des fast streifenden Strahleinfalls — groBenordnungsmaBig auf etwa 
0,1 mm Lange zu beschranken. Wir konnten dann das Praparat mit dem Kreuz- 
tisch verschieben und eine ungestérte Stelle der Oberflache zur Untersuchung 
auswahlen. Die Experimente leBen sich nur deshalb in dieser Weise vornehmen, 
weil sich alle Rotationsachsen des Praparattisches im Auftreffpunkt des Elektronen- 
strahls schneiden und daher unabhangig von der Orientierung der Probe stets die 
gleiche Stelle der Oberflache vom Strahl getroffen wurde. 


Bei der Aufnahme des Panorama-Diagramms mu8 der Einfallswinkel unab- 
hangig vom Azimut stets derselbe sein. Wir muBten also die Probenoberflache 
senkrecht zur azimutalen Drehachse einstellen. Bei unserer Beugungsapparatur 
konnten wir diese Ausrichtung unter standiger Beobachtung des Beugungsdia- 
gramms vornehmen und hatten dadurch ein gutes Kriterium fiir die Beurteilung 
der Giite der Justierung. Wir nahmen die Kompensation der Deklination in zwei 
Schritten vor. Zunachst richteten wir die Probe grob so aus, da sich die auf dem 
Leuchtschirm sichtbare Schattenkante der Praparatoberflache beim azimutalen 
Drehen nicht verschob. Zur endgiiltigen Justierung beobachteten wir Beugungs- 
reflexe, die von parallel zur Praparatoberflache liegenden Netzebenen herriihrten 
und beim azimutalen Drehen ihren Abstand von der Unterkante des Leuchtschirms 
nicht verandern durften. Die Aufmahme des Panorama-Diagramms machte dann 
keine Schwierigkeiten mehr. 


S RIECKE Wi Dinntiaiy STOCKDBEUNTl acs 
> LEBEDEFF, A. A.: Nature, Lond. 128, 491 (1931). 
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Wir haben uns meist bemiiht, die fiir die Auswertung wichtigen, niedrig indi- 
zierten Zonenachsen zum einfallenden Strahl méglichst gut parallel zu stellen, weil 
dann beim Konstruieren der reziproken Gitterebene die Verzeichnungskorrekturen 
entfallen. Die DurchstoBpunkte niedrig indizierter Zonenachsen waren auf dem 
Leuchtschirm leicht zu erkennen, weil sich in ihnen die Mittellinien mehrerer 
intensiver Bander schnitten. Um die Winkel zwischen den Zonenachsen bestimmen 
zu konnen, notierten wir die zwischen je zwei Aufnahmen vorgenommene azimutale 
Drehung. AuBerdem muBten wir aber die Lage der Photoplatten im Gerit genau 
kennen. In Richtung der Gerateachse wurde sie durch eine relativ enge Fiihrung 
auf etwa 1°/o) der Beugungslange genau bestimmt. Die seitliche Lage lieB sich durch 
Fihrungen nicht so genau festlegen, weil wir geniigend Spielraum fiir Ungenauig- 
keiten im Format der Glasplatten lassen muBten, die bei kommerziellen Photo- 
platten nicht unerheblich sind. Wir haben daher zwei an der Geradtewand befe- 
stigte Metallspitzen dicht vor der Photoplatte angebracht, deren Schatten sich 
im Beugungsdiagramm scharf abzeichneten und unabhangig von der genauen 
seitlichen Lage der Platte zwei geratefeste Markierungen lieferten. 

b) Die Auswertung des Panorama-Diagramms. Von den photographischen Ver- 
groBerungen der aufgenommenen Kikuchi-Diagramme fertigten wir in der bereits 
beschriebenen Weise das Panorama-Diagramm an und konstruierten nach dem in 
Abschnitt 4 beschriebenen Verfahren die zu den niedrig indizierten Zonenachsen 
senkrechten Schnitte durch das reziproke Gitter (s. z.B. Fig. 3a, 4a, 5a). Dann 
zeichneten wir uns das reziproke Gitter in 30° oder 45° Parallelperspektive auf, 
wobei wir die Winkel zwischen den Gitterebenen aus dem Panorama-Diagramm als 
Winkel zwischen den entsprechenden Zonenachsen entnehmen konnten (s. z. B. 
Fig. 3b, 4b, 5b). Enthielt das Panorama-Diagramm mehrere Symmetrieachsen, so 
wies nattrlich auch das reziproke Gitter entsprechende Symmetrieebenen auf. In 
diesem Fall brauchten wir daher nicht das ganze Gitter zu zeichnen, sondern konn- 
ten uns auf einen der Teilbereiche zwischen zwei Spiegelebenen beschranken. Eine 
allgemein giiltige Regel zum Einzeichnen des reziproken Achsenkreuzes 1a8t sich 
selbstverstandlich nicht aufstellen. Hier gaben uns die Lage der Spiegelebenen und 
das Heraussuchen der am dichtesten besetzten Netzebenen und Gittergeraden einen 
Anhalt. Um die Kantenlange der Elementarzelle des reziproken Gitters an Hand 
des so gewonnenen vergréBerten Gittermodells zu bestimmen, mubten wir noch 
die entsprechenden GréBen des Modellgitters mit dem reziproken VergréBerungs- 


faktor ee multiplizieren. Hierzu eichten wir die GroBe AL in tiblicher Weise durch 


Aufnahme eines Beugungsdiagramms von Durchstrahlungspraparaten, die an Stelle 
des Einkristalls in den Praparattisch eingesetzt wurden. Als Eichsubstanzen be- 
nutzten wir Zinkoxyd oder Thalliumchlorid, die auf befilmte Blenden aufgeraucht 
bzw. aufgedampft wurden. 

Selbstverstandlich kann man nach dem Panorama-Verfahren die Kantenlangen 
der Elementarzelle des reziproken Gitters nicht mit der Genauigkeit bestimmen, 
wie dies mit Hilfe der Réntgenbeugung bei Glanzwinkeln von nahezu 90° méglich 
ist. Denn man kann die Bandbreite kaum genauer als mit einem Fehler von 
1% messen, selbst wenn man die Lage der Bandkanten nach der von Witman® 
angegebenen Methode photometrisch bestimmt. Im Rahmen dieser Genauigkeit 
gestattet das Panorama-Verfahren jedoch, in kurzer Zeit und auf tbersichtliche 
Weise den Aufbau des reziproken Gitters kennenzulernen und einen Uberblick 
iiber die Ausléschungsregeln und Intensitatsanomalien zu gewinnen, die fiir die Be- 
stimmung der Raumgruppe mit Hilfe des Strukturfaktors wichtig sind. Dies sollen 


die folgenden Beispiele veranschaulichen. 
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wir einen Klebestreifen auf das Plattchen, der beim Abziehen eine 
diinne Oberflachenschicht entfernte. Damit eine Beeintrachtigung der 
Qualitat des Beugungsdiagramms durch Mosaikstruktur des Kristalles 
vermieden wurde, haben wir mit Hilfe des oben beschriebenen Strahlen- 
gangs die Bestrahlung auf einen kleinen Teilbereich der Oberfliche 
begrenzt. 

Da im Panorama-Diagramm im Winkelabstand von 30° zwei jeweils 
eine Zonenachse enthaltende Symmetrieachsen zu erkennen waren, 
konnten wir uns auch bei der Aus- 
wertung auf einen Winkelbereich 
von 30° beschranken. Fig. 3a zeigt 
diesen Teil des Diagramms. Die 
DurchstoBpunkte der Zonenachsen 
wurden als Kreise markiert und ihre 


by, a; 


se 


b c 


Fig. 3bu.c. b Ausschnitt aus dem reziproken Gitter eines Graphitkristalls. Dabei gehoren: die Schnittebene 
(m, 0, m,n) zur Zonenachse [0110], die_Schnittebene (3m, m,4m,n) zur Zonenachse [1320], die Schnitt- 
ebene (m, m, 2m,n) zur Zonenachse [1100]. c Kristallgitter des Graphits in gleicher Orientierung wie 
das reziproke Gitter der Fig. 3b. Die Elementarzelle und die in ihr liegenden Atome sind durch 
Umrandung hervorgehoben 


Orientierung im Kristallgitter in rechteckigen Klammern angegeben. 
Um die Abbildung nicht zu uniibersichtlich zu machen, haben wir die 
Lote vom DurchstoBpunkt der Zonenachse auf die Bandkanten nicht 
eingetragen, sondern nur ihre FuBpunkte am Ende des die Bandkante 
verlangernden Striches als Schnittpunkte eines in den zugehorigen 
reziproken Gitterebenen liegenden Koordinatennetzes markiert. Fig. 3b 
stellt einen 60°-Ausschnitt aus dem reziproken Gitter dar, der in 30° 
Perspektive aus den im Panorama-Diagramm konstruierten Schnitt- 
ebenen zusammengestellt wurde. Wir haben auch drei der sechs Schnitt- 
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ebenen angedeutet und durch das Symbol der auf ihnen liegenden rezi- 
proken Gitterpunkte gekennzeichnet. Dabei bedeuten m und n Abszisse 
und Ordinate des in die Schnittebenen eingezeichneten Koordinaten- 
netzes. Zur Veranschaulichung haben wir auch das Kristallgitter selbst 
mit seiner Elementarzelle in der Fig. 3c dargestellt und in beiden 
Abbildungen das zu diesem gehérende Translationstripel a), a,, a, sowie 
das reziproke Tripel 6,, b,, 6; eingezeichnet. Die Indizierung der rezi- 
proken Gitterpunkte war nicht schwierig, da wir an den sechs die 
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Fig. 4b u.c. b Ausschnitt aus dem reziproken Gitter eines Steinsalzkristalls. Dabei gehOren: die Schnitt- 

ebene (m,0,) zur Zonenachse [010], die Schnittebene (3m, m,n) zur Zonenachse [130], die Schnittebene 

(2m, m,n) zur Zonenachse [230], die Schnittebene (m, m,n) zur Zonenachse [140]. c. Elementarzelle des 
Steinsalzkristalls in gleicher Orientierung wie das reziproke Gitter der Fig. 4b 


Achse enthaltenden und den Winkel 30° einschlieBenden Spiegel- 
ebenen sofort die sechszahlige Achse des hexagonalen Gitters er- 
kennen konnten. Die bei der hexagonal dichten Packung auftretende, 
durch den Strukturfaktor bedingte Ausléschung der Kikuchi-Linien, 
fiir die h+2k ein ganzzahliges Vielfaches von 3 und zugleich / un- 
gerade ist, macht sich durch das Fehlen der entsprechenden reziproken 
Gitterpunkte bemerkbar. Die Gitterkonstante bestimmten wir zu 
a=2,45-+0,02 A und das Achsenverhaltnis zu c/a =2,70 +0,03. Mit 
Réntgenstrahlinterferenzen wurde nach WycxKorr? a= 2,456 A und 
cla =2,726 gefunden. 


7 Wvyckorfr, R. G.: Crystal Structures, sect. 1, chap. II, text p. 11. New York: 
Interscience Publ. 1948. 
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(m+n,m-+n,0) 
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b) Steinsalz. Wir haben frische Spaltflachen von Steinsalzkristallen 
untersucht und dabei wieder durch Vorverkleinern der Strahlquelle 
nur einen kleinen Bereich der Oberflache bestrahlt, weil die Oberflache 
dann nicht so schnell durch das Entstehen von Farbzentren unbrauchbar 
gemacht wurde. 


Im reziproken Gitter traten unter 45° stehende Spiegelebenen auf, 
so daB wir auch mit dem in Fig. 4a dargestellten Panorama-Diagramm 
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Fig. 5cu, d. c Ausschnitt aus dem reziproken Gitter eines Zinkblendekristalls. Dabei gehoren: die Schnittebene 

(m+n, m-+n, 0) zur Zonenachse [001], die Schnittebene (3m +n, 3m-+n, m) zur Zonenachse [116], die 

Schnittebene (2m +n, 2m-+-n, m) zuc Zonenachse [114], die Schnittebene (™m +n, m+n, M) zur Zonenachse 

[112], die Schnittebene (m+, m+n, 2m) zur Zonenachse [111], die Schnittebene (m+n, m-+ n, 5m) zur 

Zonenachse [552], die Schnittebene (n, », m) zur Zonenachse [110]. d Elementarzelle des Zinkblendekristalls 
in der gleichen Orientierung wie das reziproke Gitter der Fig. 5c 


nur diesen Bereich zu tiberstreichen brauchten. In Fig. 4b haben wir 
einen iiber 90° erstreckten Ausschnitt aus dem reziproken Gitter mit 
Hilfe der in Fig. 4a konstruierten Gitterebenen perspektivisch dargestellt. 
Um die Zeichnung nicht zu tiberladen, haben wir nur drei der insgesamt 
fiinf Schnittebenen angedeutet. Die Kanten des Gitterausschnitts sind 
parallel zu den Achsenrichtungen des reziproken Gitters, die wir durch 
das Vektortripel 6,, 6,, 6, angedeutet haben. Die Gitterpunkte haben 
in allen drei Richtungen gleiche Abstande voneinander. Da das Trans- 
lationstripel a,, a,, 4; des in Fig. 4c dargestellten, dem Reziprokgitter 
entsprechenden kubischen Kristallgitters dieselbe Richtung wie das 
Vektortripel b,, 6,, 6; hat, war die beugende Spaltflache eine (001)- 
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Flache. Beim Betrachten des Panorama-Diagramms in der Fig. 4a 
erkennt man, daB die Bander mit gemischten Indizes h, k, / ausgeloscht 
sind und die zu geraden Indizes gehérenden Bander im allgemeinen 
starker sind als die zu ungeraden Indizes gehérenden. So sind z.B. die 
Bander (444) und (222) der Zone [110] intensitatsstarker als die Bander 
(333) und (111). Diese Erscheinungen lassen sich bekanntlich mit Hilfe 
des Strukturfaktors erklaren’. Als Gitterkonstante fanden wir ohne 
Benutzung eines Photometers: a =5,60 £0,06 A. Die Réntgenstruktur- 
analyse ergab nach WyckorF®: a=5,629 A. 


c) Zinkblende. Auch hier haben wir frische Spaltflachen von 
Mineralen untersucht. Die Kristalle hatten so gut wie keine Mosaik- 
struktur, so daB wir sie im Lebedeffschen Strahlengang untersuchen 
konnten. 

Im Panorama-Diagramm erkennt man, da das reziproke Gitter 
zwei aufeinander senkrecht stehende Spiegelebenen aufweist. Wir konn- 
ten uns daher bei der Untersuchung auf einen Winkelbereich von 90° 
beschranken, derin Fig. 5 au. b dargestelltist. Wir haben dort die dreizehn 
Schnittebenen durch das reziproke Gitter eingezeichnet, die wir bei der 
Untersuchung des Gitters mit Hilfe der Kikuchi-Bander des Panorama- 
Diagramms beriicksichtigt haben. Fig. 5c zeigt den aus diesen Schnitten 
aufgebauten, einen Winkelbereich von 90° umfassenden Ausschnitt aus 
dem reziproken Gitter, in dem allerdings der Ubersichtlichkeit halber 
nur sieben der Schnittebenen eingezeichnet sind. Das Aufsuchen des 
reziproken Translationstripels b,, 6,, 6; bot auch hier keine besonderen 
Schwierigkeiten, obwohl es diesmal nicht mit den Kanten des gezeich- 
neten Gitterausschnittes tibereinstimmte. Betrachtet man namlich die- 
jenigen Gittergeraden, auf denen die Gitterpunkte besonders dicht 
liegen, so findet man, da’ die Gitterpunkte in den mit b,, b, und 6, 
bezeichneten Richtungen denselben Abstand voneinander haben und 
die Vektoren b,, b,, 6, aufeinander senkrecht stehen. Das Translations- 
tripel a,, a,, a, des zugeh6rigen kubischen Kristallgitters hat die gleiche 
Orientierung wie das reziproke Tripel 6,, ,, b;, und da weiter b, und 6, 
beide einen Winkel von 45° mit der Oberflachennormale bilden, ist die 
Spaltflache eine (110)-Flache. Die durch den Strukturfaktor! ange- 
gebene Ausléschung der Reflexe mit gemischt geradzahligen und un- 
geradzahligen Indizes macht sich durch das Ausfallen der entsprechenden 
reziproken Gitterpunkte bemerkbar. Aus dem gleichen Grunde sind auch 
diejenigen Bander mit geradzahligen Indizes, bei denen h+k +/ ein 


8 Laur, M. v.: Materiewellen und ihre Interferenzen, S. 131. Leipzig: Geest & 
Portig 1948. 

I WycKorm R.G-.; lc, chap. lll, table p. 11: 

ON LN oD, IME nee date 
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ganzzahliges Vielfaches von 4 ist, wesentlich intensiver als diejenigen, 
fiir die dies nicht zutrifft. Beispielsweise kann man bei den zur Zonen- 
achse [001] gehérenden Bandern die Bandkanten vom Typus (800) 
und (400) gut erkennen, wahrend die zum Typus (600) und (200) geh6- 
renden Bandkanten sehr schwach sind. Als Gitterkonstante fanden wir 
bei visueller Messung: a =5,39 +0,05 A. Die mit Rontgeninterferenzen 
bestimmte Gitterkonstante ist nach WycKorF!!: a=5,412 A. 


Die Verfasser danken Herrn J. RaprKe fiir seine Hilfe bei den Experimenten 
und Fraulein CHR. SCHNEIDER fiir die Anfertigung der Zeichnungen. 


11 Wyckorr, R. G.: 1. c. chap. III, table p. 29. 
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Zur Behandlung des Grundzustands leichter Kerne* 
Von 
F. BECK 


(Eingegangen am 18. August 1959) 


A treatment for obtaining the ground state energy of nuclei, interacting via short 
range singular two body interactions is proposed which combines a variational 
procedure with the two particle correlations, obtained from solutions of the 
Bethe-Goldstone equation. Although no numerical results have been obtained so 
far it is hoped that the combination will have some advantage over the usual 
t-matrix treatment. The lowest order correction to the f-matrix energy, if self- 
consistency is not strictly fulfilled (as it is always the case in practical calculations) 
and arising from centre of mass effects is given. Numerical calculations will be 
difficult except for the lightest nuclei. 


1. Einleitung 


In den letzten Jahren sind eine Reihe von Methoden entwickelt 
worden, die eine naherungsweise Berechnung der Grundzustandsenergie 
endlicher Kerne unter der Annahme von Zweikorperkraften mit ,,hard 
core’ ‘-AbstoBung gestatten!. Diese Untersuchungen lassen sich in zwei 
methodisch verschiedene Gruppen unterteilen, deren erste auf der Ver- 
wendung von Variationsverfahren basiert?-*, wahrend die zweite vom 
Bruecknerschen Verfahren in der sog. ,,Independent Pair Approxima- 
tion’ (IPA) Gebrach macht®7?°. Vergleicht man die Ergebnisse, soweit 
sie unter Annahme derselben Zweik6rperwechselwirkung und fiir gleiche 
Kerne gewonnen wurden (COHEN? sowie MANG und WiLp?? fiir Heé; 
DABROWSKI® sowie EDEN und EmEry® fiir O18), so zeigt sich eine nicht 


* Max von Laue zum achtzigsten Geburtstag gewidmet. 
1 Fiir einen vergleichenden Uberblick siehe Proceedings of the London Con- 
ference on the Few Nucleon Problem, London, Pergamon Press (im Erscheinen). 

2 JasTROw, R.: Phys. Rev. 98, 1479 (1955). 

3 KixuTa, T., M. Morira u. M. YamMapDa: Progr. Theor. Phys. 15, 222 (1956); 
17, 326 (1957). 

4 Twamoro, F., u. M. YamMaDA: Progr. Theor. Phys. 17, 543 (1957); S.a. AVILES, 
J.B.: Ann. of Phys. 5, 251 (1958). 

5 DaBROWSKI, J.: Proc. Phys. Soc. Lond. 71, 658 (1958). 

6 Bratt, J.M., u. G. DERRICK: Nuclear Phys. 8, 602 (1958). 

7 CoHEN, L., in Ref.?. 

8 BRUECKNER, K.A., J.L.GammEt u. H. WeITzNER: Phys. Rev. 110, 431 
(1958). 

9 EpEN, R.J., u. V. J. Emery: Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 248, 266 (1958) 
und zwei Preprints 1959. 
10 Manec, H.J., u. W. WiLD: Z. Physik 154, 182 (1959). 
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unerhebliche Diskrepanz in den Aussagen beider Methoden. Die Varia- 
tionsrechnungen liefern einen weitaus gréBeren Gleichgewichtsradius 
und etwas geringere Bindungsenergie als die Rechnungen nach dem 
Bruecknerschen Verfahren. Obwohl ein Vergleich mit dem Experiment 
wegen der Unsicherheit in der Kenntnis der Zweikérperkrafte schwer 
moglich ist, scheint die Tendenz dahin zu gehen, da erstere Gleich- 
gewichtsradien oberhalb, letztere unterhalb der Wirklichkeit liegen. Fiir 
diese Tendenz lassen sich sehr wohl qualitative Griinde® angeben. 

Die Variationsrechnungen verwenden eine Wellenfunktion vom 
Jastrowschen Typ? 


A 
WY (44...) %4) = N IT t(7;;) A | (4%) --- Pa (%a)]- (1) 
V<] 
N Normierungskonstante; x, ={t,, s;, ¢;}, die ae von 


Orts-, Spin- und Ladungsspinkoordinaten; 7;;=|t;— of Antisym- 
metrisierungsoperator. Die @,(x,) sind me ene Schalenmodell- 


funktionen. 

Die Versuchsfunktion ¥/(x,,..., %4) stellt eine durch zustandsunab- 
hangige Zweiteilchenkorrelationen /(7;;) modifizierte Schalenmodell- 
funktion dar, basiert also in ihrem Ansatz ebenfalls auf den Vorstellungen 
der [PAs 


Fir /(7;;) wird folgender Ansatz gemacht 
iG) =O. f-1g Ss”, (7, hard core Radius) | 
1(7;;) =1 [+1400 \ (2) 
flri;) SA | 


und diesen Funktionsverlauf beschriebt man durch meist einen Para- 
meter (die ,,healing distance‘). Die Variation bezieht sich auf diesen 
Parameter, sowie die Abfallkonstante in den Einteilchenfunktionen. 

Der Ansatz (1) mit (2) hat einen entscheidenden Nachteil. Gerade 
in denjenigen Bereichen des Kontigurationsraumes, die bei der Bildung 
des Erwartungswertes der Energie eine entscheidende Rolle spielen, 
wird das dynamische Verhalten beim ,,StoB‘. zweier Teilchen im Kern 
nur sehr unvollstandig beriicksichtigt. (4) stellt daher bei weitem nicht 
die beste Wellenfunktion im Rahmen der IPA dar*. 

Dieser Nachteil wird bei der Behandlung der IPA nach dem Brueckner- 
Verfahren vermieden, da die Dynamik der Zweierst6Be durch die Ver- 
wendung von Lésungen der Bethe-Goldstone-Gleichung (10) beriick- 


* Eine Vv Stee der Versuchsfunktion wiirde sich vermutlich durch Auf- 
gabe der Bedingung f(7;;)S1 erzielen lassen. Jedoch ist auch hierbei Vorsicht 
geboten, da eine fehlerhafte Beschreibung der Kriimmung bei der Parametrisierung 
von (2) den Wert der kinetischen Energie unter Umstanden starker in die Héhe 
treiben kann als man an potentieller Energie durch Hineinziehen der Wellen- 
funktion in den Wechselwirkungsbereich gewinnt. 
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sichtigt ist. Jedoch gibt das Brueckner-Verfahren, auch unter Annahme 
der Giiltigkeit der IPA, nur dann einen zuverlassigen Wert fiir die 
Energie, wenn die Selbstkonsistenzbedingung fiir das Einteilchenpoten- 
tial erfiillt ist. Daran ist jedoch in Strenge kaum zu denken. Die bis- 
herigen Rechnungen®?° wurden mit einem unbegrenzten Oszillator- 
potential durchgefiihrt. Dieses liefert ein falsches asymptotisches Ver- 
halten der Wellenfunktion im Unendlichen (fiir jeweils eine oder mehrere 
Teilchenkoordinaten), und damit sicher einen zu kleinen Kernradius. 
Ob damit die ganze Diskrepanz beim O!¢® erklart werden kann, bleibt 
offen. 

Wir méchten hier auf einen anderen Punkt hinweisen, der die Energie- 
berechnung mit Hilfe der ¢+Matrix betrifft. Tatsachlich ist es nicht 
notwendig, die physikalische Vorstellung der IPA* mit der ¢-Matrix- 
Berechnung der Energie zu verkniipfen. Wie DE-SHALIT und WEISss- 
KOPF!! gezeigt haben, ]aBt sich aus den Lésungen der Bethe-Goldstone- 
Gleichung eine genaherte Wellenfunktion YW’ des Kerns konstruieren. 
In dieser stellt sich £,, die mit der ¢-Matrix gewonnene Energie, dar als! 

By = gs PE EW = 1 8) 
® ist ein Produkt aus Einteilchenfunktionen, W ein Vektor, der bei 
Erfiillung der Selbstkonsistenz nur Beitrage von Cluster-Funktionen 
mit 2 = 3 enthalt und H der Hamilton-Operator des Systems. 

Bezeichnen wir den exakten Eigenwert mit £, die exakte Eigen- 
funktion mit ¥ und 6¥=W—W’, so wird, wenn wir WY nicht auf 1, 
sondern so normieren, daB <6, ¥> =0, 


E, = <(W', HP’) =E + (OW, (HW — E) oP), (4) 
E,=E + (dW, (H — E) 6¥) — (YW. (5) 


Vergleich von (4) und (5) zeigt, daB bei einer Abweichung von der Selbst- 
konsistenz (W nicht mehr klein) £, eine zuverlassigere Annaherung an 


* Die Anwendbarkeit des Modells unabhangiger Paare, das auf der Voraus- 
setzung beruht, die Wellenfunktion sei in weiten Bereichen des Konfigurations- 
raumes durch ein Produkt von Einteilchenfunktionen darstellbar, setzen wir fiir 
leichte Kerne voraus. Dafiir scheint uns zu sprechen, da’ das lokalisierte Schalen- 
modellpotential bereits ,,langreichweitige’’ Korrelationen zwischen den Teilchen 
einfiihrt, die zu der fiir den betreffenden Kern wichtigen ,,Clusterung“ fiihren. 
Diese Eigenschaft eines lokalisierten Potentials bringt einen wesentlichen quali- 
tativen Unterschied im Verhalten endlicher Systeme gegeniiber den ,,Fermi- 
Fliissigkeiten‘‘ mit sich. Solange sich das Einteilchenpotential tiber eine Strecke 
von der Ordnung der ,,Koharenzlange“ der Quasiteilchen in Fermi-Flissigkeiten 
wesentlich andert, macht es das Auftreten solcher Quasiteilchen unwahrscheinlich. 

11 Dg-Snatit, A., u. V.F. WeissKoprF: Ann. of Phys. 5, 282 (1958); s. auch 
Betue, H.A.: Phys. Rev. 103, 1353 (1956); Brenic, W.: Nuclear Phys. 4, 363 
(1957). 
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den Eigenwert gibt als £,, da dann der dritte Termin (5) eine Ordnung 
grOBer ist als der zweite. 

Dariiber hinaus ist fiir den Grundzustand eines Systems bekanntlich 
E,=E, so daB wir (4) unter der Nebenbedingung <¥’, ¥"> =1, aber 
sonst frei nach gewissen Parametern in Y variieren diirfen, (5) dagegen 
nicht, da <Y’, Wy nicht definit ist. Eine Variationsbestimmung des 
optimalen ¥Y’ im Rahmen eines gegebenen analytischen Einteilchen- 
potential-Ansatzes bietet zudem Vorteile, denn bei der genaherten Er- 
fiillung der Selbstkonsistenz wei man nicht, welche Matrixelemente von 
t-Matrix und Potential man in Ubereinstimmung bringen soll, um 
optimale Energieannaherung zu erhalten. Aus dem Gang von £, mit 
den Parametern darf man, wegen der fehlenden Definitheit von E,—E£, 
nichts schlieBen (s. hierzu die starke Dichteabhangigkeit von E, beim O1% 
in der Umgebung der genaherten Selbstkonsistenz’*). 


2. Gleichungen des kombinierten Verfahrens 

Um die physikalischen Vorstellungen der IPA mit einer Energie- 
berechnung nach Gl. (4) zu kombinieren, bendtigt man die Wellenfunk- 
tion des Systems, nicht nur die Ein- und Zweiteilchenprojektionen. Wir 
iibernehmen, als Verallgemeinerung von (1), die von De-SHALIT und 

WEISSKOPF" vorgeschlagene Form 
P(%,.--,%4) = BANG Ce Xj) Pi (%) «+. Pa (Xa). (6) 

| 


Die Korrelationsfunktionen Q;, sind definiert durch 


PR ry RS ENR ee 
254 (%i. %) Pi (¥i) Y; (¥;) (7) 


und die »;;(%1, %2) gentigen der Bethe-Goldstone-Gleichung 


h2 A2 ford = 
| sor Gee t+ peg AA Pole, al lil espa), © 


2m \ are are 


die g,;(x) den Einteilchengleichungen 


Pi(%) = &;Q;(X) . (9) 


&;;=& +6; Q*: Projektionsoperator, der Zweiteilchenanregungen in 
besetzte Zustande und Einteilchenanregungen generell anulliert ; U (Hq, %)): 
Zweikorperwechselwirkung. Die (im allgemeinen nichtlokalen) Ein- 
teilchenpotentiale V; enthalten die Variationsparameter, deren Fest- 
legung aber nicht durch die Selbstkonsistenzbedingung, sondern durch 
das Variationsprinzip 
WO ele Ue 
5Ein = 0 aes 2 =0 (10) 
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mit Y aus (6) erfolgt. Die Verwendung von 


A 
ha a\2 
mm 2 24m a By) ee = pa Pid a 
in (10) sorgt fiir ndherungsweise Abspaltung der ci eee 
auch bei Verwendung lokalisierter Zustandsvektoren WY, 

Selbstverstandlich lieBen sich aus (10) Zustandsgleichungen fiir 
die gy; und y;; als Eulersche Gleichungen des Variationsproblems ge- 
winnen. Wir glauben aber, auf diese Ableitung verzichten zu kénnen, 
da die Bethe-Goldstone-Gleichung (8) die wesentliche Eigenschaft der 
Streuung eines Paares im Kern, das Verbot des Ubergangs in besetzte 
Zustande, in Form des Projektors Q¥ enthalt. Was sich bei einer solchen 
Ableitung der Bewegungsgleichungen in linearer Naherung andern 
kénnte, ist die Selbstkonsistenzbedingung (durch Clusterbeitrage in 
Superpositionsapproximation). Auf diese verzichten wir aber gerade. 

Praktisch wird man so vorgehen, da8 man die Potentiale V, durch 
A;1--.4;,, Pparametrisiert, das Integral £;,,(A,;;) mumerisch fiir ver- 
schiedene Parameterwahl bestimmt und das Minimum aufsucht. 

Fiir £;,, erhalt man mit (6), (10) und (11) 


ef 


fda... G4 Di (4) --. yy (4a) TT 25%» 4%) X 


int = oa 
Sf dv... dag pt (%) ... ph (4%) TT QF (%;, %)) X 
i (12) 
A 
x nz, F(x, 4 Dy Ty Dor a(Chrs 22) ian 1) -+- PA (¥4) 
k<l ERE. 


x “TI Qe1(%p, ¥1) Pr(%) --» PA (%aA) 
k<l 


und, wegen der Eigenschaft der y,; auBer p;y; nur Komponenten auBer- 
halb der Fermi-Kugel zu enthalten, mit 


fj (M1, Xp) = 2; 5 (%, %_) — 4 (13) 
i — |W 
B= far... Las Pt (%4) -- Pia (#a) [1 Pe Mists Giese nee |X 
x 3 A(x), 1) ATT Qian (% mn» Xn) Pi (%1) -+> Ma (4) (14) 
Hel man 


N= 1 aS f dx, 4% 97 (%) v3. (%) fi (%41, %) X 


<j 


xX Sf, (%1, %2) PilM) p; (%2) , 
wobei y 
fas Sas ss f=. ai hij (4s *;) ene Sic (15) 
4<¥ 1<j,7<s 


(1,7) (1S) 
Die niedrigste Ordnung dieser Entwicklung gibt £;. 
si 
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3. Gesichtspunkte fiir die praktische Rechnung 


Die Berechnung der héheren Terme des Energieintegrals (14) ist im 
allgemeinen schwierig, da sich ihre Dimensionszahl in zunehmendem 
MaB erhoht. Es ist aber zu hoffen, daB die Einschrankung des Inte- 
grationsraumes in diesen Integralen zu rascher Konvergenz fiihrt. Dies 
wurde von DE-SHALIT und WErsskopF!" unter der Voraussetzung streng 
erfiillter Selbstkonsistenz fiir Kernmaterie abgeschatzt. 

Aus (14) erhalt man, ohne Voraussetzung der exakten Selbstkonsi- 
stenz, in erster Ordnung in den /;; 


A 
AE=E,—£,= Dat fdxadx, Pi (%) Gj (Xp) fi (%1, %) X 


t<] 

42 a2 a2 a2 
i iv (a) o ea oe (16) 
l2Am | ar2 org Or, Ot, 


5G ler Or) [v (%, %) — Vi — Al, AW; j(%1, Xe) - 


Der zweite Term verschwindet bei Selbstkonsistenz; er enthalt den 
Unterschied der Einteilchenstreuung von urspriinglichem und gemittel- 
tem Potential aus der Fermi-Kugel heraus. Der erste Term, eine ,,1/4- 
Korrektur“, rithrt von der Schwerpunktbehandlung her, allerdings 
reduziert der Faktor f;; das gesamte Integral gegeniiber den Integralen 
in E, nochmals um etwa den Faktor (1/A) (i/7))3. h ,,healing distance“; 
Resi poe. 

Die Berechnung der Integrale in (15) ist nicht wesentlich schwieriger 
als die Berechnung von £,. Die Korrektur AE sollte jedenfalls bei einer 
t-Matrix-Berechnung der Energie mit gendherter Selbstkonsistenz und 
bei leichten Kernen, bei denen die Schwerpunktbehandlung eine Rolle 
spielt, beriicksichtigt werden. Dariiber hinaus mu8 man sich natiirlich 
von der Konvergenz der Entwicklung (14) iiberzeugen. 

Fiir das Drei- und Vierkérperproblem ist die Cluster-Entwicklung 
unbequemer, als die direkte numerische Integration von (10) mit der 
fiir die s-Schalen-Kerne (allerdings ohne d-Beimischungen) sich sehr ver- 
einfachenden Welienfunktion (6). 

Ein Problem stellt die Lésung der Bethe-Goldstone-Gleichung (8) 
dar, falls man, wie die bisherigen Arbeiten anzudeuten scheinen® 1°, 
vom unendlich ausgedehnten Oszillator fiir die V; abgehen muB. Jedoch 
glauben wir, daB die Variationsmethode weitergehende Naherungen bei 
der Konstruktion der Losungen von (8) zulaBt als die ¢Matrixdarsteliung. 
Dies soll in einer spateren Untersuchung geklart werden. 
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From the Annamalai University, Annamalainagar, South India 


Intensity Studies in Raman Effect 
Part III. Relative Intensities of Raman lines in liquids (continued) 


By 
K. VENKATESWARLU and G. THYAGARAJAN 
(Received May 28, 1959) 


The intensities of Raman lines due to CH, CH, and CH, groups in the case of some 
n-paraffin hydrocarbons have been obtained relative to the peak intensity of the 
458 cm™ line of CCl, and compared. The integrated intensity as well as the stan- 
dard intensity of the C=O frequency in some unconjugated and conjugated 
ketones, aldehydes and esters have been obtained and the influence of conjugation 
has been discussed. The intensity of the C=C frequency has also been obtained 
in the conjugated compounds and compared with the results obtained for the 
unconjugated compounds. 


1. Introduction 


It is now well recognised that many compact groups such as CH, CH, 
and CH, give rise to characteristic vibrational frequencies at fairly con- 
stant positions in the spectra of a series of related molecules. These 
frequencies have been studied in detail in Raman Effect by KOHLRAUSCH 
and Kopp! and their assignments to the specific methyl and methylene 
groups have been made by Fox and MartTIN? and confirmed by later 
investigators? 4. While investigations regarding the positions of these 
lines have extensively been made, their intensities in a homologous 
series have not been studied in detail in Raman effect although some 
data are available in infrared. The relative prominence of these lines 
is dependent on the ratio of methyl to methylene groups in the hydro- 
carbon molecules. Thus, FRANcis®, from a study of the integrated 
absorption intensities of the methylene and methyl bending frequencies 
in the n-paraffin hydrocarbons, showed that the relative intensities of 
the methylene and methyl absorptions are approximately in the ratio 
2-3:1. FENSKE et al.® have measured the scattering coefficients for 


1 KouLrauscy, K. W. F., and F. Koppv: Z. phys. Chem., Abt. B 26, 209 (1934). 

2 Fox, J.J., and A.E. Martin: Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 167, 257 (1938); 
175, 208 (1940). 

3 BarcHEwitz, P., and R. CHABBAL: J. Phys. Radium 12, 637 (1951); 12, 705 
(1951). 

4 SHEPPARD, N., and D. M. Simpson: Quart. Revs. 7, 19 (1953). 

5 Francis, S. A.: J. chem. Phys. 18, 861 (1950); 19, 942 (1951). 

6 FENZKE, M. R., W. G. Braun, R. V. WiEGAND, D. QUIGGLE, R. H. McCar- 
mick and D. H. Rank: Anal. Chem. 19, 700 (1947). 


Z. Physik. Bd. 156 8 


1es) 


562 K. VENKATESWARLU and G. THYAGARAJAN: 


| 
| 
| 


Raman lines in the case of some hydrocarbons. SUSHCHINSKII* found 
that in the Raman spectra of n-paraffin hydrocarbons the peak intensity 
of the Raman lines at 1300, 2850 and 2900 cm™ which are due to CHaff 
groups increases in proportion to the number of CH, groups in the mole] 
cule. It can thus be seen that the intensities of the lines characteristic] 
of CH, groups only have been studied in Raman Effect. A study off 
the intensities of the Raman lines belonging to the three specific groups} 
of CH, CH, and CH, in the case of some n-paraffin hydrocarbons has| 
been taken up in the present investigation. | 
The carbonyl (C=O) frequency occurs at fairly constant positions} 
in normal ketones, aldehydes and esters and a good deal is know of the 
factors which influence this frequency and also its intensity. Conjuga~ 
tion of a carbonyl group with a C=C linkage results in a lowering of 
the carbonyl frequency and this has been observed by KOHLRAUSCH and 
PoNnGRATZ8 in Raman effect and fully confirmed in the infrared by many 
authors. The intensity of the carbonyl frequency in the case of uncon- 
jugated compounds has been found to be constant both in the infrared 
and Raman effect!® and in the case of conjugation of C=O group with 
the C=C linkage, there is an increase in the intensity! 4. A detailed} 
study of the intensity of the carbonyl frequency in some unconjugate 
and conjugated ketones, aldehydes and esters has been made in the 
present investigation and a comparison of the intensities of unconjugate 
and conjugated C=C frequency has been made for the liquids studied. | 


2. Experimental 

The experimental arrangement and the method of computing the 

intensities are the same as described in Part I. The spectra have been 

obtained using only unpolarised incident hight and with the exciting’ 
arc on the side of the Raman tube. 


3. Results and Discussion 


The n-paraffins studied are n-pentane, n-hexane and n-heptane. 

The ketones, aldehydes and esters investigated are acetone, methyl 
ethyl ketone, acetophenone, butyraldehyde, benzaldehyde, ethyl ace-\ 
tate, amyl acetate, phenyl acetate and ethyl acrylate. 

In the case of the n-paraffins, only the peak intensities of the C—H 
stretching and bending frequencies of the methyl and methylene groups q 

? SUSHCHINSKII: Izv. Akadem. Nauk SSSR., Ser. Fiz. 11, 341 (1947). 
PW ata K. W. F., and A. Poneratz: Z. phys. Chem., Abt. B 27, 176 

® Cross, L. H., and A. C. Rotre: Trans. Faraday Soc. 47, 354 (1951). 


10 SHoryain, P. P.: Izv. Akadem. Nauk SSSR, Ser. Fiz, 12, 576 (1948). 
11 HaRRAND, M.: Ann. Phys. 8, 126 (1953). 


12 VENKATESWARLU, K., and G. THYAGARAJAN: Z. Physik 154, 70 (1959). 
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have been obtained owing to the difficulty in resolving these closely 
situated lines in the photometric record and then computing the inte- 
grated intensities. These peak intensity values, obtained relative to 
the peak intensity of the 458 cm™ line of CCl,, are presented in Table 4. 
The values have been obtained both for 4047 and 4358 excitations. The 
difference in the intensities of the lines between one member and the 
next higher member is also given in the Table. 


Table 1. Intensities of Raman lines of n-paraffins 
—— ee ee eee eee 


Rome pepe nNate Recerca! 4047 excitation 4358 excitation 
| n-pentane n-hexane n-heptane | n-pentane n-hexane n-heptane 
1300 Wagging | — — _ 0-061 0-080 0-123 
| 0:02 0:04 
| 1450 scissoring 0-083 0-150 0-230 | 0-099 0-169 0:252 
CH, 0:07 0:08 0:07 0:08 
| 2850 sym. stretch. — 0:378 0-530 | 0-281 0-418 0:577 
0-16 0-14 0:16 
2925 asym. stretch. |0:239 0°341 0:486 | 0:233 0:348 0-514 
| 0-10 0-15 0-12 0:16 
1380 sym. bend — — = 0-018 0-040 0:080 
| 0:02 0:04 
1440 asym. bend 0-083 0-149 0:230 | 0:099 0-162 0-246 
Cla 0:07 0:08 0:06 0:08 
2870 sym. stretch. |0-262 0:379 0-516 | 0-281 0-418 Oni 7 
0-12 0-14 0-14 0:16 
2960 asym. stretch. |0-178 0:271 0-349 | 0:179 0:2317) 0-310 
0:09 0:08 0:06 0:07 
CH 2905 stretch. — |0°220' 0:320 «0-430 | '0:227 0338 0-458 
| | 0:10 Onda 0-11 0:12 


The following observations can be made from this Table: 

4. The intensity of the symmetrical stretching vibration is always 
greater than that of the asymmetrical stretching vibration both in the 
CH, and CH, groups. 

2. The intensities of all the lines recorded have increased, in general, 
by fairly constant amounts, from one member to the next higher member 
of the series. 

3. This increment in the intensity is small in the case of the bending 
vibrations compared to the stretching vibrations. 

The intensity of the carbonyl frequency obtained in the case of the 
different ketones, aldehydes and esters is given in Table 2. In this case 
the integrated intensities of the lines have been obtained and compared 
with the integrated intensity of the 458 cm™ line of CCl,. The ratio of 
the integrated intensities (I) and the standard intensities (S) are given 
separately in the Table. The quantities given in brackets in the case 


of the intensities of conjugated bonds stand for the approximate number 
38* 
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Table 2. Intensities of C=O frequency 


Shorygin | 


: a. : 
| Substance | eee rise Ix 100 S x 100 1100 
——$—$——— eee 
Unconjugated Acetone 1°359 | 1710 17-8 | 5870 15 | 
Methylethylketone| 1-385 | 1710 AAO 16322 
Butyraldehyde [| 1:398 | 1718 10:0 | 50-3 
Ethyl acetate 1-372 | 1734 SO) || yeO) 15 
Amyl acetate | 1401 | 1733 | 11:0 | 80-0 
es SS 2 = $ | z 
Conjugated Acetophenone 1°534 | 1680 | 134-0 | 907-0 (16) 
with C=C Benzaldehyde | 1:550 | 1696 24-2 | 149-0 (3) 
Ethyl acrylate 1-405 | 1720 33:8 |) 1187-0)(3)elesoa 
Conjugated Phenyl acetate 1-495 | 1762 7:0 51:6 
with C=C | 
through 
oxygen atom | | 


* This value has been obtained for methyl acrylate. 


of times the intensity has increased in these cases compared to the 
intensity of the unconjugated carbonyl. 


The following conclusions may be drawn from the above Table. 


1. The intensity of the carbonyl frequency in the unconjugated series 
of compounds is almost the same. 


2. In the case of acetophenone, where the C=O bond is conjugated 
with the aryl group, the intensity of the carbonyl frequency is much 
greater than in the case of ethyl acrylate where the conjugation is with 
the aliphatic C=C bond. This conclusion is in conformity with the 
observations made by SHORYGIN. 


3. In the case of phenyl acetate where the aryl group is conjugated 
with the C=O bond through an oxygen atom, there is a diminution in 
the intensity of the carbonyl frequency. 


4. Even though the molecular extinction coefficients measured by 
Cross and RoLFE® in the case of benzaldehyde and acetophenone are 
nearly of the same order, in the present Raman effect study the intensity 
of the carbonyl frequency is much greater in acetophenone than in 
benzaldehyde. 

The diminution in intensity of the carbonyl frequency in the case 
of phenyl acetate is one of the important observations made in the 
present investigation. A special case of frequency alteration in esters 
is that arising from the structure C=O—O—C=C. There is an enhance- 
ment of the carbonyl frequency in the case of compounds of this type, 
regardless of whether the double bond is normal or part of an aromatic 
ring. In the infrared such an effect has been observed in vinyl acetate 
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by Barnes et al.}8 and in phenyl acetate by HARTWELL et al.14. Matsuno 
and Han’ and Murty and SEsHapri!® have found that the C—O 
frequency occurs at about 1760 cm™ in the Raman spectrum of phenyl 
acetate, this shift being higher by about 30 cm ! than the corresponding 
frequency in ethyl acetate. On the other hand, a phenyl group directly 
attached to the C=O produces the opposite effect as has already been 
seen in the cases of acetophenone and benzaldehyde. Murty and Ses- 
HADRI ascribe the increase in the frequency to an increase in the strength 
of the carbonyl] double bond and the decrease to a weakening. SHORYGIN 
has reported that in vinyl acetate the intensity of the carbonyl frequency 
is only slightly greater than that observed in the case of unconjugated 
compound thus indicating the weakening of the conjugation. A similar 
observation has been made by him in the case of the C=C frequency in 
vinyl phenol ether. In the present investigation it has been found that 
there is a decrease in the intensity of the C=O frequency in phenyl 
acetate compared to the intensity in the case of unconjugated esters. 
It has been observed that conjugation of the benzene ring through an 
oxygen atom produces an effect which is exactly opposite to what has 
been found in the case of direct conjugation with regard to the frequency 
shift and the intensity of the line. 

In Table 3 the intensity of the C=C frequency in the case of aceto- 
phenone, ethyl acrylate and benzaldehyde, where the C=C is conjugated 
with C=O bond, is presented. The values obtained in these cases are 
compared with the intensity of the unconjugated C=C bond frequency 
in C,Cl, and C,H,Cl, given in Part I. 


Table 3. Intensities of C=C frequency 


Substance ee 1x 100 S$ x100 Io-c/Io=0 
Avcm- 
Acetophenone. . 1602 160 1051 122 
Benzaldehyde 1595 26°5 152 1:10 
Ethyl] acrylate 1635 Sea) 268 1:52 
Tetrachloroethylene . 1569 53°0 228 
Cisdichloroethylene . . 1589 29°5 97 
Trans-dichloroethylene 1576 35:0 128 


In the last column of this Table is presented the ratio of the intensities 
of the C=C and C=O frequencies in the three cases where there is 


conjugation. 


13 BarnES, R. B., R. C. Gore, U. Lipper and V. Z. Wittiams: Infrared spectro- 


scopy. Reinhold 1944. 


14 HARTWELL, E. J., R.E. Richarps and A. W. THompson: J. Chem. Soc. 


1436 (1948). 


15 Matzuno and Han: Bull. Chem. Soc. Jap. 8, 333 (1933). 
16 Murty, G. V.L.N., and T. R. SesHaprt: Proc. Ind. Acad, Sci, A 10, 307 (1939). 
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Intensity Studies in Raman Effect 
PartIV. Depolarisation factors of Raman lines in liquids 
By 
K. VENKATESWARLU and G. THYAGARAJAN 
(Received May 23, 1959) 


The depolarisation factors of Raman lines in the case of the liquids CCl,, CHCl, J 
and C,H, have been obtained for two different modes of excitation and using J 
unpolarised and linearly polarised incident light. The result are discussed in relation | 
to the theoretical predictions. 


1. Introduction 


According to PLaczEexk’s! theory of light scattering, in the case of 
Raman lines arising out of totally symmetric vibrations, the values of 
the depolarisation factors obtained with incident hight unpolarised (g,), 
polarised with its electric vector vibrating in a plane parallel to the 
axis of the Raman tube (9,) and polarised with its electric vector vibrat- 
ing in a plane perpendicular to the axis of the Raman tube (9,) are given 
bY 0, =0,=0,=0. The lines ee to Slept vibrations have 
depolarisation factors given by e, =$, 0, =0, = ~- RANK? has determined 
the depolarisation factors of Raman lines in some liquids for unpolarised 
and for linearly polarised incident light using polaroids but his values 
are at variance with PLACZEK’s value of ? as @ for the depolarised lines. 
So investigation of depolarisation factors using unpolarised incident light 
as well as linearly polarised incident light obtained with a suitably 
oriented nicol and using the two modes of illumination of the Raman 
tube has been taken up. 


2. Experimental 
The experimental lay-out and the method of computing the inten- 
sities are the same as described in Part 13. A double image prism intro- 


duced in the path of the scattered light serves to split up the scattered 
light into its horizontal and vertical components. 


3. Results and Discussion 


The values of the depolarisation factors 9,,, 0, and o, for Raman lines } 
in the case of the liquids CCl,, CHCl, and C,H, are given in Tables 4, 


1 PLaczEk, G.: Handbuch der Radiologie, Bd. VI, S. 205. 1934. 
2 Rank, D. H.: J. Opt. Soc. Amer. 37, 798 (1947). 
3 VENKATESWARLU, K., and G. THYAGARAJAN: Z. Physik 154, 70 (1959). 
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2 and 3. The values have been given for the two different modes of 
excitation. All the values have been corrected for the error introduced 


Table 1 


Are on Side Arc on To 
Substance oe = mu =e 


eel ay, On 
3°4 2°56 2:94 0:87 
313 abyss || e(Oyil 0°85 2°97 3°48 0°85 
CCl, 458 0-70 10-00 0:07 0°85 12:02 0:07 
760 g : .g : ; A. 
790 \ 4-24 1:58 | 0-86 1:02 1:20 0°85 
261 4-20 5:00 0-84 2:76 3:16 0:87 
363 0°88 5:20 | 0-17 0-78 4-60 0°17 
CHCl, 668 0-49 6-00 0:08 0:50 5-10 0-10 
762 1:64 1:95 0:84 0:78 1:10 0-70 
3019 1°30 4:00 0°33 0:50 2:00 0:25 
606 0-92 | 1-05 0:88 3°45 4:05 0°85 
850 0:48 0°55 0:87 1:10 1:26 0:87 
992 2:10 24:30 0:09 8:90 96:00 0:09 
CH 1176 s Uc (a an fs Uc 0) 0:80 4-60 5°50 0:76 
one 1584] 
= = ~ 2: , “80 
1605 f | 64 $7330) O 
3047 5 : ; Nay 
pace 5:30 | 24-90 0:25 9:60 40-00 0:24 
3063 


Table 2 


Arc on Top 


Arc on side 
Substance : 


PEG 3-00 | 
313 1:68 2:20 0:76 2°50 3°50 | 0:72 
CCl, 458 0-08 1-60 0:05 0:30 7°50 | 0:05 
BOON Mi = = 1:65 2:10 | 0-79 
790 Ij | 
261 Seg 6-96 0-76 1:95 2770) 0-72 
363 0:80 3°23 0:25 0:90 3°30 0:27 
CHCl, 668 0:24 Aor | pil) 0-50 ASO 0.09 
762 0:90 1°20 0-75 1:20 1°50 0:80 
3019 0-40 | 1:30 On3ii 0:50 1:80 0:28 
606 0:29 | 0-40 0-72 _ — = 
992 0°76 6:40 0-12 0-90 8-40 O11 
C,H, 1176 0:59 0-80 0-74 0-90 1:10 0-82 
se | 1-70 5.00 | 0:34 | 2-40 7-00 | 0-30 
3063 


by the spectrograph. The intensities of the various lines in the hort- 
zontal and vertical components are also given on an arbitary scale. 


5608 VENKATESWARLU and THYAGARAJAN: Intensity Studies in Raman Effect. IV] 


Table 3 | 

Arc on side Arc on Top 1, 

Substance Line = = as == Line e | 
H | V Qs | 

| | 

217 165 | 230 | 0-70 2-25 3:00 | 0-75 If 

Gell, 313 1:90--| 2°50 0-78 1680) 9) ae2e5 0) 0:75 jf 
458 O25. \) 730) || Oxos O15: P7250 0-02 

= = = ar one eee | mesa omelets 1 
261 4:00 | 5:50 | 0-73 | 1°80 | 255 | 0-70 |i 

363 1:60 8:00 | 0:20 0:98" | 13:90) |) 025 | 

CHC 668 0:40 9:80 | 0-04 0-30 5-10 0:06 fi) 
762 0-90 1:20 | 0-75 1°35 1-80 0-75 fi) 

3019 0-42 | 1:60 | 0-26 O35) eet 24 0-29 |i} 

606 ee ee 120 | 1:80 | 066 

992 0-50 | 7:30 | 0-06 3°40 38-00 0-09 

Alal WPS 0-44 | 0:60 | 0:74 1-20 | 1°80 | 0°66 1 |) 
3047 | és Q | 5 2°30 | 8-00 0:29 h 

3063 f 1-00 6:00 | 0:16 3 a | 


For unsymmetrical vibrations the values of @,, 9, and 9, approac 
very closely the theoretical limits. For symmetrical vibrations the value 
of o should be zero, on the assumption that the molecule is a perfectl | 
isotropic one. It can be seen from the results presented in the abov 
Tables that the @ values are not zero, even though @,, 9, and @, are 
rather small. The departure of the @ values from zero for the symmetric 
vibrations is to be expected as has been pointed out by Rank. The 
fairly large values of 0 obtained here for the symmetric vibrations show 
that the molecules under study are anisotropic, the degree of the an 
isotropy depending on the departure of the 9 value from zero. Using} 
incident light polarised parallel to the axis of the Raman tube, RANK 
has reported that the value of @ approaches 1.00 for unsymmetrical] 
vibrations and reaches a large value for highly symmetrical vibrations. | 
In the present investigation it has been found that the values of the 
depolarisation factors in the case of the unsymmetrical vibrations are} 
in conformity with the theoretical results when both kinds of polarised 
incident light are used. The values in the case of symmetrical vibrations 
approach the theoretical limit. 


, 
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Intensity Studies in Raman Effect 
Part V. Overtone lines in some liquids 


By 
K. VENKATESWARLU and G. THYAGARAJAN 


(Received May 23, 1959) 


Overtone lines have been recorded in the Raman spectra of the liquids CCl,, CHCl,, 
Calas, Cally (Asien CH,OH and CS, and their integrated intensities have 
been estimated. The ratio of the intensities of the fundamental and the overtone 
has also been determined, wherever it is possible. While recording the overtones, 
some new lines have been obtained in the cases of C,H,Cl,, C,H,Cl, and C,H;Cl. 


1. Introduction 


Theoretical considerations? show that the occurrence of overtones 
of fundamental vibration frequencies is due to either electrical anharmoni- 
city or mechanical anharmonicity or both. The appearance of overtones 
due to electrical anharmonicity does not depend upon the activity of 
the fundamental while overtones due to mechanical anharmonicity occur 
only when the corresponding fundamental also occurs. While the oc- 
currence of overtones is a common feature in the infrared spectra, in 
the case of Raman spectra overtones have rarely been observed since 
the fundamentals themselves are, in general, weak. 

BHAGAVANTAM? has theoretically deduced the ratio of the intensities 
of the fundamental and overtone in the case of certain diatomic molecules 
taking into account the mechanical anharmonicity alone. It has been 
found that the intensity of the fundamental is about 150—500 times 
that of the overtone in the cases studied by him. The case of the linear 
symmetric triatomic molecules like CO, and CS, has been studied by 
several investigators. The interesting feature in the Raman spectra of 
these molecules is that whereas only one frequency is allowed in Raman 
effect, two strong lines have been observed in the region of the allowed 
fundamental and the same has been attributed by FERMI? to the acci- 
dental degeneracy of the allowed fundamental and the first overtone of a 
forbidden fundamental. It has been found that the split lines differ 
much in intensity in the case of CS, compared to the case of CO, and it 


1 PLraczEK, G.: Handbuch der Radiologie, Bd. VI, 5. 205. 1934. 
2 BHAGAVANTAM, S.: Proc. Ind. Acad. Sci. A 10, 224 (1939). 
3 Ferm, E.: Z. Physik 71, 250 (1931). 
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has been suggested by FERMI that the accidental degeneracy is not as] 
complete in CS, as inCO,. Amongst the polyatomic molecules, overtones | 
and combinations have been observed only in the case of a few liquids. 
The fairly strong overtone at 1550 cm™ of the degenerate fundamental | 
at 765 cm + in CCl, has been recorded by several authors and the inten-] 
sity of this line relative to the corresponding fundamental has beenij 
obtained by some of them4-®. WELSH et al.® have determined the ratiol 
of the intensities of the total symmetric vibration and its overtone in) | 
the case of some tetrahalides and from this they have deduced the ratio 
of the first and the second order derivatives of polarisability. | 

From the above survey of the earlier work, it is clear that second 
order Raman lines have rarely been recorded in the case of liquids and’ 
even in such cases quantitative information regarding their intensities: 
is very meagre. Accordingly the intensity study of some overtones in) 
the case of a few liquids has been taken up in the present investigation. 


2. Experimental 


The Raman spectra of the liquids have been obtained using a 
Hilger source unit in conjunction with the Hilger E 612 two prism 
spectrograph. The method of computing the intensities is the same as} 
described in Part I’. 


3. Results 


The liquids studied in the present investigation are carbon tetra- 
chloride, chloroform, dichloroethylene, dichloroethane, methanol, chloro- 
benzene, and carbon disulphide. While recording the overtone lines, 
some new lines have also been obtained in the spectra of three liquids 
and the Raman lines in those three cases are given in Table 1, the newly 
recorded lines being underlined. 


The overtones studied here may be classified as under: 


1. Fundamental active in Raman effect and overtone very weak: | 
CHCI3(1520 cm). 

2. Fundamental active in Raman effect and overtone of moderate 
intensity: CC], (1550 cm“). 


3. Fundamental active in Raman effect and overtone strong due to 
Fermi resonance: CH;0OH (2942 cm“). 


4. Fundamental inactive in Raman effect and overtone very weak: 
C,H,Cl, (1634 and 1689 cm 4). 


4 POORNACHANDRA Rao, B.: Proc. Ind. Acad. Sci. A 11, 1 (1940). 

> VENKATESWARLU, K.: Proc. Ind. Acad. Sci. A 21, 126 (1945). 

6 Wetsu, H. L., M. F. CRawrorp and G. D. Scort: J. Chem. Phys. 16, 97 (1948). 
Tigereve sis. KX., and G. THYAGARAJAN: Z. Physik 154, 70 (1959). 
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5. Fundamental inactive in Raman effect and overtone strong: 
CS, (800 cm). 


Table 1 
(GVEOL, C,H,Cl, C,H,Cl 
cm! em! cms 

173 1181 125 979 194 | 4080 

349 | 1270 262 1024 270 24 

380 | 1499 302 1052 293 1155 

409 SAY 350 1082 388 1174 
435?) 1589 380 1141 418 | 1297? 

570 1634 412 1207 464 1321 

Ti 1689 454 1260 504 1367 

7605 1692 604 1300 552 | 1446 

812 3072 621 | 1429 By 2a 1484 

845 | 3077 653 1441 612 1537 

iy || Salo 677 2842 700 1565 

| 3162 753 2870 737 1581 

881 2957 780 3008 

940 3004 833 3028 

918 3066 

989 3140 

1001 3170 

1022 


The aggregate intensities of these overtones and the ratio of the 
intensities of the overtones and corresponding fundamentals wherever 


Table 2 


Funda- Activity Oeee 
—_—————_| Overto: 
jeubstance Lee LR Ra- frequency Nature of the overtone 
frequency} *-**- | man 


Ca, WHS Pp Pp 3-9 | fairly strong 
CHC 761 p 2) 9-4 | very weak 
409 f p 11:0 | very weak 
cis C,H,Cl, 857 Pp f — |very weak 
1589 p Pp 6:0 | very weak 
820 p if — {very weak 
trans C,H,Cl,| 1577 f p 7-5 | very weak 
C,H,Cl, 1441 sep 1-5 | strong due to 
Fermi resonance 
CH,0H 1451 p 1) 0:41 | strong due to 
Fermi resonance 
stronger than 
the fundamental 
C,H Cl 194 p f 0:02 | 20:0 | very weak 
1584 Pp p 0-05 |11-7 | very weak 
Cs; 396 Pp f 073 — | fairly strong 


present are given in Table 2. For overtones of inactive fundamentals 
the aggregate intensities alone are presented. The ratios of the intensity 
of the overtone and the fundamental in the case of CCl, obtained by 


Bae i} 
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POORNACHANDRA RAO, VENKATESWARLU and WELSH et al. are respecti) 
vely 7-7, 4-2 and 12-2. It is seen that the value obtained in the presen} 
investigation is in agreement with the value obtained by VENKATES-{ 
WARLU. This is because the other two authors have compared onlyy 
the peak intensities. 

The intensity ratio of the Fermi split components has also beerff 
computed in the cases of CS,, CH,OH, and C,H, Cl, and is given in Table}, 
In the case of CS,, the results obtained by previous investigators are 


also given. 
Table 3 


Substance Split lines | Intensity - Literature 
Broan) Gee nee 570 | 3-48, 3-08, 6-619, 6-011 
| | 
; | (14) 2839 0-80 | | 
CH,OH Goou bine Ue a 
A (1) 2870 0°15 , | 
C,H, Cl, (2) 2957 | 4-24 0:12 | 


It is interesting to note that in the case of methyl alcohol the Fermi 
spht lines are equally intense whereas the split lines occurring in the 
same region in the case of dichloroethane differ very much in intensity. 


8 PIENKOWSKI, S.: Acta. phys. polon. 1, 87 (1932). 

® LanGseTH, A., J. U. SPRENSEN and J. Rup NIELSEN: J. Chem. Phys. 2, 402} 
(1934). 

10 VEERABHADARA Rao, A.: Proc. Ind. Acad. Sci A 2, 46 (1935). 

11 Rank, D. H.: J. Opt. Soc. Amer. 37, 798 (1947). 
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Zum Einflu8 von Spannungen 
auf die transversale Magnetisierung 
von Nickel-Aufdampfschichten 


Von 
WOLFGANG HELLENTHAL 


Mit 6 Figuren im Text 
(Eingegangen am 9. Juni 1959) 


Bei Messungen des Faraday- und des Hall-Effektes an diinnen Nickel- Aufdampf- 
schichten findet man eine Sattigungsfeldstarke Hs, die gegeniiber dem Wert des 
kompakten Materials (Ws =4aI5=6,1 kOe bei 20°C) erheblich erniedrigt ist. 
Es werden die verschiedenen méglichen Ursachen der Hs>-Erniedrigung in Abhan- 
gigkeit von Schichtdicke, Probenbehandlung und MefStemperatur diskutiert und 
gezeigt, daB bei den untersuchten Schichten die verminderte Sattigungsfeldstarke 
weitgehend aus dem Riickgang der spontanen Magnetisierung infolge Schicht- 
dickeneffektes und dem Vorliegen von Zugspannungen (in der Schichtebene) er- 
klart werden kann. 


Bei der Untersuchung magnetischer Eigenschaften diinner Schichten 
mittels indirekter Methoden sind zur Frage nach Ursachen fiir die er- 
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Fig. 1. Vergleich von Hall- und Faraday-Effekt, gemessen an einer Nickel-Aufdampfschicht 


niedrigte Sattigungsfeldstarke bei Nickelschichten sowohl der Faraday- 
Effekt, als auch der Hall-Effekt brauchbar (Fig. 1). Auf eine Proportio- 
nalitat zwischen beiden Effekten hat tibrigens bereits Kunpt! hinge- 
wiesen. 


1 Kunpt, A.: Wied. Ann. 49, 257 (1893). 
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Aus zahlreichen Messungen des Faraday-Effektes (Lit. in »* *) geh 


hervor, daB die Sittigungsdrehung bereits bei Feldstarken auftrat, die 
erheblich kleiner waren, als man sie bei der transversalen Magnetisierung| 
einer Platte mit den Eigenschaften des kompakten Materials hatte er: 
warten sollen. Wie K6n1G% zeigen konnte, war dies meistens durch Ver: 
unreinigung oder strukturbedingte Besonderheiten infolge der Herstel: 
lungsbedingungen verursacht. Beispielsweise ergibt das Aufdampfen aul 
kalter Unterlage eine sehr geringe KorngréBe. Die von KONIG? au} 
heiBer Unterlage hergestellten Eisenschichten zeigten dagegen Sdatti; 
gungsfeldstaérken, die gréBenordnungsmaBig mit den Werten des kom- 
pakten Materials iibereinstimmten. Die Erniedrigung von H, bei den 
auf kalter Unterlage hergestellten Schichten deutete KOniG durch das 
Vorliegen einer ferromagnetischen Inselstruktur, bei der ferromagneti- 
sche Bereiche in nicht-ferromagnetischem Material eingebettet sing 
(nichtferromagnetisches Eisen wegen zu geringer Korngr6Be). Die Hs; 
Erniedrigung ware in einem solchen Falle durch den gegeniiber dem Fal] 
der ausgedehnten Platte (HW; =42 I) verringerten Entmagnetisierungs4 
faktor (z.B. bei kugelf6rmigen Teilchen H; = 42 Is/3) zu erklaren. 


=< 


Fiir die Deutung der erniedrigten Sattigungsfeldstarke sei ferner noch 
ein Vorschlag von KITTEL u. Mitarb.® erwahnt, der die Ummagneti 
sierung kleiner Teilchen mit Eindomanenkonfiguration betrachtet, wobe 
dann eine Relation zur Kristallanisotropie bestehen sollte, und dami 
dann auch zur (in der Schichtebene gemessenen) Koerzitivkraft (REI 
MER®). Aus der Koerzitivkraft-Temperaturabhangigkeit von Schichte 
der hier untersuchten Art” * ist die Angabe zu 1b) in der letzten Spalte 
der Tabelle abgeleitet. 

Bei der Betrachtung der erniedrigten Sattigungsfeldstarke diinner 
Schichten muB (besonders bei Nickel wegen der niedrigen Curietempera+ 
tur) auch die dickenabhangige Abnahme der spontanen Magnetisierun 
(Lit. vgl.* 1" und auch in *) beriicksichtigt werden. Aus den Messungen!| 
der Curietemperatur gleichartig hergestellter Schichten! folgt, daB i 
untersuchten Schichtdickenbereich (bis herunter zu 50 A) bei der Mes 
sung bei 20° C die spontane Magnetisierung Is p bis auf etwa 60% de 


2 ScHttz, W.: Handbuch der Experimentalphysik, Bd. 16, I. Leipzig 1936. 

3 Konic, H.: Optik 3, 101 (1948). 

4 Mayer, H.: Physik diinner Schichten, Bd. II. Stuttgart 1955. | 
5 KITTEL, C., J. K. Gat u. W. E. CampBexi: Phys. Rev. 77, 725 (1950). | 
6 REIMER, L.: Z. Physik 150, 277 (1958). 

7? HELLENTHAL, W.: Z. Naturforsch. 14a, 722 (1959). 

8 HELLENTHAL, W.: Phys. Verh. 9, 214 (1958). 

® Drico, A.: Nouvo Cim. 8, 498 (1951). 

10 CRITTENDEN jr., E. C., u. R. W. HoFFMAN: Rev. Mod. Phys. 25, 310 (1953). 
11 JENSEN, H.H., u. A. NIELSEN: Trans. Dan. Acad. Techn. Sci. 2; 3 (1953) 
12 HELLENTHAL, W.: Z. Naturforsch. 13a, 566 (1958). 
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Wertes beim kompakten Material (Is .) Zurtickgeht (vgl. auch 1), Auf 
der anderen Seite wird jedoch bei den diinnsten Schichten eine Sitti- 
gungsfeldstérke von etwa einem Drittel des Wertes beim kompakten 
Material (ausgedehnte Platte) gefunden. Demnach muB hierfiir noch 
mindestens eine andere Ursache zur Deutung gesucht werden. 


Die Herstellung von Aufdampfschichten auf Tragern aus anderem 
Material ergibt bei Temperaturanderungen Spannungen gegen die Unter- 
lage (Lit. z.B. 18), die sich, wie hier gezeigt wird, bei Nickel wegen der 


Tabelle 


Zu erwartende Veranderungen von Hg bei 
Nickelschichten anf Tragern mit kleinerem 
4 ; Ausdehnungskoeffizienten 
Ursache der H g-Erniedrigung 


d Hg nach Temperung Hg bei —195° C MeBtemperatur 
Hg vor Temperung Hg bei 20°C MeBtemperatur 4 
1. Gegentiber ausgedehnter Platte 
verringerter effektiver Entma- 
gnetisierungsfaktor 
a) Ferromagnetische Inselstruktur 1 | = 
b) Magnetisch isolierte (Eindoma- 
imei) emo neya GG SiG ae dios Hicoge oc 1 =i 
2. Nur infolge Abnahme der spon- 
tanen Magnetisierung (Schicht- 
dickeneffekt oder Teilchenklein- 
TET) Se ptestdae geen ait anh a ame Aull >1 
B. SMMC OBO oer aboodboe 1 <<a] 


groBen Magnetostriktion in einer nennenswerten Veradnderung der trans- 
versalen Sattigungsfeldstarke Hs a4uBern kénnen, weshalb H, dann auch 
nicht zur Bestimmung der spontanen Magnetisierung geeignet ist. Be- 
trachtet man beispielsweise eine unter Zug stehende Schicht, so besteht 
wegen der negativen Magnetostriktion ein Bestreben zur Aufrichtung 
der Magnetisierungsvektoren aus der Schichtebene heraus und damit 
eine Verstarkung des durch ein transversales 4uBeres Feld bedingten 
Ausrichtungseffektes. 


In der Tabelle sind die H,-Anderungen fiir drei verschiedene Ursachen 
zusammengestellt, die nach und vor Temperung der Proben, bzw. bei 


13 HELLENTHAL, W.: Diss. Miinster 1956. — Z. Physik 151, 421 (1958). 

14 Oris, H. N.: Phys. Rev. 44, 843 (1933). 

15 GRIFFITHS, J. H. E.: Physica, Haag 17, 253 (1951). 

16 MurBacu, H. P., u. H. Witman: Proc. Phys. Soc., Lond. B 66, 905 (1953). 
17 DaniELs, R. D., u. R. W. HorrMan: Phys. Rev. 93, 361 (1954). 

18 MACDONALD, J. R.: Phys. Rev. 106, 890 (1957). 
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einer Erniedrigung der Me8temperatur zu erwarten sind, und zwar 1. ver- 
ringerter Entmagnetisierungsfaktor, 2. veranderte spontane Magnetisie+ 
rung und 3. Spannungen. Beim Vergleich mit MeBergebnissen mula 
stets auch die Méglichkeit des Auftretens von Kombinationen dieser 
drei Fille beriicksichtigt werden, insbesondere mit dem im Gebie 
diinnster Schichten meistens vorliegenden Fall 2. 


Experimentelles 

Die untersuchten Nickelschichten wurden auf Glastrager (mit einer 
Temperatur von 200°C) aufgedampft. Die Schichtdickenbestimmung 
erfolgte mittels parallel hergestellter Vergleichsschichten, deren Leit- 
fahigkeit in Abhangigkeit von der Dicke durch Wagung geeicht war. 
Ein Teil der Schichten wurde anschlieBend noch zum Schutz gegen 
Oxydation mit einer SiO-Deckschicht versehen. 

Die Messungen des Hall-Effektes wurden in konventioneller Weise 
vorgenommen. Der elektrische AnschluB an die Schichten erfolgte mittels 
vorher auf den Tragern eingebrannten Glanzgoldkontakten, die an ihren 
AuBenseiten noch durch Kupferschichten verstarkt waren. 

Die Messungen der magnetooptischen Drehung @ der Schichten er- 
folgten mittels eines Kompensationspolarimeters!®, das nach ahnlichen 
Grundgedanken konstruiert ist, wie die wahrend unserer Messungen be- 
kannt gewordene Anordnung von WENKING?®. Bei unserer Apparatur 
wird jedoch mit feststehendem Polarisator und Analysator gearbeitet 
und die in der Probe erfolgte Drehung der Polarisationsebene in einem 
Glasstab, der sich in einem regelbaren Magnetfeld befindet, wieder riick- 
gangig gemacht. Hierdurch ist die Messung ohne Bewegung von Teilen 
der Apparatur méglich. 


Meffergebnisse und Diskussion 

Die MeBergebnisse an allen unabgelésten Schichten sind in Fig. 2 
dargestellt. Dem Diagramm ist zu entnehmen, daB die Ergebnisse der 
beiden zur Messung benutzten Effekte (H.-E. =Hall-Effekt, F.-E. = 
Faraday-Effekt) nicht nur an derselben Probe (Fig. 1), sondern auch an 
verschiedenen Proben gleicher Herstellungsbedingungen (Fig. 2) iiber- 
einstimmende Ergebnisse beziiglich H, liefern. 

In Fig. 2 ist neben den MeBwerten auch noch die infolge Verringe- 
rung der spontanen Magnetisierung zu erwartende Abnahme der Satti- 
gungsfeldstarke Hy; =4aJIsp dargestellt. Hierbei ist die Theorie von 
KLEIN und SmitH# mit den Modifikationen nach Dr1co® sowie CRITTEN- | 
DEN und HoFFMAN?!© zugrunde gelegt. Die Anwendbarkeit auf die vor-. 


j 


19 HELLENTHAL, W.: Z. Instrumentenkde. (im Druck). 
20 WENKING, H.: Z. Instrumentenkde. 66, 1 (1958). 
21 KLEIN, M., u. R. SMITH: Phys. Rev. 81, 378 (1951). 
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liegenden Schichten ergibt sich durch den Vergleich der Curietemperatur- 
bestimmungen des Verfassers! an gleichartig wie in der vorliegenden 
Untersuchung hergestellten Schichten, mit den Werten von CRITTENDEN 
und HorrMAN, sowie auch aus den indirekt mittels der elektrischenWider- 
standsdnderung im Magnetfeld an solchen Schichten ermittelten Daten}, 
Die letztgenannten Daten kénnen insbesondere auch deshalb zum Ver- 
gleich herangezogen werden, weil die Hall-Effektmessungen teilweise an 
denselben Proben vorgenommen . 

wurden, an denen auch die ma- sae | i” 
gnetische Widerstandsanderung =, 
untersucht wurde. 

Wie aus Fig.2 zuentnehmen 5 
ist und in Fig.3 an Hand der 
MeBergebnisse des Hall-Effektes , ¢ 
an derselben Probe bei zwei , 
verschiedenen Me8temperaturen 3 
direkt gezeigt wird, erniedrigt sich 


die nach der Probenherstellung 2 
gemessene geringe Sattigungsfeld- 


starke beim Ubergang zu — 195°C 
noch weiter. Dieser Effekt ist mit 
A Mb tea ; 0 : 
der von KO6nic fiir die Eisenschich- 70 700 7000 A 
ten gegebenen Deutung (Fall 1) as nen 
. igo Ps Fig. 2. Schichtdickenabhangigkeit der gemessenen Sat- 
nicht vertraglich, denn beim Sen- tigungsfeldstarke Hg bei verschiedenen MeBtempera- 
ken der MeBtemperatur wire mit turen und Vorbehandlungsbedingungen der Schichten 
A Tame v @e@e H.-E. 200°C Herst.-Temp. 20°C MeBtemp. 
einem Ansteigen der spontanen 960 H-£. 200°C Herst.-Temp. —195°C MeBtemp. 
Magnetisierung und evtl. auch des AAA F.-E. arte Herst.-Temp. 20°C MeSte=ae: 
: ee AAA F.-E. 200°C Herst.-Temp. +15 400°C, 
effektiven Entmagnetisierungs- 20°C MeBtemp. 
faktors der Schicht zu rechnen. 
Aus den Messungen der Elektronenabsorption von REIMER”, sowie 
aus elektronenmikroskopischen Beobachtungen kann geschlossen wer- 
den, daB an den auf 200° C-Tragern niedergeschlagenen Schichten 
ausgesprochene (geometrische) Inselstrukturen nicht vorlegen. Damit 
ist gezeigt, daB der Fall 1 zur Deutung der MeBergebnisse nicht geeignet 
ist. Der Spannungsansatz (Fall 3) hingegen gestattet die gefundenen 


H,-Werte und -Veranderungen (zunachst qualitativ) zu beschreiben. 


Mittels des Faraday-Effektes wurden nun auch Proben vor und nach 
einer Temperung im Vakuum bei 400° C (wahrend einer Stunde) ge- 
messen. Nach der Temperung ergaben sich héhere Werte von Hg, wie 
man es erwarten sollte, wenn infolge der Erholung bei 400° C Spannungen 
weitgehend abgebaut wurden. Die bei der MeBtemperatur von 20° C 


22 REIMER, L.: Z. angew. Phys. 9, 34 (1957). 
Z. Physik. Bd. 156 39 
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noch immer gegentiber 42/5, gefundene H,-Erniedrigung kann durch) 
die Spannungen erklirt werden, die bei der Abkiihlung zwischen Schicht. 


und Unterlage (wegen der unterschiedlichen Ausdehnungskoeffizienten) | 


auftreten. 


—e UY, (willk Enh.) 


0 7 2 3 e 5 6 Hf Eke 9 
Ni —+H 


Fig. 3. Beispiel von Hall-Effekts-Messungen an derselben Probe bei zwei verschiedenen Temperaturen } 


Nachdem in den beiden vorangegangenen Fallen gezeigt wurde, daB} 
die Ergebnisse durch Spannungen erklart werden k6énnen, sollte auch 
ein direkter Nachweis versucht werden, und zwar mit nach Méglichkeit | 
tragerfreien Schichten. 


CE i a EE A RN a) Se 


—e 4 


Fig. 4. Feldstarkenabhangigkeit der Faraday-Drehung © an einer auf Kollodiumunterlage befindlichen 
Schicht 


Wie Fig. 4 zeigt, wurde an Nickelschichten, die auf einer von Stein- 
salz ablésbaren diinnen Kollodiumhaut hergestellt waren, ungefahr die 
za erwartende Sattigungsfeldstarke (4 J; p) gefunden, was bei einem. 
Fehlen nennenswerter Spannungen zwischen Schicht und Kollodiumhaut 
verstandlich ist. 
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Danach wurden Schichten hergestellt, die auf einer Kombination 
Glastrager + NaCl-Aufdampfschicht + S10-Aufdampfschicht niederge- 
' schlagen waren. Diese Proben konnten sowohl vor dem Ablésen vom 
Glastrager, als auch nachher zur Faraday-Effekts-Messung verwendet 
werden. Ein Beispiel in Fig. 5 zeigt, daB eine vollstindige Entspannung 
nicht erfolgte (offenbar wegen der SiO-Schicht), sondern einige Bereiche 
der Schicht anscheinend friiher die Sattigungsdrehung erreichen als 
andere. Es bleibt jedoch festzustellen, daB nach dem Ablésen zur 
Erreichung eines gegebenen Drehwinkels stets ein gréBeres Feld er- 
forderlich war als im unabgelésten Zustand. Nach diesem direkten 


oO 
=: 
< 
su 
SN 
S 
— 
0 
0 7 2 oi 4 ei 6 7 6 kOe 9 
—e 
Fig. 5. Feldstarkenabhangigkeit der Faraday-Drehung einer auf SiO-Unterlage befindlichen Schicht vor 
(@@e@) und nach (O00) Ablésung vom Glastrager 


Nachweis des Einflusses der Unterlage soll nun versucht werden, die 
durch Spannungen zu erwartende H.-Erniedrigung abzuschatzen. 

Berechnet man den tangentialen (zweidimensionalen) Spannungs- 
zustand einer gegen die Unterlage verspannten Schicht, so ergibt sich 
aus der Spannungs-Dehnungs-Beziehung: 


0, =0y= a WM ee (1) 

Hierbei sind die tangentiale Dehnung ¢, = ¢, , sowie das Verschwinden 
der auBeren Spannung in Normalenrichtung O,= 0 als Bedingungen vor- 
gegeben. Die Querkontraktionszahl y ist mit dem am kompakten Mate- 
rial ermittelten Wert eingesetzt. Unter Vernachlassigung von Flieb- 
vorgangen und bei Benutzung des E-Moduls des kompakten Materials 
ergibt der differentielle Ausdehnungskoeffizient zwischen Nickelschicht 
und Glasunterlage von etwa 5-106 grad? (bei Zimmertemperatur) 
Spannungen in der GréBenordnung von 0,155 kp/(mm? - grad). 

Fiir die Berechnung der sich einstellenden Richtung der Magneti- 
sierung (gegen die Schichtebene) ist eine Energiebetrachtung erforderlich. 


39" 
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sste 


2 2 
Fog et Peete ge Ne — 3 (—A)osin®d. (2) 


ges 2 
Hierin ist J, die zur Schicht senkrechte Komponente der Magnetisierung | 
& der Winkel zwischen Magnetisierungsvektor und Schichtebene und 
NN, Np umd 2. er es Oat Ae Anteil 14Bt sich umschrei- 
ben: 2 
Ta = 34 a ibe (3) 
Da die sich einstellende Richtung des Magnetisierungsvektors einen? 
Minimum der freien Energie entspricht, muB hierfiir gelten: 
OF BAS 
die a ees ae (4) 
Damit erhalt man fiir die Sattigungsfeldstarke (J, =TJ>5): 


Hio=Nie a . (5) 


Man sieht, daB beim Vorliege 
einer Zugspannung in Rich 
tung der Schichtebene be 
Nickel die Sattigungsfeldstar 
ke erniedrigt wird (vgl. Fig. 6). 

Betrachtet man nun de 
Fall des fehlenden auBere 


We atl 7 Feldes (HW =0), so ergibt sich 
Fig. 6. EinfluB von in der Schichtebene vorhandenen aus Gl. (4): 
Zugspannungen auf die (zur Schichtebene) transversale 3A 
Magnetisierungskurve von Nickelschichten (schematisch) JAG | == 
7 —N\L=0 @ 


mit der Lésung J,=0 fiir 3Ao/J%<.N, was bei den hier betrachteten} 
Proben stets gilt. Als Beispiel ergeben die Daten des kompakten Mate- 
rials fiir A und J;, sowie ein hoher Wert fiir die Spannungen o von 
100kp/mm? nur 3 Ao/I$ =4,3, d.h. erheblich weniger als etwa N=42 
im Falle einer ausgedehnten Platte. Fiir 340/13 > N wiirde I, =TIg. 
Damit ist auch im Fall der hier betrachteten Schichten gezeigt, daB 
selbst beim Vorliegen erheblicher Spannungen, ohne dauBeres Transversal- 
feld, eine {in der Schichtebene) zweidimensionale Verteilung der Magneti- 
sierungsvektoren zu erwarten ist. Das steht in Ubereinstimmung mit 
den fritheren Messungen iiber deren Orientierungsverteilung in solchen 
Schichten mittels der magnetischen Widerstandsanderung®. 

Schatzt man nun den spannungsbedingten Term in Gl. (5) ab, so 
ergibt sich fiir eine Temperaturdifferenz von rund 400°C, d.h. Span- 
nungen von etwa 60 kp/mm?, sowie bei Benutzung der Werte des kom- 
pakten Materials fiir die Sattigungsmagnetostriktion und die spontane 


23 Marceau W.: Z. Physik 153, 359 (1958). 
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Magnetisierung, eine zu erwartende Erniedrigung der Sattigungsfeld- 
starke von etwa 1,2kOe. Dies stimmt gré8enordnungsmaBig mit der 
gegentiber 42/5 p gefundenen Erniedrigung von Hs tiberein, soweit man 
die bei 400° C 1 Std getemperten dickeren Schichten betrachtet. Bei 
den diinneren Schichten ist dann im Zusammenhang mit der Abnahme 
der spontanen Magnetisierung (und damit auch der Magnetostriktion) 
ein geringerer Beitrag der spannungsbedingten H,-Erniedrigung zu er- 
warten, was mit dem Gang der MeBwerte iibereinstimmt. 

Die starkere Erniedrigung von H,; bei den auf 200° C-Tragern nieder- 
geschlagenen ungetemperten Schichten ist dadurch zu erklairen, daB 
noch gréBere Spannungen infolge der Abschreckung von der Temperatur 
der Kristallitbildung beim Aufdampfen bis auf die MeBtemperatur von 
20° C vorhanden sind, weil sie bei 200° C nicht in dem MaBe wie bei 
einer Temperung bei 400° C abgebaut werden. 

Der Vergleich der Ergebnisse bei den MeBtemperaturen von 20° C 
und — 195°C an den Schichten mit 200° C Herstellungstemperatur er- 
gibt etwas groBere Differenzen, als man nach der vorstehend angegebenen 
Abschatzung erwarten sollte. Da hierbei jedoch weder die VergroBerung 
der spontanen Magnetisierung beim Abkiihlen, noch die damit zu 
erwartende Zunahme der Sattigungsmagnetostriktion beriicksichtigt 
wurde, sei daher beziiglich der letztgenannten Messungen nur die 
groBenordnungsmaBige Ubereinstimmung festgestellt. 


Herrn Professor Dr. E. KApPpLER mochte ich fiir das dieser Arbeit entgegen- 
gebrachte Interesse und die Bereitstellung von Institutsmitteln danken. 
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Aus dem II. Physikalischen Institut der Universitat Heidelberg 


Ionenstreuung warmer Elektronen | 
in nichtentarteten unpolaren Halbleitern | 


Von 
KARLHEINZ SEEGER 
Mit 2 Figuren im Text 


(Eingegangen am 12. Juni 1959) 


The theory of carrier heating in nondegenerate unpolar semiconductors under 
the influence of both ion scattering and lattice scattering is developed. Scattering} 
by acoustical and optical phonons is considered. The velocity distribution is} 
chosen as Maxwellian using an electron temperature slightly above the lattice 
temperature. For n-type germanium the influence of ion scattering on electron 
heating comes out to be about 4 times stronger than that on zero-field mobility 
in the case of small ion densities. A factor of 5 is obtained instead, if optical 
phonons are neglected using a theory by SopHa. A comparison with experimental 
data has the effect that apparently ion scattering is unsufficient to explain the} 
variations found between different samples. 


1. Einleitung 


Der EinfluB eines starken elektrischen Feldes auf die Beweglichkeit 
von Elektronen im Halbleiter laBt sich durch die Vorstellung von ,,heiBen 
Elektronen™ beschreiben. SHOCKLEY! diskutierte diesen Effekt am Bei- 
spiel des Germaniums unter Beriicksichtigung der Elektronenstreuung 
an akustischen und optischen Phononen. Als Geschwindigkeitsverteilung 
der heiBen Elektronen nahm er eine Maxwell-Verteilung an, die so abge- 
wandelt wurde, da8 die Gittertemperatur durch eine ,,Elektronen- 
temperatur’ ersetzt wurde, die tiber der Gittertemperatur liegt. 

Im Bereich schwacher Felder E entwickelt man die Beweglichkeit yu} 
nach E?: 


=o 6 B), (1) 


wobei 49 die Beweglichkeit im Grenzwert verschwindender Feldstiarke 
ist (,,Nullfeld-Beweglichkeit“). KOENIG? spricht in diesem Zusammen- 
hang von ,,;warmen Elektronen‘‘. GUNN? berechnete «% unter Benutzung 
einer Theorie von CONWELL‘, in der Streuung an akustischen Phononen | 
und Ionen angenommen wurde. Der Einfachheit halber wurde eine | 

| 


1 SHOCKLEY, W.: Bell Syst. Techn. J. 30, 990 (1951). 

? KOENIG, S. H.: J. Phys. Chem. Solids 8, 227 (1959). 

* Gunn, J. B.: Progress in Semiconductors, vol. 2, p. 246. New York: John 
Wiley 1957. 

4 ConwELL, E. M.: Phys. Rev. 90, 769 (1953); Phys. Rev. 88, 1379 (1952). 
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einheitliche Elektronengeschwindigkeit vorausgesetzt. SopHA® wieder- 
holte die Rechnung unter Benutzung einer Maxwellschen Funktion und 
gelangte zu verniinftigeren Ergebnissen im Gebiet geringer Ionen- 
konzentration. Leider blieb auch hier die Streuung durch optische 
Phononen unberiicksichtigt. MOoRGAN® berechnete « unter der Annahme 
der Streuung an akustischen und optischen Phononen bei Beriicksichti- 
gung einer Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung, ohne jedoch den 
EinfluB der Ionenstreuung zu untersuchen. 


Experimentelle Werte von « wurden bisher fiir m-leitendes Germanium 
von GUNN? bei Gittertemperaturen TJ von 77 und 90° K und von 
ARTHUR, GIBSON und GRANVILLE’ bei 300° K gemessen. Die Proben 
hatten Ionendichten von etwa 4-10!4/cm?. MorGaNn’ und SEEGER? 
fiihrten Messungen von « bei Temperaturen 7 zwischen 80 und 300 °K 
fiir m- und f-leitende Germanium-Proben mit Ionendichten zwischen 
1013/cm? und 10!8/cm? durch Bei allen bisherigen Messungen ist sicherlich 
ein EinfluB der Ionenstreuung vorhanden. 


In der folgenden Arbeit sollen MorcAns Rechnungen® fiir den Fall 
erweitert werden, daB auch Ionenstreuung vorliegt. Insbesondere inter- 
essiert, um wieviel starker « von der Ionenkonzentration abhangt als 
dies fiir #» der Fall ist, und zwar im Gebiet schwacher Ionenstreuung. 
Numerische Ergebnisse werden fiir m-leitendes Germanium angegeben 
und mit den vorliegenden MeBergebnissen verglichen. Der Vergleich 
wird zeigen, inwieweit die unterschiedlchen Ergebnisse fiir Proben ver- 
schiedener Ionendichten durch Ionenstreuung erklart werden kénnen. 

Im nachsten Abschnitt wird die Theorie der Beweglichkeit als 
Funktion der Elektronentemperatur entwickelt. Mit Hilfe der Energie- 
gleichung wird dann die Beweglichkeit als Funktion der Feldstarke mit 
der Gittertemperatur als Parameter erhalten. Die nachfolgenden Ab- 
schnitte enthalten numerische Ergebnisse und einen Vergleich mit den 
MeBwerten. 


2. Die Beweglichkeit warmer Elektronen 


Wir nehmen im folgenden an, daB die Energieflachen spharisch seien 
und das einfache Modell der Bandstruktur giiltig sei. Ferner sei die 
Temperatur des Kristalls hoch genug, daf fiir akustische Phononen das 


5 SopHA, M. S.: Phys. Rev. 107, 1266 (1957). 

6 MorGAN, T. N.: Report Univ. of Illinois, May 1957. — Bull. Amer. Phys. 
Soc., Ser. II 2, 265 (1957). Ausfiihrlich zitiert von M. S. Sopa u. D. B. AGRAWAL 
Canad. J. Phys. 36, 707 (1958). 

7 ARTHUR, J. B., A. F. Gipson and J. W. GRANVILLE: J. Electronics 2, 145 
(1957). we 

8 Morcan, T. N.: J. Phys. Chem. Solids 8, 245 (1959) und private Mitteilung. 

9 SEEGER, KX.: Phys. Rev. 114, 476 (1959). 


584 KARLHEINZ SEEGER: 
Gleichverteilungsprinzip gilt. SchlieBlich sei die Geschwindigkeits- | 
verteilung der Elektronen eine Maxwell-Verteilung (unter Elektronen | 
seien im folgenden auch Defektelektronen verstanden) : 


N(v) dv ~v?- exp(— mv®/2kT*) dv. (2) | 

Hierbei ist 
v = Elektronengeschwindigkeit, 7* = Elektronentemperatur, | 

m = effektive Masse der Elektronen, k = Boltzmann-Konstante. © 


Die Wirkung des elektrischen Feldes ist hier in summarischer Weise 
durch die skalare GréBe T* beschrieben, die fiir verschwindendes elek- 
trisches Feld gleich der Gittertemperatur T wird. Bei Benutzung der | 
Abkiirzung x= mv2/2kT wird N(v) dv ~f (x) x*d x, wobei f(x) =e-*-T/T* 
ist. Der von ConwELL! angegebene Ausdruck fiir die Beweglichkeit ju in | 
Abhangigkeit von der Relaxationszeit t(x) laBt sich dann schreiben: 


w= (2e/3m) + f f(x) [d(x x3)[d x] dx | f f(x) xd dx, G3) | 
0 0 
wo e die Elementarladung bedeutet. 


Fir Streuung an akustischen Phononen ergibt sich daraus im Grenz- 
fall verschwindenden Feldes 


Lao = (4e/3. 202 m) -(2kT/m)—*-L,, (4) 


indem die mittlere freie Weglange /,,=1-v=t:(2kT/m)*-x* energie- 
unabhangig angenommen wurde. 

CONWELL und WEIsskopr!! berechnen die Nullfeld-Beweglichkeit fiir 
reine Ionenstreuung s47), indem sie fiir t ein 


Tion = By v8 (5) 
einsetzen, zu 
Mero = (8e/z2 m) - (2kT|/m)$- By. (6) 
Dabei bedeutet 


B, = Ny? - x? m?[vetln (1+ N, 4x2 OR? T2Je4) , (7) 


wo N, die Ionendichte und x die Dielektrizitatskonstante sind. Die 
ursprtinglich in dem logarithmischen Glied enthaltene v-Abhangigkeit 
ist naherungsweise durch eine Abhangigkeit von T ersetzt worden. 
Fiir die Streuung an akustischen und optischen Phononen gilt nach 
Morcan® 
(1/7) Gitter = 7p (2RT/m)* x8/h(x) , (8) 


10 SHOCKLEY, W.: Electrons and Holes in Semiconductors. New York: Van 
Nostrand 1950. 
1! CONWELL, E. M., u. V. F. Wetsskopr: Phys. Rev. 77, 388 (1950). 
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~ wobei* 
A(x) = {1+ [6 x9/2(e — 1)] - [1+ x /x)? + ce Re(4 — xq[x)*]}4+ (8a) 
X%y: kT =hyv,, die Energie der optischen Phononen, 
6 das Verhaltnis der Matrixelemente der Streuung an optischen 
Phononen, zu der an akustischen Phononen, 
Re den Realteil bedeutet. 
Der erste Term in (8a) ist in Verbindung mit (8) die Wahrscheinlichkeit 


fiir Absorption und Emission von akustischen Phononen; der zweite 
stellt die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir optische Phononen dar. 


Die Gesamtstreuwahrscheinlichkeit 4/7 ist dann 


4/t = (41/7) Gitter + (4/T)ion- (9) 


Damit ergibt sich fiir die Beweglichkeit unter Beriicksichtigung von 
_Gitter- und Ionenstreuung 


iies — (1 )2*)* TTT), (10) 
~wobei ais 
DU (de Vex | Weexp (=o 111 het (a) aia yi ae (11) 
0 
a, ist ein MaB fiir die Ionendichte, indem 

ay aa OMaoltz0 aaa (m/2kT)? , l,,[By- (12) 

Die Nullfeld-Beweglichkeit 7) ergibt sich daraus fiir 7*=T: 
HolHao = 2(1). (13) 


iFiir schwache Felder ist (7*— 7)/T*=d6<1, und man kann in (10) 
nach 6 entwickeln. Man erhalt dann, wenn man nur Glieder proportional 
6 beriicksichtigt und die Beweglichkeit gemaB Gl. (4) durch « ausdriickt: 


aE = [56/27 (4)] -[7(1) —0,4- fe e~*|(h (x) + ah o-®)} dx]. (14) 


Hierdurch ist « als Funktion der Elektronentemperatur wiedergegeben, 
die sich in 6 ausdriickt. Die zur Eliminierung der Feldstarke / ndétige 
Beziehung zwischen 6 und & gewinnen wir aus der Energiegleichung. 


3. Energiegleichung 
Zur Berechnung des Zusammenhangs zwischen Elektronentemperatur 
und Feldstarke wird der mittlere Leistungsgewinn eines Elektrons vom 
Feld mit dem Leistungsverlust infolge von Zusammenst6Ben verglichen. 
os Im folgenden werden die von MorGaNn eingefiihrten Bezeichnungen benutzt, 
z.B. « fiir (uy —p)/4gE2, wahrend diese GréBe von anderen Autoren als — fi be- 


zeichnet wird. 
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Im Gleichgewicht miissen beide einander gleich sein. Die StéBe mit Ione 

k6énnen hier als elastische StéBe behandelt werden. Die Energiegleichun 

besitzt daher die von Morcan angegebene Lésung®. Fiir den Fa 

schwacher Felder (6<1) vereinfacht sie sich zu 

a B® = (0/2K) - (Wao/Mo) - 

Hierin sind, wenn c die Schallgeschwindigkeit im Halbleiter ist, %» un 
K definiert als 

% = (3.22/64) - (aol e)*, (15a) 

K = [A+ (8 %o/2 (e — 1)) - (A %opt/82 c?) x6 e*!” Ky (%/2)] 4, (15.b} 

K, (x) = — (a/2) - H{"’ (¢ x) eine Bessel-Funktion | | 


zweiter Art mit rein imagindrem Argument”. 


_ tat 


=o 


— 
ees 


Setzt man (15) in (14) ein, so erhalt man schlieBlich fiir « den Wer 
a=: 5K- (1) — 0,4 f {x e*/(h1 (x) + az x*)} dx| - (46) 
0 


Beriicksichtigt man weder die Streuung an optischen Phonone 
(K =h(x)=1) noch an Ionen (a;=0), so ist % der Wert von « fiir Streu 
ung an akustischen Phononen. 

Besonders interessant erscheint der Fall schwacher Ionenstreuung 
d.h. aj<1. Werden die Integrale nach az entwickelt und die Ent 
wicklungen nach dem jeweils ersten Glied abgebrochen, so folgt darausg| 


ajo = 5K RA — I, a3) (17 
und entsprechend aus (13) 

Molla = 13(1 — I, a7). (18 
Die Integrale J, bis J, sind gegeben durch 


I,= f xe*h(x) dx —0,4 f x e-*h(x) dx 
0 0 
I, =I," if x4 e-* h2(x) dx — 0,4 f e-* h2 (x) dx 
0 0 
und ie 
UO ee Caylee 
0 


[,/I, ist dann ein Mab daftir, wieviel mal starker die Ionenstreuung in 
a als in fy eingeht. 


2 Tabelliert bei JAHNKE-Empe: Tafeln hodherer Funktionen, S. 233—239, 
Leipzig 1948. | 


1 
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4. Numerische Ergebnisse 


Numerische Ergebnisse wurden fiir m-leitendes Germanium berechnet. 
In die Rechnung gehen zwei Konstanten ein, ndémlich die Energie opti- 
scher Phononen in Germanium /y,,, und die Kopplungskonstante 5 aus 
Gl. (8a). Durch Streuung kalter Neutronen an optischen Phononen in 
Germanium wurde hy,,,/k zu 400° K gemessen}, b wurde so bestimmt, daB 
die Nullfeld-Beweglichkeit fiir verschwindende Ionenstreuung jtp= jt, 9° 1s 
die experimentell beobachtete Abhangigkeit von der Gittertemperatur T 


Tabelle. Werte dey Koeffizienten von a|% und f/y9 als Funktion der Temperatur. 
Zum Vergleich zu I, ist die Funktion 0,975 - (T/80° K)—1® angegeben, die die 
experimentellen Befunde wiedergibt 


TA Fa) 80 100 133 200 300 
SKI, | Syso Ons) yes sees!) aslo store! Avols ses) Doyo aor 
I 0,975 | 0,949 0,904 0,838 0,787 
01975 -((2/ 80° K)-°.4® | 07975 0,941 0,899 0,842 0,789 
Ms 26,16 19,84 14,95 12,02 11,38 
6 | 6,06 4,88 3,93 3,27 3,01 
LNG 4,32 | 4,06 3,80 3,68 3,79 


zeigt, ndmlich uy~T7—1-* oder, da in Gl. (4) 1,,~7 7 und dement- 


meaprechend pi, 5~ 1 ** ist*®, daB [,~ 7 ®-1* ist. In Tabelle 4 sind J, und 


T~°:16 letzteres mit geeignetem Proportionalitatsfaktor, fiir 5 Tempera- 


~ turen zwischen 80 und 300° K angegeben, wobei mit MorGcan® und 
- ConwELL™ b=0,4 gewahlt wurde. Die Ubereinstimmung ist bei allen 


Temperaturen besser als 1%. Die Bestimmung von 0 nach diesem Ver- 
fahren ist im vorliegenden Fall sehr ungenau. Um 0} mit nur 10% 
Genauigkeit festzulegen, miiBte man den Exponenten der Temperatur- 
abhangigkeit von mw, auf +0,02 genau messen. Die tatsachlich beob- 
achteten Schwankungen des Exponenten von Probe zu Probe sind 
jedoch® +0,07. Man kénnte daher 6 auch auf Grund anderer Daten 
festlegen, z.B. durch den Wert von « bei 300° K. 

Die Werte der iibrigen Integrale sind ebenfalls in der Tabelle aufge- 
fiihrt. In der letzten Zeile ist /,/I, angegeben. Die Werte variieren mit 
der Temperatur zwischen 3,7 und 4,3. Es ist von Interesse, diese Zahlen- 
werte mit denjenigen zu vergleichen, die man bei Vernachlassigung der 
optischen Phononen erhilt. Fiir diesen Fall haben DEBYE und CONWELL” 
Mo berechnet: 


Hol Hag = 1+ a7 (Ci a, cos a; + Sia; sin a; — (x/2) sin ay). (19) 


13 PErAH, I., C. M. EISENHAUER, D. J. HUGHES u. H. PALEvsky: Phys. Rev. 
108, 1091 (1957). 

14 ConweELL, E. M.: J. Phys. Chem. Solids 8, 234 (1959). 

15 DEeByE, P. P., u. E. M. CONWELL: Phys. Rev. 93, 693 (1954). 


| 
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Hierbei sind Ci und Si Integral —cos und --sin. SopHA® hat « berechnet } | 


oo 


i| 
=4a DPE aN ree i] dy — fF [pe-*(o" + af) dy : (20)] 
Die Integrale lassen sich exakt lésen*: 


a/% = 1+ 5a; {Ci a, cos a, + Sia,sin a, — (x/2) sin a; + a1)! 
+ 2/5 + (2/5) a,(Cia,sina,; — Sia,cos a, + (x/2) cosa;)}. 


Fiir kleinere Werte von a, ergibt sich daraus naherungsweise 
Hollao = 41 — a7 [ka (A/az) = C), (22)} 


ao = 1 — 5a;[In(1/a;) — C — 2/5], (23)) 


wobei C 0,577 die Eulersche Konstante ist. Somit geht also bei Ver- 
nachlassigung der optischen Phononen die Ionenstreuung 5mal starker 
in % als in jp ein, entsprechend dem oben erwahnten Faktor 3,7 bis 4,3. 
Der Vergleich zeigt, daB die Beriicksichtigung der optischen Phononen 
in m-leitendem Germanium diesen Faktor etwas reduziert, ohne jedoch} 
seine GréBenordnung zu verandern. 


5. Vergleich mit den MeBergebnissen 


Wir vergleichen nun die aus der Theorie gewonnenen Ergebnisse mit 
den MeBergebnissen. In Fig. 4 ist die gemessene Nullfeld-Beweglichkeit 
Mo als Funktion der Gittertemperatur TJ fiir zwei Proben unterschiedlicher 
Reinheit gestrichelt aufgetragen®»®. Die ausgezogenen Kurven stellen 
theoretische Werte dar. a fiir T=80° K wurde zu 0,05 bestimmt, indem 
der theoretische Wert von jz) mit dem an einer 3,35 QQom-Probe gemes- 
senen Wert dort zur Ubereinstimmung gebracht wurde. Die Temperatur- 
abhangigkeit von aj ergibt sich dann aus Gl. (12) zu 


a? ~ T-In[4 + (T/2,83° K)?]. (24) 


Hierbei wurde unter dem Logarithmus fiir N, =5,2 - 10!4/cm3, d.h. die 
fiir die Probe ermittelte Ionendichte, eingesetzt. Mit diesen Werten von 
a; wurde die untere ausgezogene Kurve berechnet. Sie stimmt in be- 
friedigender Weise mit der MeBkurve iiberein. Die mangelhafte Uber- 
einstimmung zwischen der oberen theoretischen Kurve und der von einer | 
21,5 Qcm-Probe gewonnenen Kurve ist darauf zuriickzufithren, daB diese | 
relativ reine Probe 6,8 - 10!3 Ionen/cm? enthielt, die theoretische Kurve | 
dagegen fiir ganz reines Germanium giiltig ist. 


* Die Gln. (21) bis (23) hat Herr Dr. MUuiscHLEGEL abgeleitet. Ich danke ihm — 
dafiir, diese Ergebnisse an dieser Stelle ver6ffentlichen zu diirfen. 
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In Fig. 2 ist « als Funktion von 7 aufgetragen. Die strichpunktierten 
Kurven stellen die an den erwahnten Proben gemessenen Werte dar. Die 


70 7 
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60 700 733 200 °K 500 
—e /emperatur7 
Fig. 1. Nullfeld-Beweglichkeit mit und ohne Ionenstreuung, als Funktion der Gittertemperatur und 
MeBwerte von zwei Germanium-Proben 
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Fig. 2. «(T) mit und ohne Ionenstreuung und o(T). Diese Werte werden verglichen mit MeBwerten, die 

von Proben mit 6,8-10!% Ionen/em’ und 5,2 + 10'4 Ionen/cm* erhalten wurden (21,5 Qcm m-Germanium 

bzw. 3,35 Qcm n-Germanium). Die MeBwerte an der 21,5 Qcm-Probe wurden von MorGan ® an derselben 
Apparatur erhalten, an der die andere Probe gemessen wurde 
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beiden ausgezogenen Kurven stellen die aus Gl. (17) berechneten Wert@ | 
dar, und zwar fiir a-=0 und fiir die soeben ermittelten Werte von a;\f} 
Die gestrichelte Kurve stellt (7) dar. Die zunachst auffallendef 
Diskrepanz im Absolutwert der Kurven fiir die reine Probe ist hiea} 


lungsparameters ) beseitigen. Von Interesse dagegen ist, um wievielf 
die jeweiligen Kurven fiir die reine und unreine Probe auseinander-f} 
klaffen, und zwar vor allem bei hohen Temperaturen. Der Vergleich [ 
zeigt, da die Theorie die experimentellen Befunde dort auch nicht}, 
annahernd richtig wiedergibt. Zum Beispiel bei 200° K wurde ein Unter-}} 
schied in « zwischen beiden Proben von einem Faktor 1,7 gemessen,f) 
wahrend die Theorie laut Fig. 1 einen Faktor 0,1 fiir den Unterschied | 
zwischen der unreinen Probe und einer ideal reinen Probe liefert. Dieff 
Beriicksichtigung der 6,8 - 1043 Ionen/cm? in der Vergleichsprobe wiirdelf 
das MiBverhaltnis nur noch verstarken. 


6. Diskussion 


Um die Diskrepanz zwischen Theorie und Experiment zu beseitigen 
kann man verschiedene Wege versuchen. Einmal kann man gegen dia 
eingangs gemachten Voraussetzungen Bedenken erheben. Am schwer] 
wiegendsten diirften die gegen die Annahme einer Maxwellschen Gel 
schwindigkeitsverteilung der warmen Elektronen sein. Diese Verteriend 
ist nur im Gebiet starker Elektron-Elektron-Wechselwirkung voll giiltig 
Sonst ergibt die Lésung der Boltzmann-Gleichung eine andere Verteilung 
die sich im Bereich schwacher Feldstarken von der Maxwell-Verteilung} 
in ndachster Naherung nur um einen von der Feldstarke abhangige 
Faktor unterscheidet. YAMASHITA und WATANABE!® erhielten eine 
Faktor 


(Cee A oe Eel eaes 


bei Berticksichtigung der Streuung an lediglich akustischen Phononen.|§ 
ApAwI"’ beriicksichtigte zusatzlich die Ionenstreuung. Fiir den Bereichiff 
schwacher Felder erhielt er einen Faktor 


(1 ae la oe 


und damit Werte von « als Funktion von a,, die im Bereich ar<0,4 
um etwa einen Faktor 2 gréBer als die von SopHA® mit Hilfe einer 
Maxwellschen Verteilung errechneten Werte sind. Wenn man zunichst! 
einmal annimmt, daf der zusatzliche EinfluB optischer Phononen diesen 
Faktor 2 nicht stark verandert, dann miiBten die von uns berechneten 


16 Yamasuita, J.,u. M. WATANABE: Progr. Theor. Phys. (Japan) 12, 443 (1954). 
1” ADAwI, I.: Phys. Rev. 112, 1567 (1958). 
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Werte fiir a0 und damit auch geringere Elektronenkonzentrationen 
um diesen Faktor 2 erhéht werden, wahrend die Werte fiir solche ae 
fiir die die Elektronenkonzentration gréBer als 2 - 10"4/cm? bei Zimmer- 
temperatur und 1-10'/cm bei 200° K ist!8, praktisch unverdndert 
bleiben. Dieser Effekt ist jedoch ebenfalls zu klein, um die beschrie- 
_benen Diskrepanzen aufzulésen. 

Morcan® hat kiirzlich einen Vorschlag gemacht, um Theorie und 
_Experiment in Einklang zu bringen. MorcGan léste die Boltzmann- 
_Gleichung fiir Streuung an akustischen und optischen Phononen und 
verhielt fiir die Verteilungsfunktion eine wellige Struktur mit der Energie 
der optischen Phononen als Periode. Fiir reines -leitendes Germanium 
)konnte er bei hohen Temperaturen Theorie und Experiment zur Uber- 
-einstimmung bringen. Er erwahnt dabei eine mégliche Erweiterung 
‘seiner Rechnungen dahingehend, daB Prozesse beriicksichtigt wiirden, 
bei denen zwei Elektronen, deren kinetische Energien zusammen- 
genommen groBer oder gleich der Energie eines optischen Phonons sind, 
dieses auf Grund ihrer Wechselwirkung zu emittieren vermégen. Da 
die Emission optischer Phononen « sehr stark beeinfluBt, ist von solchen 
_Zweielektronenprozessen ebenfalls eine starke Beeinflussung von « zu 
-erwarten, die zudem von der Elektronenkonzentration abhangt. Da 
diese in unkompensierten Proben mit einfach ionisierten Fremdatomen 
‘numerisch gleich der Ionenkonzentration ist, wird dadurch ein starker 
-EinfluB der Ionenstreuung vorgetauscht. Die Messungen von « an kom- 
pensierten Germanium-Proben® deuten darauf hin, da eher die Konzen- 
tration der Elektronen als die der Ionen bei nicht zu tiefen Temperaturen 
von EinfluB ist. 

Die vorliegende Arbeit zeigt, daB die Ionenstreuung nicht ausreicht, 
um die Messungen der Elektronenaufheizung in unreinen n-leitenden 
Germanium-Proben zu deuten. Es wird vorgeschlagen, Elektron-Elek- 
tron-Streuprozesse zu beriicksichtigen, um Theorie und Experiment in 
Einklang zu bringen. 

Herrn Professor Dr. O. HAxeEt danke ich fiir das der Arbeit entgegengebrachte 
Interesse, den Herren Professor Dr. J. BARDEEN, Dr. T. N.MorcGan und Dr. 
B. MUurscuLecet fiir Diskussionen und Herrn Dr. G. KRAMER und Herrn H. D. 
ZexH fiir numerische Rechnungen. Der Reaktor GmbH., Karlsruhe, danke ich fiir 
die Méglichkeit zur Benutzung ihrer elektronischen Rechenmaschine ZUSE. Das 
Bundesministerium fiir Atomkernenergie und Wasserwirtschaft hat die Arbeit durch 
ein Stipendium unterstutzt. 
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Aus dem Institut fiir Experimentalphysik der Universitat Kiel 


Der Einflu8 der Kathodensublimation 
auf die Energiebilanz eines Hochstromkohlebogens 
Von 
E. Hinricus und R. WIENECKE 


Mit 5 Figuren im Text 


(Eingegangen am 30. Juni 1959) 


Der Einflu8 der Sublimation des Kathodenmaterials eines Hochstromkohlebogen#} 
im Stromstarkebereich oberhalb 400 Amp auf die Energiebilanz des Bogens wirt 
naher untersucht. Dabei kann gezeigt werden, dafB die fiir die Sublimation not) 
wendige thermische Leistung einem zusatzlichen elektrischen Leistungsbedarf ent 
spricht. Sondenmessungen zeigen, da®B der zusatzliche Spannungsbedarf einelff) 
Bogens mit sublimierender Kathode im Kathodengebiet ftir die Sublimation, Au 
heizung und Beschleunigung des Kohlenstoffdampfes zur Verfiigung steht. 


1. Einleitung und Problemstellung 


Nach einer Beobachtung von GUILLERY! setzt bei einem Hochstrom 
kohlebogen bei einem Strom von etwa 400 Amp eine Sublimation de 
Kathodenmaterials ein. Diese Sublimation erfolgt nach Untersuchunger 
des einen von uns (R.W.?) in Form von feinen von der Kathode aus| 
gehenden Dampfstrahlen, deren Zahl oberhalb 400 Amp linear mit de 
Bogenstrom zunimmt. Die Strom-Spannungs-Charakteristik, die unter 
halb 400 Amp zunachst den normalen Abfall mit steigendem Strom hat 
steigt nach Durchlaufen eines flachen Minimums im Bereich der Katho 
densublimation wieder an. Da in diesem Stromstarkebereich bei einen} 
frei brennenden Bogen noch keine steigende Charakteristik zu es | 
ist, lag die Vermutung nahe, daB der Wiederanstieg durch den zusatz 
lichen Energieverbrauch fiir die Sublimation hervorgerufen wird. Ahn‘ 
liche Erscheinungen sind auch bei Bogen mit verdampfender Anodadf 
bekannt?. 

Nimmt man an, da der Wiederanstieg der Charakteristik durch den] 
Energieverbrauch der Sublimation hervorgerufen wird, so muB die zu] 
sdtzliche elektrische Leistung 4U,- J [hier bedeutet AU;=}/(J)] die 
Differenz zwischen der gemessenen steigenden und der extrapolierten] 
fallenden Charakteristik im Sublimationsgebiet gleich sein der zurf 


2 WIENECKE, R.: Z. Physik 150, 231 (1958); 151, 159 (1958). 


3 FINKELNBURG, W.: Hochstromkohlebogen, Berlin-Géttingen-Heidelberg: | 
Springer 1948. | 
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Sublimation, Aufheizung und Beschleunigung benétigten thermischen 
Leistung. Um dies zu priifen mu8ten die Bogencharakteristik und die 
pro sec sublimierte Kohlenstoffmenge bestimmt werden. 


2. Messung der U-J-Charakteristik und des Abbrandes 

a) Die Messung der U-J-Charakteristik geschah auf folgende Weise: 
Der zu untersuchende Lichtbogen wurde zwischen zwei iibereinander- 
stehenden Elektroden aus Elektrographit aus einer Hg-Dampfgleich- 
richteranlage gespeist, die eine stufenlose Regelung des Stromes bis zu 
800 Amp gestattete. Die Kathode hatte einen Durchmesser von 20 mm 
und war an der Brennflache kegelformig angedreht (Kegelwinkel ~ 70°). 
Koaxial dariiber stand in 4 cm Abstand die Anode, die zur Vermeidung 


70 


100 200 «300» 400 «500 «600-00: B00 
T(Amp) 
Fig. 1. U-J-Charakteristik des Hochstromkohlebogens (ausgezogene Kurve) 
der Anodenverdampfung einen Durchmesser von 35 mm hatte. Durch 
Nachschieben der Kathodenhalterung konnte wahrend des Brennens 
die Bogenlange trotz der Sublimation konstant auf 4 cm gehalten werden, 
was sich mittels einer vergr6Berten Projektion des Bogens kontrollieren 
lieB. Zur genauen Messung der Bogenbrennspannung wurden beide 
Elektroden unmittelbar unter der Brennflache von der Seite her an- 
gebohrt und in diese Bohrung konisch zulaufende Kohlestabchen von 
4mm @ schraubend so eingepaBt, daB ein guter Kontakt gewahrleistet 
war. Der zwischen Brennflache und seitlicher Anbohrung auftretende 
Spannungsabfall in den Elektroden war bei dem héchsten Bogenstrom 
von 800 Amp kleiner als ein Volt und stérte die Messung der Charak- 
teristik nicht wesentlich. Das die Brennspannung zwischen den ein- 
gepaBten Stabchen anzeigende Voltmeter wurde zusammen mit dem 
Strominstrument (Abgriff an einem Shunt, 60 mV, 800 Amp) mit Hilfe 
einer Siemens-Schmalfilmkamera gefilmt, wahrend der Bogenstrom 
langsam veraindert wurde. Das Ergebnis der Messungen ist in Fig. 1 
wiedergegeben. Aus der Differenz zwischen gemessener steigender und 
extrapolierter fallender Charakteristik oberhalb 400 Amp ist unmittel- 
bar AU,(/) und daraus die zusatzliche Leistung AU, - J, die in Fig. 3 
in Abhangigkeit vom Strom aufgetragen ist, zu ermitteln. 
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] 

| 

| 
Hi 
b) Fiir die zur Sublimation notwendige thermische Leistung L,, ¢ | 
gibt sich folgender Ausdruck: 
T | 
tum alect fat + F] male ta T) — h(4000) + >. (i, 

4000 | 

a = sublimierte Kohlenstoffmenge/sec; c, = Sublimationsenergie/gr =f}, 
15 kcal/g; h = Enthalpie/gr des Kohlenstofigases: p= Coat E | 
des abstr6menden Dampfes. ; 


= 


Abbrand (mq/sec) 
S 


700 200 300 400) ©6500 = 600 700 G00 
L(Amp.) 
Fig. 2. Abbrand der Kathode in Abhangigkeit vom Bogenstrom 


Um Ly, zu bestimmen, muBte zunachst der ,,Abbrand“’ a gemesse 
werden. Dazu wurden die Graphitkathoden vor und nach dem Brenne 
des Bogens auf einer Analysenwaage gewogen, und die Massendifferen 
durch die Brenndauer des Bogens dividiert. Das Ergebnis ist in Fig. ff 
dargestellt. Man sieht, daB der Massenverlust der Kathoden infolge | 
der normalen Oxydation bei kleinen Strémen zunachst recht klein istiff 
dann aber beim Einsetzen der Sublimation plétzlich sehr stark mit 
wachsendem Strom ansteigt. Da die Temperaturverteilung in der Bogen-] 
sdule nicht bekannt ist, konnte Ly, nur fiir einige angenommene Wert 
von T bestimmt werden. Als untere Grenze fiir die Dampftemperatur 
in der Bogenachse wird man 12000° K wahlen, da nach Untersuchungen 
von MaEcKER* die Achsentemperatur eines 200 Amp Kohlebogens dicht 
vor der Kathode 12000° K betragt. Als obere Temperatur wurde) 
16000° K angenommen, weil bei einem frei brennenden Bogen die 
Achsentemperatur mit wachsendem Bogenstrom nur wenig zunimmt, 


4 MarckeEr, H.: Z. Physik 136, 119 (1953). 
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die Bogensaule dafiir aber breiter wird. Die Bestimmung der Enthalpie 
fiir 4000, 12000, 14000 und 16000° K geschah nach bekannten Ver- 
fahren (s. z.B. >). 

Die Geschwindigkeit des abstrémenden Dampfes fiir Bogen mit 
200, 800 und 1200 Amp konnten Untersuchungen des einen von uns &2 
entnommen werden. Zwischenwerte wurden durch Extrapolation ge- 
wonnen. Sie kénnen wegen des starken Geschwindigkeitsabfalles von 
etwa 10° cm/sec bei 800 Amp auf 3 - 104 cm/sec bei 200 Amp keine groBe 
Genauigkeit beanspruchen. Dies ist auch nicht weiter entscheidend, 
da der letzte Klammerterm in Gl. (1) nur einen kleinen Beitrag liefert. 


All 
Shim 76000 °K 
7=74000 °K 


7= 72000°\K 


a 


300 400 500 600 700 600 
Z(Amp.) 
Fig. 3. Zur Sublimation notwendige thermische (ausgezogen) und elektrische (gestrichelt) Zusatzleistung in 


Abhangigkeit vom Bogenstrom 


Ly ist in Fig. 3 ebenfalls mit der Temperatur als Parameter iiber der 
Stromstarke aufgetragen. Man sieht in dieser Darstellung, daB die 
elektrische Zusatzleistung recht gut in der Kurvenschar fiir die thermi- 
sche Leistung liegt, wobei natiirlich zu beriicksichtigen ist, daB die 
Temperatur in der Bogensaule von 12000° K bei 200 Amp mit steigen- 
dem Bogenstrom auf irgendeine hohere Temperatur zunimmt. 

War durch diese Abschatzung nachgewiesen, daB thermische und 
elektrische Zusatzleistung annahernd iibereinstimmen, so muBte zum 
tatsdichlichen Beweis der eingangs gemachten Hypothese noch gezeigt 
werden, da die Zusatzleistung auch wirklich zur Sublimation, Auf- 
heizung und Beschleunigung verbraucht wird. Das heift es muBte 
bewiesen werden, daB bei einem Bogen mit verdampfender Kathode vor 
dieser ein um AU,(/) héherer Spannungsabfall vorhanden ist, als bei 
einem Bogen mit nicht verdampfender Kathode. Hiertiber konnten nur 
Messungen der Potentialverteilungen langs der Bogensdule von Bégen 
verschiedener Stromstarke AufschluB geben. 


5 WiENECKE, R.: Z. Physik 146, 39 (1956). 
6 WIENECKE, R.: Z. Physik 143, 128 (1955). 
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3. Messung der Potentialverteilung in der Bogensaule 

Fiir die Potentialmessungen konnten wir ein von FINKELNBURG und 
MULLER? angegebenes Verfahren ausnutzen. Dabei wird ein blanker 
Wolframdraht geringer Starke, der hochohmig mit Kathode oder Anode 
verbunden ist, senkrecht zur Sdulenachse durch den Bogen geschlagen 
und der Spannungsabfall am Widerstand oszillographisch registriert. 
Der von uns benutzte Wolframdraht hatte eine Durchmesser von 0,7mm, 
die Durchlaufgeschwindigkeit betrug 3,1 m/sec. Eine Relaisanordnung 


a b 

Fig.4au.b. Radiale Potentialverteilung in der Bogensdtu.e 2mm vor der Kathode. a 200 Amp-Bogenstrom; | 
S s 5 

b 800 Amp-Bogenstrom 


sorgte dafiir, daB die von einem Motor bewegte Sonde nur jeweils einmal | 
durch den Bogen geschlagen wurde und dann von selbst zur Ruhe kam. | 
Ikurz bevor die Sonde in den Bogen eintauchte, léste ein Druckkontakt | 
die Horizontalablenkung des Oszillographen aus, so daB auf dem Leucht- | 


schirm zunachst ein Sttick Nullinie geschrieben wurde. Der Sonden- 
widerstand betrug 1. MQ. Die Durchschlaghéhe der Sonde (Abstand von | 
der Kathode) wurde bei Messungen in der Bogensaule jeweils um 5 mm 
verandert, in Kathoden- und Anodennahe fanden Messungen in einem 
Abstand von 1mm statt. Wahrend im mittleren Teil der Bogensaul 
die Potentialkurven tiber dem Bogenradius eine annahernd eee 
Form mit abgeflachten Kanten hatten, zeigten die dicht tiber der Kathode 
erhaltenen Kurven in der Mitte des Oszillogramms, die dem Potential 


* FINKELNBURG, W., u. G. MULLER: Z. angew. Phys. 8, 282 (1956) 
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der Bogenachse entsprechen, eine Einsenkung, deren Tiefe mit steigen- 
dem Strom und kleiner werdendem Abstand von der Kathode zunahm 
(Fig. 4). Die Ursache fiir die Einsenkung in der Bogenmitte oder besser 
der Uberhéhung des Potentials an den Bogenrandern, die bei einem 
Bogenstrom von 800 Amp bis zu 25 V betragt, soll in nachster Zeit 
untersucht werden. Neben der Kriimmung der Feldlinien vor der Ka- 
thode spielen hier wahrscheinlich induzierte Felder eine Rolle, die im 
ungestorten Bogen durch Raumladungen kompensiert sind. Fiir das 
Potential der Bogenachse fand immer nur der tiefste Wert in der Ein- 
senkung Verwendung. 


U 
60 
(Volt) | 
if 
60 }- i 
fz 600A oP 
40{- 
td 200A | 
Zr | 
as See enytoy el 
7 2 e ¥ (cm) 
Aathode Anode 


Fig. 5. Axiale Potentialverteilung in der Sdule eines 200- und eines 800 Amp-Bogens 


Die Messungen wurden bei 200 und 800 Amp Bogenstrom durch- 
gefiihrt, da hier die Brennspannungsunterschiede am gr6Bten sind. Aus 
Fig. 5, in der die Abhangigkeit des Saulenpotentials iiber dem Abstand 
von der Kathode aufgetragen ist, sieht man zunachst, daB die Potential- 
kurven fiir 200 und 800 Amp in der Bogensaule bis zur Kathode an- 
nahernd parallel laufen. Dies bedeutet, da in der Bogensaule bei beiden 
Bogen auch fast die gleiche Feldstarke vorhanden ist. Nur in einem 
Bereich bis zu etwa 5 mm von der Kathode ist der Potentialanstieg fiir 
den 800 Amp-Bogen wesentlich steiler als fiir den 200 Amp-Bogen. Da 
die Differenz zwischen den parallel laufenden Teilen beider Kurven 6U 
gleich ist dem aus der Charakteristik ermittelten Brennspannungsunter- 
schied AU,, ist tatsachlich beim 800 Amp-Bogen die Zusatzleistung 
AU, - J vor der Kathode konzentriert. Bis zu einem Abstand von § mm 
erstreckt sich damit der Aufheizungs- und Beschleunigungsbereich des 
von der Kathode sublimierten Materials. Zusammen mit der Abschat- 
zung der elektrischen und thermischen Zusatzleistung ditirfte hiermit 
die von uns eingangs gemachte Hypothese quantitativ bestatigt sein. 

Wir danken Herrn Prof. Dr. W. LocHtE-HoLTGREVEN fir das Interesse an der 
Arbeit und die zur Verfiigungstellung der Institutsmittel. 
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Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Munchen 


Ein beweglicher Universaldetektor fiir Atomstrahlen | 
Von 
H. FRIEDMANN 
Mit 4 Figuren im Text 
(Bingegangen am 24. Juli 1959) 


Der durch einen Unterbrecher modulierte Atomstrahl wird durch ElektronenstoB 
in einem rauscharmen Ionisator ionisiert und der Ionenstrom hinter einem Schmal- 
bandverstarker beobachtet!. Der Detektor eignet sich besonders zur Bestimmung 
der riumlichen Verteilung von Atomen bei Streuversuchen oder Polarisationsver- 
suchen. Die Empfindlichkeit ist etwa die gleiche wie bei dem Detektor nach 
FRICKE? bei dem die Ionen zusatzlich in einem Massenspektrographen getrennt 
werden. Ein Atomstrahl mit einer Teilchendichte von 2 x 10° Teilchen pro cm® 
wird bei einer Restgasdichte von 7 x 101° (2 x 10°® Torr) nachgewiesen. 


Das Prinzip des Detektors 


Bei dem bisher verwendeten?* Universaldetektor fiir Molekular- 
strahlen werden die durch ElektronenstoB lonisierten Strahlmolekiile 
in einem Massenspektrographen von den Restgasionen getrennt. Die 
gleichzeitig vorgenommene Strahlmodulation und die Messung mit einem 
Schmalbandverstarker erhéht die Empfindlichkeit des Detektors. Durch 
den Verzicht auf eine Abtrennung der Restgasmassen mit einem Massen- 
spektrographen erhalt man einen Detektor, der zur Messung einer 
Streuverteilung oder Stern-Gerlach-Aufspaltung tiber gréBere Strecken 
verschiebbar angeordnet werden kann. 


Der Aufbau der Apparatur 


Der Atomstrahl wird vor dem Verlassen des Ofenraums (Fig. 1) 
durch eine schwingende Blattfeder unterbrochen. Ein Stimmgabel- 
sender liefert die zur elektromagnetischen Erregung der Feder ndétige 
Frequenz von 64,2 Hz mit einer Unsicherheit iiber Stunden von <107?Hz. 
Der modulerte Strahl wird im Ionisator mit einem Elektronenstrahl 
gekreuzt. Die entstehenden Ionen aus dem Vakuum und aus dem 
Strahl flieBen zu der hochohmigen Eingangsstufe eines Schmalband- 
verstarkers. Der gesamte Eingangskreis mit Ionisatorteil hat eine 


FRIEDMANN, H.: Phys. Verh. 8, 199 (1957). 
FRICKE, G.: Z. Physik 141, 166 (1955). 
WESSEL, G., u. H. LEw: Phys. Rev. 92, 641 (1953). 
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4 BERNHARD, F.: Z. angew. Phys. 9, 68 (1957). 
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Kapazitat von 19 pF bei einem Eingangswiderstand R, von 2x 108 Q, 
die Einschwingdauer ist also fiinfmal kleiner als die Schwingungsdauer 
des Ionenstroms. Die Eingangsstufe ist einschlieBlich Rohrenheizung 
durch Batterien gespeist. Das vorverstarkte Signal wird mit einem 


mehrstufig riickgekoppelten Schmalbandverstarker von AY = Hz 


Bandbreite selektiv weiterverstarkt und einer lock in-Endstufe (2) 
zugefiihrt, die mit einer Zeitkonstante von 10 sec ein Rohrenvoltmeter 
aussteuert. Das Verstarkerrauschen bei abgeschaltetem Elektronen- 
strahl entsteht durch die Rauschspannung im Eingangswiderstand. Bei 
einer kapazitiven Einspeisung von 1,21078 V Wechselspannung aus 


\ Wverbrecher lonisororn. 


2s 
Pumpen 


4 
Generator /TeBbriicke—> pa 


Fig. 1. Aufbau der Apparatur. V Vorverstarker. S Schmalbandverstarker mit lock in-Endstufe. 
R Rohrenvoltmeter 
| 


| dem Stimmgabelsender wird das Verstarkerrauschen gerade verdoppelt. 
| Die Stromempfindlichkeit des Verstarkers ist bei dieser Frequenz also 
1610719 A. 


Der Ionisator 


Besondere Aufmerksamkeit wurde dem Bau des Ionisators zuge- 
'wendet. Das Ionisierungsvolumen V soll vollstandig von Strahlatomen 
ausgeleuchtet werden und der Wirkungsgrad « méglichst groB sein. 


PEE te a= pls. (1) 
‘Dabei bedeuten 7, den Teilchenstrom der den Detektor durchsetzt, 
yj die Elektronenstromdichte, / die Lange des Ionisierungsvolumens in 
Strahlrichtung und v die mittlere Geschwindigkeit im Strahl. Der 
Ionisierungsquerschnitt o hat fiir die meisten Atome ein Maximum 
bei einer Beschleunigungsspannung von etwa 100 V. Das Ionisierungs- 
volumen wirkt wie ein Spalt, in der Richtung in der der Detektor ver- 
schiebbar ist, soll seine Breite scharf begrenzbar sein. Ein in Strahl- 


richtung ausgespannter W-Draht von 0,04 mm Durchmesser und 1,1 cm 
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Lange dient als Kathode (Fig. 2). Zwei verstellbare Spaltbacken als 
Anoden blenden einen facherférmigen Elektronenstrahl mit einer Breite) 
von 1 bis 2X1/,,mm aus. Die erreichte Stromdichte im Facher von} 
4 A/cm? war nur durch die begrenzte Warmeabfuhr aus dem [onisator | 
bestimmt. Die Entfernung zwischen Kathode und Anode betragt 0,5 mm, } 
die Anodenspannung 100 V. Ein 2mm iiber dem Anodenspalt aus-) | 
gespannter Cu-Draht gleichen Potentials von 0,2 mm Durchmesser} | 
fingt die ausgeblendeten Elektronen auf. Ein Strom von 1=9 mA | 
wurde bei !/,,mm Offnung der Anodenblende am Anodendraht gemessen.. 
Der Abstand des Anodendrahtes vom Spalt ist auf die Hohe des unter-. 
suchten Atomstrahls einstellbar. Auf beiden Seiten symmetrisch zum. 
Elektronenfacher sind zwei auf —30 V vorgespannte W-Drahte von 


oO 


A 
rs 
ies | HA or 
A 


7cm 
Fig. 2. Aufbau des Ionisators. 4 Anode, K Kathode, G Ionengitter, HA Hilfsanode 


0,1 mm Durchmesser als Ionenauffanger angebracht. Sie wirken einer 
Aufspreitung des Fachers durch die Coulomb-Kraft entgegen. Die 
Aufspreitungsspannung im Strahl ist wegen der geringen Facherbreite 
noch kleiner als 1 V°. Bei einer VergréBerung der Auffangerflachen 
beobachteten wir eine Zunahme des Rauschens, die durch Photoeffekt 
erklart werden kann. Es ist zu beachten, daB das Kathodenlicht weit- 
gehend von den Ionenauffangern ferngehalten wird. 


Die Schaltung des Ionisators 

Beim Einschalten des Elektronenstrahls erhéht sich die am Ver-| 
starker gemessene Rauschspannung etwa um den Faktor 10. Das 
Ionisatorrauschen begrenzt die Empfindlichkeit des Detektors. Zu Be- 
ginn der Versuche stellten wir einen groBeren Rauschpegel fest, der vor 
Aufbau der Kathode abhangig war. Das Ionisatorrauschen war durch 
Schwankungserscheinungen an der Kathode (Funkeleffekt) bestimmt. 
Da bei unserem Detektor der Ionenstrom proportional zum Elektronen- 
strom ist, laBt sich das Kathodenrauschen durch eine einfache Briicken- | 
schaltung eliminieren (Fig. 3). Der Widerstand R, wird so eingestellt, 
daB der vom Elektronenstrom 7 hervorgerufene Spannungsabfall die 
am Eingangswiderstand R, entstehende Spannung aus dem Ionenstrom 7* 


>) HEIy, EZ Physik 120)'2121(41043) 


Ein beweglicher Universaldetektor fiir Atomstrahlen 601 


gerade kompensiert. Dabei wird der Ausgang der Vorverstarkerstufe 
die als Gleichspannungsverstarker geschaltet ist, mit einem Rédhrenvolt- 
meter kontrolliert. Das Verhaltnis R,/R, ist vom Druck p in der 
Apparatur abhangig. 

eM Wie 


Rei 


i 
=3,5x10% po =Op. 
Der Wert von Q wurde durch 
Vergleich mit einem geeichten 
Ionisationsmanometer zu Q =9,6 
[1/torr] bestimmt. Da die rela- 
tiven Druckschwankungen in der 
Apparatur hinreichend klein wa- 
ren, geniigte es, denWiderstand R, 
in gewissen Abstanden von Hand 

Fig. 3. Schaltung des Ionisators. Die Gitterleitung 
nachzustellen. liegt auf Erdpotential ‘ 


Messung der Empfindlichkeit 


Die Empfindlichkeit des Detektors bestimmten wir an einem K-Strahl 
durch Vergleich mit einem Langmuir-Taylor-Detektor. Bei Messungen am 
LT-Detektor war die Strahlmodulation aus- 
geschaltet um sicher zu gehen, da das 
Ergebnis nicht durch die Tragheit des 
LT-Detektors verfalscht wird. Aus dem 
K-Strahl blendet ein fester Spalt vor dem 
Ionisator einen Strahl von 1/,;)mm Breite 
aus. Der Ionisator wurde auf maximalen 
Wirkungsgrad hin parallel zum Strahl 
justiert, dann zeigte das durch Verschieben 
des Detektors gemessene Strahlprofil, daB ris 
die Breite des Ionisierungsvolumens durch Fig. 4. Intensitatsverteilung eines Ag- 
die Offnung des Anodenspaltes bestimmt Bia te woe ee poate 
ist (Fig. 4). Das Verhaltnis der gemesse- der Geometrie berechnet. Unsicher- 
nen Ionenstréme ergibt einen Wirkungs- "*°* pena eae 
prac edesaDetektors. = 0}032;.jedes: 30. 

Strahlatom wird ionisiert. Dieser Wert stimmt innerhalb der Fehler- 
grenzen mit dem theoretisch aus Gl. (1) zu berechnenden iiberein. 
(0 =7 104 cm/sec, o=41074%cm?). Zur Bestimmung der Empfind- 
lichkeit stellten wir durch Senkung der Ofentemperatur einen K-Strom 
her, dessen Signalstrom im Detektor gleich dem Rauschstrom bei abge- 
schaltetem Atomstrahl war (9 x1014 A). Dieser gerade noch nachweis- 
bare K-Strom ergab im LT-Detektor einen Ionenstrom von 3 x 10° A, 
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das entspricht einem Teilchenstrom von 14=2 X10? sec? und einer | 
Strahldichte von ,=2%X10®cm~3. Der Druck in der Apparatur war | I 
210-6 Torr, der Ionenstrom am lonisator 21077 A. 


Die Begrenzung der Empfindlichkeit 


Dem Ionenstrom, der ja zum iiberwiegenden Teil aus dem Restgas in| | 
der Apparatur stammt, entsprach ein Teilchenstrom von 1,4 x 10°Msec™*. 7] 
Daraus errechnet sich das statistische Rauschen bei einer Baridbrei 1 
von 1/,) Hz zu 5 x 10° Teilchen/sec entsprechend 8 x 107 A. Es begrenzt 
also die Empfindlichkeit des Detektors. Die Abhangigkeit des Rausch- | . 
stroms von der Vakuumdichte wurde unmittelbar durch Veranderung | 
des Drucks bestatigt. Das Verhaltnis Signalstrom 74 zu Rauschstrom 41* 
hat folgende Gestalt, wenn h den Weg der Elektronen im Ionisator, ] 
n die Teilchendichte im Vakuum bedeutet und alle Stréme als Teilchen- 
stro6me gerechnet sind 


oA | hio V4 \2 
Ait eh evil S| (G3) 


Wir haben das ganze Ionisierungsvolumen V ausgeleuchtet, V, =V. 
Die Hoéhe des Atomstrahls ist vorgegeben, der Elektronenstrom hier 
durch die Warmeabfuhr begrenzt. Die Empfindlichkeit 14Bt sich wahr- 
scheinlich nur durch eine Verbesserung des Vakuums im Detektor noch 
wesentlich steigern. 

Die Anwendung des Ionisators nach HEIL®, der eine Verlangerung 
der Elektronenwege durch Pendelbahnen erreicht, hat in (2) zu einem 
etwas giinstigerem Wirkungsgrad von «=0,04 gefiihrt. Dabei geht 
jedoch die Proportionalitat des Ionenstroms mit dem Elektronenstrom 
verloren. Dichteschwankungen im Elektronenplasma kénnen nicht mehr 
kompensiert werden. Das I[onisierungsvolumen ‘ist nicht scharf zu 
begrenzen, daher verschlechtert sich das Signalrauschverhaltnis bei feiner 
Ausblendung des Atomstrahls. Eine Abtrennung der Restgasmassen 
bringt nur dann eine Erhéhung der Empfindlichkeit, wenn die Durch- 
lassigkeit des Massenspektrographen hinreichend groB ist ®. 


. SCHLIER, Cu.: Fortschritte 5, 378 (1957). 
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Aus dem Physikalischen Institut der Universitat Marburg a.d. Lahn 


Energiespektrum und Winkelverteilung der «-Teilchen 
der Reaktion "'B (p, «) *Be* (2,9 MeV) in der Umgebung 
der 163-keV-Resonanz. I 
Von 
DETLEF KAMKE 
Mit 13 Figuren im Text 
(Eingegangen am 29. Mai 1959) 

The energy spectrum consists of a broad line (0:8 MeV) at 3-88 MeV and a continuum 
from 0:05 to 4-9 MeV. The shape of the continuum depends on the angular distri- 
butions of the decays taking part in the reaction. The energy spectrum was meas- 
ured under 90° with respect to the proton beam (Cs J + Photomultiplier and amplitude 


discriminator), it shows anisotropies of the «-emissions with strong interference in 
the 163 keV resonance. 


Bei der Bestrahlung von "B mit Protonen einer Energie bis zu 2 MeV 
wurden vier Reaktionen nachgewiesen! 


(La) SBe + & (+8,575 MeV) > a91-+ & 9+ % (-+8,675 MeV) 
(Ib) pimp pncny Z> Bet a + 5,675 MeV) > Oy y+ & a+ % (+8,675 MeV) 
(IT a) sie 12C + y(~16MeV) 

(IIb) 12C* + (~12MeV)—-!#C+y(~4MeV)+y(~12 MeV). 


Alle vier Reaktionen haben bei einer Protonenenergie von E,, = 163 keV 
eine scharfe Resonanz von etwa 5 keV Breite*. Diese scharfe Resonanz 
ist der Beweis fiir ein Niveau in !?C bei 16,10 MeV. Drehimpuls und 
Paritat wurden aus Messungen der Winkelverteilung der y-Strahlung? 
und der Messung der Winkelkorrelation der Kaskade 12 MeV/4 MeV 
bestimmt?.®, — Erganzt werden diese Bestimmungen durch Messungen 
_an der «-Strahlung. Die Winkelverteilung der hartesten vorkommenden 


* Die Wirkungsquerschnitte sind im Maximum der Resonanz der Reihe nach 
0,2; 10; 0,0055 und 0,152 mb; s. FuBnote 1. 

1 Alle Zahlenangaben sind der Zusammenstellung von AJZENBERG, F., u. 
| T. LauRITSEN, Rev. Mod. Phys. 27, 77 (1955) entnommen. 
| 2 HuBBARD, TH. P., E.B. Nerson u. J.A. Jacops: Phys. Rev. 87, 378 (L) 
| (1952). 

3 Grant, P.J., F.C. Frack, J.G. RUTHERGLEN u. W.M. Deucuars: Proc. 
Phys. Soc. Lond. A 67, 751 (1954). 
4 Jenkins, G.L., L.W. Cocuran, B.D. Kern u. T.M. Haun: Phys. Rev. 91, 
1916 (1953). 
| 5 Craic, D.S., W.G. Cross u. R.G. Jarvis: Phys. Rev. 96, 825 (A) (1954). 
| 6 Lewis, G.M.: Phil. Mag. (VII) 43, 690 (1952). 
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a-Strahlung (a; 5,8 MeV bei E,=163 keV) ist bei 162 keV 


}(0) =1—0,15 cosO + 0,78 cos?O 


und zeigt eindeutig durch das Auftreten des cos @-Terms eine Interferenziff 
mit einem Niveau anderer Paritét an’. Einen Ausschnitt aus dem von § 
AJZENBERG und LAURITSEN! zusammengestellten Termschema des 
Kerns ?C enthalt Fig. 18. Die Interferenz zwischen dem Niveau 1, — bei 
E,=1,4 MeV (Breite 1,2 MeV) mit dem Niveau 2, + bei E, =163 keV/ 

ist der AnlaB fiir den cos O@-: 


Ag fy Me” Term. Die Aussagescharfe der 
MeV (44) ee) E a Messungen der Winkelvertei- 
eee fit, lung der o-Strahlung ist da- 
ri — 0163 durch bedingt, daB sich die) 
Br (9+)4 sh Bs-)*"H(G) Linie wegen ihrer hohen Ener- 
[| gie (etwa 5,8 MeV) leicht von) 
ah dem iibrigen Spektrum abtren- 
et nen laBt. Gleichwohl weicht die 
os aE % Ye spatere Messung einer Schwei-/f 
On Me is zer Gruppe! von der in 7 
pues: starker ab, als es den Fehler- 
3 a ree angaben entspricht. 
i i at Die Untersuchung der Win- 
kelverteilung der «-Teilchen 
“4 der Reaktion (Ib), die der 
Gegenstand der vorlegenden 
ny ip a Arbeit ist, ist weitaus schwieri- 
Fig. 1. Termschema ftir den Zwischenkern !2C ger, weil die breite Linie Hy aut 


einem Kontinuum  aufsitzt, 
welches sich bis zu 4,9 MeV herauf erstreckt und die Abtrennung de 
%,-Linie (3,88 MeV) nicht erlaubt, die selbst eine Breite von etwa 0,8 MeV) 
hat (das entspricht der Breite des 2,9 MeV-Niveaus in 8Be, iiber welches) 
die Reaktion ablauft). An Messungen, die den heute erwiinschten Grad] 
der Genauigkeit beanspruchen kénnen, liegen fiir die Reaktion (Ib) nuy 
zwel vor: 


* THomson, D.M., A.V. CoHEN, A.P. FRENCH u. G.W. HutcHINson: Proc. 
Phys. Soc. Lond. A 65, 745 (1952). 

8 AuBer dem 2,9 MeV Zustand von 8Be sind bei der Reaktion noch héhere Zu-§ 
stande energetisch erreichbar. Eine eingehende Untersuchung von MatM u. INGLIS 
[Phys. Rev. 92, 1326 (1953)] und R.E. Horranp, D.R. Incuis, R.E. Mat ull 
E. P. Moorinec [Phys. Rev. 99, 92 (1955)] zeigt, daB wahrscheinlich nur das 2,0 MeV-§ 
Niveau am Reaktionsablauf beteiligt ist (vgl. Fu@note 9). 

® TirTERTON, E.W.: Phys. Rev. 94, 206 (L) (1954). 

10 GLATTLI, H., E. Lorpre u. P. Story: Helv. phys. Acta 27, 184 (1954). 
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a) GEER, NELSON, Worickt": Messung der Winkelkorrelation zwi- 
schen «, und a in einer Ebene senkrecht zum #-Strahl (Na J-Zahler 
mit einem energetischen Auflésungsvermégen von 20% fiir die 5,3 MeV 
Po-x-Strahlung). Die Messungen sind auf ein Winkelintervall zwischen 
130° und 180° (Laborsystem) beschrankt und ergaben fiir die Vertei- 
lungsfunktion 


f(#) =1—1,97 cos? + 1,28 cos?? bei E, = 163 keV, 


TO = de Ab 4cos 17 cos bel VE, O00 kev, 


Es wird bestatigt, daB das Resonanz-Niveau in #C den Drehimpuls 2 
hat, und daB fiir das 2,9 MeV-Niveau in ®Be / =2,+ gilt und sicher 
nicht 0, + oder 4, + in Frage kommt. 

b) DEARNALEY, DISSANAIKE, FRENCH, JONES! *: Fiir Ez 250 key 
wird das Gesamtspektrum aller «-Teilchen mit einem magnetischen 
Spektrometer analysiert. Auf der gleichen Basis wie hier wird aus der 
Form des Spektrums auf die Winkelverteilung der beteiligten Teil- 
reaktionen zu schlieBen versucht. Die quantitativen Ergebnisse sind 
fiir die Verteilungsfunktionen der «,-Strahlung 


#(O) =1 +0,1 cosO bei E, = 640 keV 
{(0) =1 +0,08 cosO Det H =-03 0 keV. 
/(Q) =1 +0,1 cosO — 0,35 cos?@ bei E, = 1400keV, 


und fiir die Winkelkorrelation «,,/a, 
{(@) =1 +9cos?# — 10 cost? bei E, =470keV. 


Im ganzen untersuchten Energiebereich, der die 163 keV-Resonanz nicht 
mit enthalt, finden die Autoren praktisch die gleiche Form des Energie- 
spektrums. Auf dieses Ergebnis wird noch zuriickzukommen sein. 


Die bisher bekanntgewordenen Untersuchungen zeigen, dab tiber die 
Reaktion (Ib) nur ungeniigendes Zahlenmaterial vorliegt, insbesondere 
die Frage der Interferenzen in der Umgebung der 163 keV-Resonanz 
noch nicht geklart ist. In dem Spezialfall der hier vorliegenden Reaktion 
erlaubt der enge Zusammenhang zwischen Energiespektrum und Winkel- 
verteilung eine Aussage iiber Niveauinterferenzen schon aus der Form 
des Energiespektrums. Dieser Zusammenhang wird in Ziffer 1 dargelegt, 
Ziffer 2 enthalt die Beschreibung der experimentellen Anordnung und 
Ziffer 3 schlieBlich die Ergebnisse der Messungen. 


a Die Arbeit erschien nach Abschlu8 der experimentellen Untersuchungen der 


vorliegenden Arbeit. 
11 Grrr, E.H., E.B. Nevson u. E.A. Wottcxi: Phys. Rev. 100, 215 (1955). 
12 DEARNALEY, G., G.A. DISSANAIKE, A.P. FRENCH u. G. LINDSAY JONES 


Phys. Rev. 108, 743 (1957). 
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Mit den Bezeichnungen von Fig. 2 (kleine Buchstaben bedeuten in 
dieser Ziffer stets ,,Schwerpunktsystem™, groBe Buchstaben ,,Labor- ff 
system‘) und der Definition von Q, als Reaktionsenergie 1 | 


1. Energiespektrum der «-Strahlung der Reaktion ''B (p, «) 2a 


Q, = (Mp, + mz — 


ee Mpe) Ge Ope | 
| 


(Op. Anregungsenergie des Be-) 
Kerns) ist der Unterschied der J 
Emissionswinkel der «-Teilchen § 
im S- und L-System 


§ —@ =aresin(Csin@) (1) | 


mit 


- MB MpPe 
So; | 
Mp mM 
m 
i (2) 
Mp + MB Oe =! 
Fig. 2. Winkelbezeichnungen ftir Labor- und Ze | i ee = : 
Schwerpunktsystem Mp Ep 


Die Energie der «-Teilchen im L-System ist damit bestimmt durch 


1 Vp ma | ~a cos — (2 le BA r] =0 (3) 
Ep Ep (mp + Mz)? 
mit 
Cy Mp My, 1 
E, (mp +mp)? (2° 
Damit lassen sich die in der Tabelle zusammengestellten Werte berechnen 
fiir einen «-Teilchen-Emissionswinkel von @=90° (L-System) zum 


p-Strahl. 


Tabelle. Tezlchenenergien bei einem a-Emissionswinkel von 0 = 90° (L-System) | 
zum p-Strahl 


Ep (keV) | Eq,(MeV) | Expe(MeV) | Gy? | Eq, (MeV) Epet (MeV) to 
| | | 
100 | 5,78 | 2,895 2080 | 3,842 | 1,933 1385 
120 off) 2,90 | 1740 3,852 1,943 1156 
140 5,80 | 2,944 1490 B°862 ml 1,953 994 
160 5,80 | "e2r03 1306 3,88 } ert O55 873 
180 5,815 | 2,94 1163 3,895 1,96 779 
200 5,84 | 2,935 1052 3,90 1,975 702 
675 Onild 3,14 327 4,18 Desi 224 
2000 | 6,89 | 3,685 125 4,96 2,715 90 


Man sieht, daB im ganzen interessierenden Bereich (bis 200 keV) nur | 
geringfiigige Veranderungen der energetischen Daten auftreten. Im. 
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ungiinstigsten Fall ist €=0,04 und die maximale Differenz der Winkel 
im L-System und S-System nur 2,65°. Daher sind hier S- und L-System 
praktisch identisch fiir den ersten Teil der Reaktion (Ia) oder (Ib). 
Der zweite Teil der Reaktion ist der Zerfall des Be-Kerns. Aus dem 
Grundzustand von ®Be erfolgt er innerhalb von 4-107 sec 18, aus dem 
angeregten Zustand innerhalb etwa 10sec (Abschatzung aus der 
groBen Niveaubreite); eine Bremsung der 8Be-Kerne vor dem Zerfall 
findet also in der Targetsubstanz nicht statt. Aus der Identifizierung 
von L- und S-System fiir den ersten Teil der Reaktion folgt, daB a, 
bzw. a, auch im L-System diametral entgegengesetzt emittiert werden 
wie der zugehérige Be-Kern. In der fiir die experimentelle Untersuchung 
zugrunde gelegten Geometrie («-Zahler unter 90° zum #-Strahl, s. Fig.3) 
sei O’ der Winkel den die Bewe- 
gungsrichtung des Be-Kerns mit 
der Horizontalen bildet, # der 
Winkel unter welchem, relativ zur 
Bewegungsrichtung von Be, die 
Zerfalls-x-Teilchen emittiert wer- tate 
den. Alle Zerfalls-x-Teilchen (%1 Jarget Veg Z, 
und Leo, bzw. Can und hy 2) haben Fig. 3. Bezeichnungen fiir den Zerfall des *Be- Kernes 
im System des Be-Kerns die gleiche 
kinetische Energie, die sich aus der Anregungsenergie des Be-Kerns 
(2,9 MeV) und der Zerfallsenergie des Be-Grundzustandes zusammen- 
setzt (100 keV); d.h. fiir die Reaktion (Ib) gilt 


, = + (0,1 + 2,9) MeV = 1,5 MeV. 


Diese Energie ist unabhangig vom Winkel #’. — Soll ein Zerfalls-«-Teil- 
chen in den Zahler gelangen, so miissen 0’ und # in einer festen Be- 
ziehung zueinander stehen, und die Energie des im Zahler registrierten 
Teilchens hangt nur noch vom Emissionswinkel @’ des Be-Kerns ab: 


A ey ar ee ay 
cos @ (2 sin 6") + sin?0’|. (4) 


Be 
Das Ergebnis ist in Fig. 4 zusammengestellt. Man erhalt ein Kontinuum 
des Energiebereichs, welches sich bei E,=160 keV von 0,05 bis zu 
4,9 MeV erstreckt, bei E, =100 keV reicht es von 0,06 bis 4,87 MeV*. 
In der gewahlten Geometrie kénnen bestimmte «-Teilchen koinzident 
den Zahler erreichen: wird das Teilchen «, zum Zahler hin emittiert 
(seine Energie ist nach der Tabelle etwa 3,88 MeV), so wird der zugeho- 
rige Be-Kern diametral entgegengesetzt emittiert; von den dann emit- 
tierten Teilchen kénnen die unter 180° emittierten den Zahler erreichen, 


1 , 
uA Exe | Cy, Exe 


* Das entsprechende Kontinuum, welches gemeinsam mit % auftritt, liegt fiir 
E» = 200 keV zwischen 1,94 und 1,19 MeV. 
13 TrEacy, P.B.: Proc. Phys. Soc. Lond. A 68, 204 (1954). 
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allerdings nach Fig. 4 nur mit einer Energie von etwa 50 keV. Wenn 
sie den Zahler erreichen, fiihren sie nur zu einer unmeBbaren Anhebung) | 
des Impulses, der von a herriihrt. 


160° 


, 20° : i 
= 80° = i 
ae a a 675 keV 
| 
| 160 keV 
es 1 2 3 n 5 MeV 


Fig. 4. Energie der Be-Zerfalls-~-Teilchen, die den Zahler erreichen in Abhangigkeit vom Emissionswinkel 
des Be-Kernes 


Da zu jedem Emissionswinkel von «-Teilchen oder Be-Kernen 
schhieBlich eindeutig ein Energiewert eines «-Teilchens zugeordnet ist, 
so ist die Form des Energiespektrums durch die Haufigkeit bestimmt, mit 


70" 


Fig. 5. Zur Berechnung des Energiespektrums 


welcher die Emission in bestimmte Winkel bzw. Winkelbereiche relativ 
zu den ausgezeichneten Richtungen der ganzen Reaktion erfolgt. Legen) 
wir einstweilen fiir alle Winkelverteilungen Isotropie zugrunde, so, 


wird mit den Bezeichnungen von Fig. 5 die Zahl der in den Raumwinkel- 
bereich dQ” emittierten «-Teilchen 


AH AE \= da. 55 do" , 
eth 
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Thre Energie ist gegeben durch 


Beaute nilgs eee aye 
e Cy -| 5 tp. | //2¢, Ep. cos 0". (5) 


Mit dQ’ =—d (cos 0’) d®' und do’ = — d(cos 8) dy’ wird bei Beach- 
tung von y=”, und schlieBlich unter Einsetzung von 0’ =O” (die 
a-Teilchen sollen den unter 90° zum #-Strahl aufgestellten Auffanger 


erreichen) 
N, dcos&’ 
dn E poets ON ase , ’r 
a(Es) = soe gp 4 P' dE, dQ". (5a) 
4 
Linie 0, 
8 
uy 
3 
~ 
& 
= 
3 


0 1 a 3 4 5 MeV 


i ———= 


Fig. 6. Form des g-Kontinuums, wenn alle Reaktionsstufen isotrop sind. Verschleifung links und rechts 
durch die endliche Niveaubreite 1 =0,8 MeV des *Be-Niveaus 


Setzt man noch dE,/d cos #” = 26 Fy. ein und integriert tiber @’, 
so wird also das Energiespektrum bei einem Auffangerraumwinkel dQ” 


SAN le ee OM (6) 


gb elle Weal Ser Ba 


Das Energiespektrum erweist sich also als unabhangig von F,, es ist eine 
horizontale Strecke, die sich von FE, 1... bis Ey max (vgl. Fig. 4) erstreckt; 
im Fall der Reaktion (Ia) liegt das Kontinuum zwischen 1,19 und 
1,94 MeV, bei Reaktion (Ib) zwischen 0,05 und 4,9 MeV (vgl. Fig. 6) *. 

Durch eine Anisotropie der ersten oder zweiten Reaktionsstufe wird 
die Form des Energiespektrums verandert. Allgemeine Formeln fiir 
die Berechnung der Anisotropien finden sich bei BLATT und BIEDENHARN* 
und DEvons und GoLpFARB’. Auf Grund dieser Formeln wird im Teil IT 
dieser Arbeit eine solche Berechnung durchgefiihrt. Vorlaufig geniigt 


* Bei der Herleitung wurde davon abgesehen, daf das 2,9 MeV-Niveau von 
8Be* eine Breite von etwa 0,8 MeV hat. Fiir die Reaktion (Ib) werden dadurch die 
Rander des Spektrums verschliffen wie in Fig. 6 wiedergegeben, dagegen werden 
die Rander des Kontinuums der Reaktion (la) nicht verschliffen. 

14 Bratt, J., u. L.C. BrEDENHARN: Rev. Mod. Phys. 24, 258 (1952). 

15 Drvons, S., u. L. J.B. GoLtprarB: Handbuch der Physik, Bd. XLII. Heidel- 


berg 1957. 
Z. Physik. Bd. 156 41 
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es sich einen Uberblick zu verschaffen itber die Art der eintretende; 
Veranderungen, indem fiir die einzelnen Reaktionsstufen getrennt# 
Winkelverteilungen eingesetzt werden, wenn auch tatsachlich nur kom | 
binierte Verteilungen auftreten (vgl. Teil II). 

Die Anisotropie der o,-Emission kénnte man durch eine Winkelf 
verteilungsfunktion | 


F(6)=(1— i male + A cosO + B cos?) 


beschreiben, wobei der Winkel © beziiglich der #-Strahl-Richtung ge | 
zahlt wird. Uns interessiert die Haufigkeit der Emission von ®Be* inf 


Fig. 7. Form des %-Kontinuums, wenn nur die erste Reaktionsstufe anisotrop ist 


die Richtung 0’ (Fig. 5). Sie ist durch die gleiche Winkelverteilungs 
funktion gegeben, aber nach Transformation auf die neue, unter 90° zun 
p-Strahl liegende Achse. Das ergibt eine Verteilungsfunktion F’(0’, ’) | 
Sie tritt als Faktor an Gl. (5a) auf. Die Integration iiber @’ liefert dan 
als Faktor auf der rechten Seite von (6) 


Fe dll 2+B 


In der hier gewahlten Beobachtungsart ist also A ohne EinfluB. Fig. A 
enthalt fiir einige Zahlenwerte von B deformierte Energiespektren (dig 
Ordinaten wurden bei @’ =90° zu 1 normiert). 

Die Amisotropie des Zerfalls von *Be* ist durch eine Verteilungsfunk- 
tion 


Ge) =2 (1 + — sal cos? 6") ; (7) 


(8) =1 +a, cost’ +a, cost 9’ (8) 


zu beschreiben, die ebenfalls als Faktor in (5a) hinzutritt. Dabei is 
der allgemeinen Winkelverteilungstheorie schon entnommen, da® der 
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héchste vorkommende Exponent 4 (= 2 - Drehimpuls des 8Be-Kerns) ist, 
ferner ist vorausgesetzt, daB durch Interferenzen in der ersten Reaktions- 
stufe keine ungeraden Potenzen von cos # hereinkommen. In Teil II 
werden die Verteilungsfunktionen korrekt berechnet, dann wird auch 
klar, daB in (6) nicht (7) und (8) gleichzeitig in der angegebenen Form als 
Faktor auftreten. Trotzdem vermittelt Fig. 8 auch jetzt einen Uberblick 
tber das Spektrum, wenn nur die Anisotropie des zweiten Zerfalls zu 
beriicksichtigen ware. 

Man erkennt, daB 1. bei Isotropie der 1. Reaktionsstufe das Energie- 
spektrum um 2,5 MeV herum symmetrisch ist und dort eine horizontale 


as 13 te = ie 


= = 
S Do 
4 


ane (Eve) dE 


S 
& 


S 
D 


S 
-_ 


02 


if 4 3 4 MeV § 


Fig. 8. Form des «-Kontinuums, wenn nur die zweite Reaktionsstufe anisotrop ist. 7: a,=—41,97; 
& P 2 3975 
G=+1,2811; 2: ag = —1,16; ag = + 1,06; 3° ag= + 1,54; @, = —1,17"; 4: a, = 2,4; ag = —2,15 


Tangente hat, und 2. eine Messung gerade im niedrig-energetischen Teil die 
genauesten Aussagen iiber die Anisotropien der Prozesse erlauben sollte. 
An der oberen Grenze des Energiespektrums tritt die breite Linie «, hinzu, 
die eben wegen ihrer groBen Breite keine direkte Messung des Kontinuums 
erlaubt. Andererseits ergeben Winkelverteilungsmessungen im oberen 
Teil des Energiespektrums noch keine Aussage tiber die Winkelverteilung 


der «,-Strahlung, weil das darunterliegende Kontinuum nicht abgetrennt 
pets, 


* Die Aussagen der Messung des Energiespektrums fiir die Winkelverteilungen 
werden durch die Verschleifung des Energiespektrums wegen der groBen Niveau- 
breite des 8Be-Zustandes nicht verfalscht, wenn vor allem der mittlere Teil des 
Spektrums gemessen wird. 

*k Treacy! hat auf Grund der Messung des Kontinuums 0%; + %». gezeigt, 
daB 8Be im Grundzustand den Spin Null hat. Die gleiche Methode hat er bei der 
Reaktion !°B (d, «) 2% angewandt!®. 

16 Treacy, P.B.: Phil. Mag. 44, 325 (1953). 

41* 
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2. Experimentelles i | 


Die Ionenbeschleunigungsanlage (einstufige Kaskade) hat eine maxi-f 
male Betriebsspannung von 200kV. Sie ist mit einer Hochfrequenz-f 
Ionenquelle ausgeriistet, mit welcher sich als Dauerstrom 500 vA amy 
Target erreichen lassen. Hier wurde meist mit 30 bis 50 pA gearbeitet 
Der Wasserstoff wird iiber ein Pd-Réhrchen eingelassen. Weitere tech> 
nische Details wurden schon an anderer Stelle publiziert!”.1®. Die Mes-ff 
sung der Hochspannung geschieht durch Messung des Stromes durch 


Fig. 9. Der Targetblock (Aluminium). R Schrag abgeschnittener Rohrstutzen mit Targetblech. R ist isoliert 
eingesetzt; S Sekundarelektronenblende; ZF Zwischenflansch mit beweglichem Schieber mit Al-Folien und 
Po-Eichpraparat; P Plexiglaszylinder 


einen MeBwiderstand von 400 MQ, der aus einer Kette von Schichtwider-| 
standen aufgebaut ist und als Ganzes in Ol steht, welches mittels Zahn- 
radpumpen durch einen von Wasser durchflossenen Kiihler gedriickt wird. 


Am unteren Ende der Beschleunigungsstrecke ist das Target in einen 
kraftigen Aluminiumblock eingebaut (Fig. 9). Das Targetblech selbst 
wird auf einen unter 45° schrag abgeschnittenen Rohrstutzen R aufge- 
schraubt. Es besteht aus einem Mo-Blech von 0,3 mm Starke, welches. 
zwischen zwei kraftige Platten aus Messing eingespannt wird. Die ganze. 
Konstruktion ist so angelegt, daB die Warmeableitung méglichst gut ist. 
Die Sekundarelektronenblende S liegt auf —300V_ gegeniiber dem | 


17 KamkeE, D., u. H. SEGuin: Z. Naturforsch. 10a, 1036 (1955). 
18 HENNEBERG, D., D. KAMKE u. H. SEcuiIn: Atompraxis 2, 307 (1956). 
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Target, so da die Ionenstrommessung nicht verfalscht wird. Die obere 
Offnung in dieser Blende hat 10mm @. Mit Hilfe eines Federungskér- 
pers kénnen geringe Verschiebungen (+. 10 mm) des Ionenstrahles gegen- 
tiber der vertikalen Achse ausgeglichen werden, so daB der Ionenstrahl 
immer genau in die Mitte des Targets fallt. Eine Nachjustierung wahrend 
der Messungen erwies sich in monatelangem Betrieb nicht als notwendig. 
Die eigentliche Targetsubstanz, Bor, wurde durch Aufdampfen auf das 
Mo-Blech gebracht. Es wurden stets Target mit einer Dicke zwischen 
10 und 30 keV verwendet. Damit geht fiir die Reaktion der Vorteil der 
groBen Energiescharfe der Ionen verloren, wie es fiir die Bestimmung 
von differentiellen Wirkungsquerschnitten notwendig ware. Fiir die hier 
durchgefiithrten Untersuchungen ist eine Kenntnis der Auftreffenergie der 
Ionen ausreichend. Zum Aufdampfen wurde stets natiirliches Isotopen- 
gemisch verwendet. 


Zur Registrierung der ¢-Teilchen wurden, angeregt durch eine Publi- 
kation von KNOEPFEL, LOEPFE und STOLL!’, Cs J/Tl-Kristalle verwendet. 
CsJ zeichnet sich vor allem durch Nicht-Hygroskopizitat aus. Diese 
Eigenschaft ist von besonderer Bedeutung, da der Kristall wegen der 
geringen Reichweite der «-Teilchen nicht mit einer feuchtigkeitsundurch- 
lassigen Schicht umgeben werden kann. 


Die Messung der Energie der g-Teilchen ohne vorherige Abbremsung 
in Wanden erfordert die Einbringung ins Vakuum, und, wenn der Photo- 
multiplher auBerhalb montiert wird, die Verwendung eines Lichtleiters, 
der die Entfernung zwischen beiden tiberbriickt. Hier wurde ein Plexi- 
glaszylinder P durch einen Stahlflansch mit einer radialen Gummidich- 

tung gefiihrt (Fig. 9). Dieser Plexiglaszylinder wurde axial tief aus- 
gedreht und am Boden der entstehenden Eindrehung der Kristall mit 
etwas Siliconél als Kontaktmittel von einem langen Al-Rohr (Fig. 9) 
-angedriickt. An der iibriggebliebenen freien Stirnseite des Plexiglas- 
_zylinders, die auf der Druckseite liegt, wurde der Photomultiplier eben- 
falls mit etwas Siliconél angesetzt, die Photokathode hatte durch diese 
Montage einen Abstand von nur 5mm vom Kristall. 


— 


Die CsJ/Tl-Kristalle (Firma Dr. Karl Korth, Kiel) hatten durchweg 10mm @ 
und zundchst 1mm Starke. Uber den Tl-Gehalt war nichts bekannt, doch zeigten 
' spatere Messungen mit anderen Vergleichskristallen, da8 der Tl-Gehalt méglichst 
' groB sein sollte. — Entscheidende Bedeutung kommt der Bearbeitung der Kristall- 
-oberflache zu. Die Reichweite der «-Teilchen ist bei 5 MeV Energie im Kristall nur 
,etwa 10-4cm. In dieser Schicht erfolgt die Abbremsung und Anregung des Kristalls, 
in dieser Schicht sollte also schon das ungestérte Kristallgefiige vorliegen. Eine 
Politur mit reichlich Fliissigkeit ist ungeeignet, weil Auswaschungen und Ver- 
‘schmierungen der Oberflache stattfinden. Die Politur wurde daher schlieBlich auf 
\folgende Weise durchgefiihrt: Ein auf einer Glasplatte aufgespanntes diinnes 


19 KNOEPFEL, H., E. Lorepre u. P. Stott: Helv. phys. Acta 29, 241 (1956). 
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Seidentuch wird mit einigen Tropfen Methylalkohol benetzt und bei der Polier- 
bewegung des Kristalls auf diesem Tuch wird immer wieder in einen noch trockenen § 
Bereich gefahren, um gelostes Material abzustreifen. Auf diese Weise wird poliert, | 
bis schlie@lich noch mit wenigen Ziigen ganz im Trockenen gearbeitet wird®®. Mit 
den so polierten Kristallen, die cine Dicke noch von einigen Zehntel Millimeter q 
hatten, wurde fiir Po-«-Strahlung (5,3 MeV) ein energetisches Auflosungsvermégen ff 
von etwa 5% erreicht (Multiplier FS 9A der Fernseh-G.m.b.H., Darmstadt). Bei | 
0,95 kV Betriebsspannung war am Kathodenfolgerausgang (150 22) die Impulshéhe | 
1,5 V, 1 usec Anstiegszeit. Die energetische Eichung der Kristallzahler geschah | 
mittels der Po-«-Strahlung, deren «-Teilchenenergie durch Bremsung in einer Luft | 
strecke herabgesetzt wurde. 


Der Vorteil des Wegfalls jeder materiellen Wand zwischen Zahler | 
und Target kann in Beschleunigungsanlagen vielfach nicht vollkommen 
ausgeniitzt werden, weil ein freier Multiplier jede Lichtstrahlung regi- | 
striert, wodurch der Untergrund so stark anwachsen kann, daf keine | 
Teilchenimpulse mehr registrierbar sind. Die Lichtstrahlung riihrt her 
von der Strahlung des durch St6Be angeregten Restgases oder durch 
Strahlung des Targets (Gliihlicht, eventuell lokale Erhitzungen des. 
Materials bis zur WeiBglut, wenn der Warmekontakt einer grobkérnigen 
Schicht zu schlecht ist). Die Einbringung von aufgedampften Ag-Schich- 
ten zwischen Target und Kristall, die bei einer unmittelbar vor den Kri- 
stall gebrachten 40 W-Glithbirne den Untergrund nur unwesentlich anstei- 
gen lieBen war unzureichend. Wir fiihren dies auf eine UV-Absorptions- 
liicke des Ag zuriick. Notwendig und ausreichend waren dagegen Al-Folien 
von etwa 1u Dicke (280 ug/cm?), womit «-Teilchen mit einer Energie 
unter etwa 1 MeV nicht mehr registriert werden konnten*. Der Einbau 
verschiedener Folien wurde mit Hilfe eines Zwischenflansches ZF mit 
beweglichem Schieber vorgenommen (Fig. 9). Auf eine Stelle des Schie- 
bers war auch ein schwaches Po-Praparat aufgebracht, mit Hilfe dessen 
im Betrieb Kontroll- und Eichmessungen durchgefiihrt werden konnten. 

Das Blockschaltbild der elektronischen Einrichtung enthalt Fig. 10. 
Die verwendeten Geradte sind weitgehend dem Marburger Geratepro- 
gramm entnommen, Zahler und Drucker sind kommerzielle Gerate} 
(Berkeley EPUT and Timer); die Zahler wurden jeweils gleichzeitig 
elektronisch gestartet und gestoppt. Der Amplitudendiskriminator 4D, 
ist der MeBdiskriminator zur Messung des Energiespektrums, 4D, miBt 
die Gesamtzahl der einlaufenden «-Teilchen und dient als Monitor. Ein 
Mehrkanaldiskriminator stand nicht zur Verfiigung, die Linienarmut des ff 
Spektrums erlaubte die Verwendung von Amplitudendiskriminatoren 
AN Messung des Spektrums. Mit dieser Einrichtung erforderte die: 


* Dieser Nachteil lieBe sich vermeiden durch Verwendung eines schwachen. 
Magnetfeldes, welches die ~-Bahnen so kriimmt, da keine direkte Lichtstrahlung | 
den Kristall mehr erreichen kann. 

20 Auf eine solche sorgfaltige Politur weisen auch KNOEPFEL, LOEPFR und STOLL 
hin [Helv. phys. Acta 30, 521 (1957)]. 


a 
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Aufnahme eines Spektrums, um geniigende statistische Genauigkeit zu er- 
reichen, etwa 4 Std (Zahlzeiten bei jeder Schwelle 5 x 100 sec). Wahrend 
dieser Zeit war zundchst eine geniigende Stabilitat der gesamten elek- 
tronischen Einrichtung nicht vorhanden, daher wurde die Elektronik 
stabilisiert. Das gelang auf eine fiir Beschleunigungsmaschinen univer- 
selle Weise*!. Mit Hilfe eines periodisch geziindeten Thyratron-Rohres 
(EC 50; s. Fig. 10) wird eine regelmaBige Lichtimpulsfolge auf die Photo- 
kathode des Multipliers eingestrahlt. Diese ,, Linie“ kann im elektronischen 
Spektrum mit Hilfe einer Irisblende im Lichtstrahlengang an jede ge- 


AD, += Z, eH Dp, 


Verstarkel 


Stort-Stop-Signale 


Unter- 
| setzer 


Fig. 10, Blockschaltbild der Registrier- und Stabilisiereinrichtung 


wiinschte Stelle gelegt werden, also auch weit auBerhalb des zu ana- 
lysierenden Spektrums. Der Amplitudendiskriminator AD, wird auf die 
Mitte dieser Linie eingestellt, seine Ausgangssignale werden iiber das Rate- 
meter gegeben (Fig. 10), von welchem tiber einen Regelverstarker eine 
‘Nachregelung der Betriebsspannung des Multipliers erfolgt, so daB die 
,,Lichtlinie“‘ immer an der gleichen Stelle des Impulsspektrums erscheint. 
Die Ziindung des Thyratrons erfolgte von den Zeitsignalen der in dem ver- 
wendeten Zahler eingebauten, quarzgesteuerten Uhr. Eine konstante 
Impulsfolge war damit gewahrleistet. Sie konnte daher bei AD, und AD, 
durch einfache Subtraktion eliminiert werden. Die Breite der ,,Licht- 
inie“ lag bei 3%, die langzeitige Konstanz der pro Impuls emittierten 
Lichtmenge des Thyratrons war so gut, daB die langzeitigen Linienver- 
schiebungen des «-Teilchenspektrums unter 1% lagen, was durch haufige 
Vergleiche mit der Po-«-Strahlung tiberpriift werden konnte. 


iy 


21 Uber diese Methode wurde bei der Sitzung des Fachausschusses Kernphysik 
a Bad Neuenahr vorgetragen [S. Haun u. D. Kamxe, Phys. Verh. 9, 21 (1958) ]. 
tine ausfiihrliche Publikation ist in Vorbereitung. 
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3. Messungen und Ergebnisse 
Fig. 11 enthalt gemessene integrale Energiespektren. Die im rechter 
Teil der Figur aufgezeichneten Kurven wurden bei Verlegung der Ge: 
samtzahl der Schwellen nur in den oberen Teil der Diskriminatorskala 
gemessen, sie sollten eine besonders genaue Ausmessung des Spektrums 
in der Umgebung der Linie %) der Reaktion (Ia) erlauben. Durch Dit? 
ferentiation wird in bekannter Weise das differentielle Energiespektrun) | 


r 
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Co | | 
a7 —— | 
| 
ol 
06}— 
a 
ae _) 
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Fig. 11. Integrale Energiespektren. Abszisse des fiir niedrige ~-Energien besonders gezeichneten Berciey : 
ist die Kanalnummer des Amplitudendiskriminators 


gewonnen. Fig. 12 zeigt zunachst das Ergebnis fiir die Linie a). Es wurd 
eine Linienbreite von etwa 4% erreicht, was zeigt, daB die Cs J/T 
Kristalle ein Aufldsungsvermégen erzielen lassen, welches dem vo 
Proportionalzahlrohren nahe kommt (ein solches wurde von? bei d al 
Messung der Winkelverteilung der Strahlung «) verwendet). 

Legt man nach Ziffer 1 zugrunde, daB das Kontinuum von «+4 
um 2,5 MeV herum symmetrisch ist (dort war gezeigt worden, daB e 
bei einer Anisotropie gemaB den Koeffizienten a, und a, noch symme 
trisch bleibt), und daB die Linie «, rechts von diesem Wert liegt, so mut 
also rechts von diesem Abszissenwert ?/, der Gesamtzahl der «-Teilchet 
liegen. Eine Vermehrung der Ordinate des integralen Spektrums be 
2,5 MeV um 50% ergibt also die Gesamtzahl der «-Teilchen. Diese 
Ordinatenwert miiBte gleichzeitig der Schnittpunkt der integralen Spek 
tren mit der Ordinatenachse bei F,=0 sein. Andererseits legt de 
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Ordinatenwert des integralen Spektrums bei demjenigen Energiewert, 
der dem Minimum zwischen der Linie %» und dem iibrigen Spektrum ent- 
spricht, die Zahl der Teilchen % fest. Das Verhaltnis der Zahl der 
%-Leilchen zur Gesamtzahl der bei der Reaktion emittierten «-Teilchen 
ergibt sich damit zu 0,95 - 10-2 bei E, =130 keV und zu 0,97 - 10°? bei 
140 keV. In der Resonanz er- 
folgt ein Anstieg dieses Ver- 
haltnisses auf 1,54-10-2, was 
mit dem nicht mehr symme- 
trischen Kontinuum zusammen- 
hangt (s. unten). 


Der starke Anstieg des inte- 
gralen Spektrums bei 3,8 MeV 
legt den Ort der Linie «, fest. 
Dieser Anstieg wird mit wach- 
sender Energie der Protonen, 
d.h. bei Annaherung an die 
Resonanzenergie stark  ver- 
flacht. Bei niedrigen Energien 
(unterhalb etwa 2,4 MeV) er- 
halt die Integralkurve, wie ins- 
besondere aus dem vergr6Bert 
herausgezeichneten Teil hervor- 
geht, bei Annaherung an die 
Resonanz sogar eine Kriimmung 

| 


anderen Vorzeichens. Die dif- 
ferentiellen Spektren sind in “gs 50 55 60 MeV 65 
Fig. 13 aufgezeichnet. Ausihnen in 

gehen die Verformungen natur- Fig. 12. Differentielles Energiespektrum der Linie a 
lich deutlicher hervor. 

Fiir die Auswertung der Spektren ist erschwerend, daB mit Targets 
gearbeitet wurde die nicht diinn im Vergleich zur Breite der 163 keV- 
Resonanz waren. Stellt man diese Beeintrachtigung aber vorerst 
zuriick*, so ist also ersichtlich, daB weit auBerhalb (unterhalb) der 
Resonanz (130 und 140 keV) das Kontinuum «, +2 bei etwa 2,5 MeV 


* Die Steilheit der Anregungskurve’ erlaubt den Schlu8, dafi mit vergleichs- 
weise merklicher Haufigkeit die Kernreaktion auch bei dickem Target nur in einer 
30 keV dicken Schicht von der Oberfiache des Targets aus stattfindet. Die Brem- 
sung der langsamsten gemessenen «-Teilchen (etwa 1 MeV) ist in einer solchen 
Schicht nur 10 keV2* (Vergleich mit Al und Be). — Natiirlich sind bei dickem 
Target alle Spektren gewisse Mittelwerte der Spektren, die langs der ganzen 
Protonenreichweite entstehen. 

22 Upiscu, H. v.: Kgl. norske Vid. Selsk. Forh. 15, Nr. 19 (1942). 

23 WHALING, W.: Handbuch der Physik, Bd. XXXIV. Heidelberg 1958. 
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eine tiefe Mulde hat. Diese wird mit Annaéherung an die Resonanz- 
energie aufgefiillt, in der Resonanz ist die Mulde verschwunden, das 
Energiespektrum fallt dann nur noch vom Maximum (Linie a) steil zu 
kleineren Energien hin ab. Im Target erfolgt die Reaktion mit allen 
Protonen mit Energien kleiner oder gleich der EinschieBenergie. In der 
Resonanz muB die ge- 
samte Verformung des 
Spektrums vor allem 
| | | denjenigen Protonen zu- 
ST | <i ele ieae aill geschrieben werden, die 
| ar unmittelbar beim Ein- 
tritt in das Target die 
Reaktion auslésen. Der 
eroBte Anteil des Spek- 
trums bei dieser Energie 
ist also der Reaktion mit 
einem Ubergang iiber das 
2+-Niveau zuzuschrei- 
ben. Weit unterhalb der 


—-— 


— 


160 KV 
146, 186\N_| 
1 130,140 KN 


to 
Fig. 13. Differentielles Gesamt-Energiespektrum, gewonnen aus 
Fig. 11. Kurve 7: Ubertragung von Kurve 3 aus Fig.8. Kurve 2: 
Ubertragung von Kurve 4 aus Fig. 8. Zur Erganzung zu hoheren 


Resonanz wiirde die Re- 
aktion tiber die Auslaufer 
des 1 —-Niveaus erfolgen 
(oder 2—, 675 keV-Ni- 


a-Energien mu8 die Verschleifung wegen der Breite der «,-Linie 
berticksichtigt werden (vgl. Fig. 6). Schnittpunkt der Spektren 
bei 1,7 MeV willkiirlich festgelegt 


veau). Ein Wechsel der 
Form des Spektrums 
ware damit erklart, da 
bei verschiedenem Gesamtdrehimpulsinhalt die Winkelverteilung der 
a-Teilchen, die das Spektrum bestimmt, verschieden ist. Das wurde in 
Ziffer 1, S.610 ausfihrlich dargelegt. 


Die genauere Diskussion muB an Hand der vollstandigen Winkel- 
verteilungsfunktion durchgefiihrt werden, die in Teil II entwickelt wird. 
Mit den Bezeichnungen der Fig. 3 ist diese, das Energiespektrum be- 
stimmende Verteilungsfunktion [Teil II, Gln. (2) und (6)]: 


W = const S/o DD) (ad) te eS 
hee Ba ky DD’ solglt iF 


XZ" (Ip bly b', Spo) 8’ Ry Ro G? x |! Poke 
x 2,1; (1, 01; 0| &,0) (CO cO| ka0) Re [R™* R"] 


Cue ha 
b b' ky 


x ») (Rk, OK, n| ky n) al(k,, 0)(2—6 (Ry — n)! (Ry — 0)! 
gl OFM ho) 4 (bo, 0)(2— 3,0) |/ Ha =a eM x 


x Pi (cos O’) Pi (cos #) , 
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wobei c der Spin des *Be-Kernes ist, b der Spin des 2C*-Zustandes, 
Index 0: Eingangskanal, Index 1: Ausgangskanal der 1. Reaktionsstufe, 
R’ die Reaktionsmatrix. Die Diskussion ergibt folgendes: 


a) Auferhalb der Resonanz: Bei der Annahme von Ubergangen iiber 
6=1,— oder 2,— wird mit J) =1,=0 auch kj =n =0. Die Abhangig- 
keit von @’ verschwindet und W wird identisch mit der Korrelations- 
funktion von GEER, NELSON und Wo ick!!! fiir deren spezielle Geo- 
metrie. Das heiBt ihre Koeffizienten fiir den Ubergang iiber das ange- 
regte Niveau in §Be (c=2 +) sind auch maBgebend fiir das Energie- 
spektrum: Fig. 8, Kurve 3 ist das damit berechnete Spektrum. Umge- 
kehrt ist aus dem in dieser Arbeit gemessenen Energiespektrum (Fig. 13) 
im niederenergetischen Teil durch Vergleich mit einer rechnerischen 
Naherungskurve @ das Koeffizientenpaar 


=+424, a=—2,15 fir E,=130keV (10) 


ermittelbar. In Fig. 13 ist als Kurve @) das Spektrum mit eingezeichnet, 
welches sich mit den Zahlen von™ ergeben wiirde, die diese fiir E, = 
290 keV angegeben haben, d.h. ebenfalls fiir den Bereich weit auBerhalb 
der 163 keV-Resonanz. Nimmt man die Ergebnisse von DEARNALEY 
u. Mitarb.!” hinzu, so ergibt sich also, daB von 130 keV an mit Ausnahme 
der unmittelbaren Umgebung der 163 keV Resonanz bis zu 1,4 MeV das 
Vorzeichen der Anisotropiekoeffizienten das gleiche bleibt, und die 
Koeffizienten sich nur langsam verandern. 


b) Innerhalb der Resonanz: Die Verformung des Energiespektrums 
zu einem solchen mit schrager Tangente in der Umgebung von EL, = 
2,5 MeV erfordert daB ky==0 hinzugenommen werden muB, also als 
nachst niedriger Wert ky =2, was die Beteiligung von J) =1 im Ein- 
gangskanal erlaubt. Das entspricht der Erméglichung eines Uberganges 
durch das 2,-++--Niveau in C (vgl. Tabelle 1 in Teil II). Ein Ubergang 
iiber ein 0,+-Niveau entfallt, denn dies wiirde wieder nur auf ky =O 
fiihren. In der Resonanz hat damit die Winkelverteilungsfunktion W 
die Form 


W= DY Alhs ) P,, (cos 9”) + pee k,, 0) Py’ (cosO") Fy (cos 8") (11) 


Sait k, =0, 2,4 und »=0, 1, 2. Dee Anteil mit ky =0 ergibt wiederum 
die Winkelkorrelationsfunktion von GEER, NELSON und WOLIcKI#, 
jedoch wiirde dieser erste Anteil allein wieder zu einer horizontalen Tan- 
gente bei FE, =2,5 MeV fithren (Fig. 8), erst die Hinzunahme des zweiten 
Terms fiihrt zu einer Erklarung der gemessenen schragen Tangente. Es 
muB also der SchluB gezogen werden, daB ebenso wie im Fall der Re- 
aktion (Ia) auch im Fall der Reaktion (Ib) in der 163 keV-Resonanz die 
-Reaktion simultan iiber ein 1, —- oder 2,—-Niveau und ein 2, +-Niveau 
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ablauft. Das heiBt es liegt eine Interferenz vor, was explizit bisher nur 
fiir die Reaktion (Ia) gefunden war. 

AbschlieBend muB noch bemerkt werden, da DEARNALEY u. Mit- | 1 
arb.!2 zur Auswertung ihrer gemessenen Energiespektren unterstellten, J 
daB die gesamte Verteilungsfunktion multiplikativ die Verteilungs- | 
funktionen fiir die erste und die zweite Stufe des Zerfalls getrennt ent- J 
halt. Wie in Teil II gezeigt wird und aus (9) hervorgeht, erhalt man aber 
stets eine Verteilungsfunktion in der paarweise gemischte Winkelanteile 
auftreten. Daher ist eine weitergehende Auswertung fiir die getrennten 
Verteilungsfunktionen einstweilen nur in dem Spezialfall méglich, der | | 
oben geschildert wurde (#) =0). | 


Den Herren cand. phys. S. Haun und P. KRAMER danke ich fiir ihre unermiid- J 
liche Hilfe bei den Messungen, Herrn Professor WALCHER danke ich fiir anregende 9 
Diskussionen und die Zurverfiigungstellung von Mitteln des Institutes. Besonderen 
Dank schulde ich Herrn Dr. L. J.B. GotpFrars (Manchester) fiir Diskussionen 
liber die Berechnung von Korrelationsfunktionen bei Teilchenkaskaden. 


Hy 
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Winkelverteilung und Energiespektrum 
der «-Teilchen der Reaktion '"B (p, «) *Be* (2,9 MeV) 
in der Umgebung der 163 keV-Resonanz. II 
Von 
DETLEF KAMKE 
Mit 1 Figur im Text 
(Eingegangen am 29. Mai 1959) 
Calculations and discussion of the energy spectrum and of the angular distribution 


of the «-particles for a measurement of the energy spectrum under 90° with respect 
to the proton beam. 


Die Reaktion "B(p, «) 2% lauft in der Nahe der 163 keV-Resonanz 
auf zwei Weisen ab (s. Teil I, Reaktionen Ia und Ib): 


p+UB > (2C*) 4 "Be + %& > X91 + Ayo + % 


Spar 
Be hy > Oy $e +%.- 


Die totale Reaktionsenergie ist 8,675 MeV, «%) hat eine Energie von etwa 
5,8 MeV, a von etwa 3,88 MeV (fiir die Resonanzenergie von 163 keV). 
In Teil I war gezeigt worden, daB die Form des Energiespektrums des 
zweiten Teils der Reaktionen (Ia) oder (Ib) (Zerfall der Be-Kerne) ent- 
scheidend durch die Winkelverteilungsfunktionen der Teilreaktionen 
bzw. der Reaktionskaskade bestimmt werden. In der vorliegenden 
Arbeit soll eine méglichst vollstandige Berechnung der Verteilungs- 
funktionen durchgefiihrt werden, um einen Vergleich mit den gemessenen 
Daten von Teil I zu erméglichen. Zugrunde gelegt wird dabei die all- 
gemeine Theorie wie sie im AnschluB an Fano! und CoESTER und 
JaucH? von DeEvons und GOLDFARB? dargestellt wurde. Unter der 
Voraussetzung, daB die Reaktionen als Resonanzreaktionen tiber defi- 
nierte Niveaus von !?C ablaufen, kénnen diesen die Drehimpulswerte b 
aus Tabelle 1 zugeordnet werden. Die dort als ,,verboten™ bezeichneten 
Reaktionen sind paritatsverboten. Wichtig ist, daB der Endzustand 
des ersten Teils der Reaktion den Kern Be enthalt, der in zwei «-Teil- 
chen zerfallt, und also gerade Paritat mit geradzahligem Spin haben muB. 


1 Fano, U.: Rev. Mod. Phys. 29, 74 (1957). 
2 CorsTER, F., u. J.M. Jaucu: Helv. phys. Acta 26, 1 (1953). 
3 Devons, S., u. L. J.B. GotpFarB: Handbuch der Physik, Bd. XLII. Heidel- 


berg 1957. 
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Fiir die Tabelle 1 wurde folgende Bezeichnungsweise zugrunde ge- 
legt: j) GeschoB (Proton), @ Target, 6 Compound-Kern, c Restkern | 
(8Be), j, der leichte Restkern im Ausgangskanal («-Teilchen % bzw. 0). 
Der Zerfall des Kernes c erfolgt in der zweiten Reaktionsstufe zu d +7 \ff 
(beides «-Teilchen, d.h. die Spins sind =0 und damit auch der Kanal- 


| 


: 
Tabelle 1. Drehimpulsdaten fiir Eingangs- und A usgangskanal der Reaktion "B (p, «) 2% 


c=2,+, fi=0,+ 
$,=0 | so= 2 


2 

1 | 1 Oo + ) 2 

1 a2 mete verb | 2 

1 2 ees 2 On 2a 

\ | 2 Bete verb | 2) ks 

2 | 2 oo verb | verb 
1,2 1 — 1 | Ages 
| il; B 2— verb | hs! 
| i, 2 3 3 | Wy ope 5 
| 5 it verb | 5 


spin). Ferner wurden fiir die Tabelle 1 im Eingangskanal nur Bahn- 
drehimpulse bis zu /=2 beriicksichtigt. In dem hier zur Debatte ste- 
henden Energiebereich um 163 keV werden hdhere Bahndrehimpulse 
wegen der sinkenden Schwellendurchlassigkeit nicht mehr zu _ beriick- 
sichtigen sein (vgl. die Zusammenstellung von CuRisty und LATTER‘). 


1. Winkelverteilung fiir die a-Teilchen der ersten Reaktionsstufe 


Unter der Voraussetzung unpolarisierter Einstrahlung und _ polari-| 
sationsunempfindlicher Empfanger ist die Winkelverteilungsfunktion | 
(differentieller Wirkungsquerschnitt) nach 3 die Spur des Produktes 
aus Dichtematrix und oS! sara Sila 


b+0’ 
Spur.(o* f= ties yo (0 | on | 2’) Oa Fa b’) 
bb K—b- | ym 
2 


=e ld yD (aye 2' dhs 0K) ay] 
0 | 


K 60 hivsy uk sy 
* Z'(L 610s, K\ Rel? (S14, Sof) R® *(s,d; Spies 
gb, bet, Lees (cos), 


4 Cunt, R.F., u. R. Latter: Rev. Mod. Phys. 20, 185 (1948). 
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wobei g = 1, wenn gleichzeitig b =’, J) =1, und J, =/,, aber g =0 oder 2, 
wenn b >0' oder 6<b'; oder bei b =b', wenn J, +1), oder 1) <J}; oder bei 
Igt=ly 9 wenn Ly > I ae L<l; 4 die W biomes im Eingangskanal 
fiir die Peavbeweeiae R die Reaktionsmatrix, #% der Winkel 
zwischen einlaufenden Protonen und der Richtung der auslaufenden 
#-Teilchen (Schwerpunktsystem). Beriicksichtigt man nur Bahndreh- 
impulse /) im Eingang bis zu /) =1, so ergeben sich folgende Winkelver- 
teilungen bei Reiniibergangen: 
b=1—,s,=0 3]|R1(0110)|? P, (isotrope Verteilung) 

S218 it a ee 2 + 3|R1 (2310)|?] P, (isotrope Verteilung) 
beats, sy 2 B | Rt (2241) |? + 3 |RU* (2224) |?] Py + [2 |R* (2241) |? — 

— #5 |R1* (2221) |?] B (cos 8) 
= 2—, 8, = 2 [3|R? (2120)|? +3 |R? (2320)|?] PB, (isotrope Verteilung) 
= Dts i [Sy 2" (0214))2 - ae 2 P+ [5 |R?* (0214) |? — 
is. 5 Peer (022 sie eee al 

ey 2) |R** (2011)|? | R24 (2021)? “se (2244) |? + |R2*(2224)|? 
+ |R2* (2411) |? + |R?* (2421)|?] B 
Be |e (2224) |? aa (2244 ett + 3p | R2* (2411)|? — 
R?* (2421)|?-- |/70 Re eh ees Oa) oh 
+ \/70 Re (R?* (2021) R?* (2221)) — 21/5 Re (R2* (2211) R?* (2444)) + 
+ 42 1/5 Re (R®* (2221) R®* (2421))] P, (cos a 


20 


++ 


aa) 


Die Interferenzterme (mit dem 2,—-Niveau bei 675 keV und dem 1,—- 
Niveau bei 1,4 MeV) sind dadurch vereinfacht, daB bei Beschrankung 
aut /,=0 und 1 bei sy =1 nur 1,— und 2,4 und bei sy =2 nur 2,— und 
2, + interferieren kénnen. Sie lauten 


e—0. Interferenz von 14,— und 2,-+ mit s)=1: 
— 2/30 Re (R¥ (0110) R** (0211)) B, (cos #) 

i) Ss, —=2. Interferenz von 1,— und 2,-+ mit s)=—1: 

[+2 /15 Re(R* (2410) R** (2011)) — 2 /t Re (Rt (2410) R®* (2214)) + 

x 7 Re (R= (O310)R* (2214) 

— 12/8 Re (R* (2310) R** (2410)) ] F (cos 9). 
Interferenz von 2,— und 2,+ mit sy=—2: 

[—2 15 Re(R aa 2+ (2021) + 2 |/%t Re (R?- (2120) R** (2221)) — 
— j'; Re (R2- (2320) R?* (2221)) + 12/3 Re (R® (2320) R?*(2421)) |P1 (cos). 
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Fiir die Strahlung % sind die gemessenen Winkelverteilungen® und ° J 


heranzuziehen. Sie geben fiir den Koeffizienten bei cos? den Wert 
0,78 bzw. -- 0,75 in der 163 keV-Resonanz, also mit Sicherheit einen 
von Null verschiedenen Wert. Infolgedessen kann bei der vorliegenden 


| 
| 
| 
| 
| 


niedrigen Protonenenergie nicht /J)=0 in Frage kommen, denn dies | 


wiirde zu Isotropie fiihren, der Ubergang mit /) =1 und 6 =0 wiirde dies 
ebenfalls. Daher ist dem resonanten Niveau ) =2,-+ zuzuordnen, was 
auch aus Messungen der y-Strahlung geschlossen wird. — Andererseits 
erfordert der von ® sichergestellte cos #-Term (— 0,15; ® geben + 0,05 an) 


unabhangig vom Vorzeichen des Koeffizienten Interferenz mit einem | 


Niveau entgegengesetzter Paritét. Aus der Anregungskurve fiir die ] 


%-Strahlung, die von 7? gemessen wurde, ist zu schlieBen, daB das 675 keV- 
Niveau fiir %) nicht resonant ist, dagegen das 1,4 MeV-Niveau wohl 
(Breite 1,2 MeV). Infolgedessen ist der SchluB zu ziehen, daf dieses 
1,4 MeV-Niveau AnlaB zur Interferenz geben kann. Es mu8 dann nega- 
tive Paritat haben, und ihm wird 6=1,— zugeordnet. Als Winkel- 
verteilung der % -Strahlung bleibt also im Bereich um 163 keV tibrig 


W(d) = 5 [Re (0211)/*{ 2 oe bo (f +5 +f) costd) — 


aj Fe MACE ieee (COMI) ee (CODA) 
21/30 ; |R2* (02114)|? cos 


In der 163 keV-Resonanz ist in erster Naherung die Beteiligung des 1, —- 
Ubergangs im winkelunabhangigen Anteil zu vernachlassigen. Dann 
laBt sich aus dem Koeffizienten bei cos?# der Wert von f/ bestimmen, 
d.h. der Wert des Verhaltnisses der Quadrate der Reaktionsmatrix- 
elemente fiir die Beteiligung von Kanalspin 2 zur Beteiligung von Kanal- 
spin 1. Auf Grund der Messung von ® ergibt sich f/=0,42+0,02; Be- 
riicksichtigung des 1, —-Ubergangs, der nur mit s) =1 durchlaufen werden 
kann, wiirde / verkleinern. — Im Energiebereich von 640 keV bis zu 
2 MeV enthalt die Winkelverteilung der a -Strahlung ebenfalls Inter- 
ferenzterme mit cos # und noch cos?#-Terme8’. Sie sind erklarbar, wenn 
fiir den 1,—-Ubergang bei 1,4 MeV auch d-Wellen-Beteiligung ange- 
nommen wird, und wenn im ganzen Energieintervall eine Interferenz 
mit einem 2,-+-Niveau bei 2,6 MeV beriicksichtigt wird. 

Die Messung der Winkelverteilung der Strahlung a, ist dadurch we- 
sentlich kompliziert, daB diese Linie, die eine Breite von 0,8 MeV hat, 
auf der abfallenden Flanke des Kontinuums sitzt, welches von den 


5 THomson, D.M., A.V. CoHEN, A.P. FRENCH u. G.W. HutcuHrinson: Proc. 
Phys. Soc. Lond. A 65, 745 (1952). 

§ GLATTLI, H., E. LoEpFE u. P. Stott: Helv. phys. Acta 27, 184 (1954). 

7 BECKMAN, O., T. Huus u. C. ZuPANCIC: Phys. Rev. 91, 606 (1953). 

8 DEARNALEY, G., G.A. DissNaIKE, A.P. FRENCH u. G. LINDSAY JONES: 
Phys. Rev. 108, 743 (1957). 
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Zerfalls-x-Teilchen des Be-Zerfalls gebildet wird (s. Teil I). Messungen 
sind daher noch durchaus nicht in gewiinschter Genauigkeit zuganglich 
(®, Verteilungsfunktion 1+ 0,2 cos?0? bei 160 keV fiir «-Teilchen einer 
Reichweite zwischen 30 und 38mm Luft). § haben aus dem Gesamt- 
spektrum bei verschiedenen Winkeln und Protonenenergien Winkel- 
verteilungen durch Rechnung ermittelt und fanden, daB bis 930 keV nur 
ein cos #-Term auftritt (Koeffizient 0,1), bei 1,4 MeV kommt ein Term 
On 5.cos*® hinzu) (vel) Teil’ lS. 605). 
die oben angegeben wurden, sind umfangreich. Sie lassen sich verein- 
fachen, wenn man annimmt, da’ im Ausgangskanal nur Bahndreh- 
impulse bis héchstens /, = 2 auftreten. Fiihrt man fiir die ttbrigbleiben- 
den Matrixelemente die Schreibweise ein 


— Die allgemeinen Formeln, 


fs r 
R* (2011) = Nees a RMT Dei 
[Boy == 18 giles [Dae ioe —Ts 
R™ (2110) = a ON pe es tee 
E-E+ oN (eee Tees Syl 
Re* (2021) = VfoR** (2011); R** (2221) = YfeR** (2211), 


-wobei f, und /, wiederum die Kanalspin-Beteiligungen festlegen, so 
ergibt sich fiir die Winkelverteilungsfunktion 


W(d) =5 |R** (2011)]? {= ee +44 fp +3 (1+f) + 
DUBIN 
25a COS Oy = 2 a? Sint 28 Pe = 
— 15 fo ie cos pe 4 lig; Sixt cos pa] P, (cos) + 
+ [Ee 1) +170] c08(%— 98) (= Vioke )| Pa(cos)} 


Dabei sind N die Betrage der Resonanznenner, und es ist 


: rT, Ty 

Or Nie OTC US, aE, 5) arctg aE, E)’ 

1B 
(Iii) ah CAN 2(E, EB) + arctg - aE, Ey? 
vi qh. 
2 a. 24a 
3 =y —%—arctg 3(E, — E) arctg — Ae re 
f) ret 2 + arct ee 
CU Ter aE REY: 63 (b, = 5) 
® Haxsy, R.O., J.S. ALLEN u. J.H. Witrtams: Phys. Rev. 55, 140 (1939). 
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Wie oben gesagt, liefern die Messungen§& bis zu etwa 1,4 MeV keinen 
cos?9-Term. Das ware zu erklaren, wenn entweder D/A =0 ist, oder 


wenn fy =/,=1 ist. D/A gibt das Verhaltnis der Matrixelemente an fir | 
Bahndrehimpuls 2 zu Bahndrehimpuls 0 im Ausgang. Es ist durchaus 
moglich, daB dieses Verhaltnis sehr klein ist, insbesondere bei der 163 keV- | 
Resonanz im Vergleich zu der 1,4 MeV-Resonanz, denn die hohere Ein- | 
schieBenergie macht sich auch im Ausgangskanal bemerkbar. Eine | 
Beteiligung der Kanalspins 1 und 2 mit gleicher Haufigkeit erscheint J 
nach den Messungen® an der a»-Strahlung zundchst ausgeschlossen. Auch J 


ergeben die Untersuchungen” fiir den Bereich zwischen 675 keV und 


1,4 MeV an der y-Strahlung eine Kanalspin-Beteiligung ganz abnlich | 
wie®, namlich 0,45 +0,05. Beide Messungen®:! erstrecken sich aber auf | 
einen Energiebereich weit oberhalb der 163 keV-Resonanz, so da fiir 


den hier interessierenden Bereich noch keine Schliisse gezogen werden 
kénnen. Wie unsicher die Extrapolationen aus dem hdheren Energie- 


bereich auf die 163 keV-Resonanz sind, zeigt schon die Auswertung der 


Wirkungsquerschnittsdaten: Messungen an der «-Strahlung’ ergeben 
fiir «, in den Resonanzen die Wirkungsquerschnitte 150 mb (1,4 MeV) 


und 600 mb (675 keV), aus alteren Messungen erschlossen sie fiir die | 


163 keV-Resonanz einen Wirkungsquerschnitt von 10 mb. Die Berech- 
nung der Wirkungsquerschnitte fiir die Auslaufer der 1,4 MeV -und der 
675 keV-Resonanz bei 163 keV ergibt demgegeniiber 28,7 und 33,2 mb, 
so daB bei der Messung der Ausbeute die 163 keV sich nur schwach tiber 
dem allgemeinen Anstieg abheben wiirde. Experimentell wird aber 
gefunden, daB bei 163 keV die resonante Strahlung etwa um den Faktor 5 
groBer ist als die nichtresonante. Eine Aufklarung dieser Diskrepanz 
kann erst von genauen Messungen des Wirkungsquerschnittes im ganzen 
interessierenden Energieintervall erwartet werden. — Es sei abschlieBend 
noch betont, daB 1 dem 675 keV-Niveau den Drehimpuls 2, aber Paritat 
+ zuschreiben, gewonnen aus Messungen der Winkelverteilung der 


y-Strahlung. Sie bemerken, daB der Ausfall der resonanten %»-Strahlung | 


bei der Messung’ diesen Paritaétswert nicht ausschlieBt, denn ihre Hau- 
figkeit wiirde an der unteren Grenze der Nachweisbarkeit liegen. 


2. Winkelkorrelation der a-Teilchenkaskade 


Im Sinne der S. 622 eingefiihrten Bezeichnungsweise ist der Dreh-\ 
impuls des C-Kernes durch 6 gekennzeichnet worden. Der bei der 
1. Stufe des Zerfalls entstehende *Be-Kern ist durch c bezeichnet, er: 
zerfallt weiter in 2a-Teilchen d und 7,, die beide den Spin Null haben, 


Phys. Soc. Lond. A 67, 751 (1954). 


| 
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fiir die beiden Reaktionsstufen und die Dichtematrix fiir die Bewegung 
der Teilchen im Eingangskanal. Die Empfindlichkeitsmatrix entspricht 
dem Nachweis des ersten «-Teilchens der Kaskade und dem Nachweis 
des Be-Kernes, aber die letztere Empfindlichkeitsmatrix wird aufge- 
spalten in diejenigen fiir die beiden letzten «-Teilchen und ihre Relativ- 
bewegung im System des Be-Kernes. Die Bezeichnungsweise ist also 
folgende: sy Kanalspin im Eingang, J, Bahndrehimpuls im Eingang, 
s, Kanalspin der 1. Reaktionsstufe, /, der entsprechende Bahndrehimpuls. 
Fiir Eingang und erste Reaktionsstufe wird die Beschreibung der Rela- 
tivbewegung der Teilchen im gemeinsamen Schwerpunktsystem gewahlt, 
die Richtung der einlaufenden Teilchen ist gegentiber einer dort ge- 
wahlten Quantisierungsachse Z,=(go, %, 7%), die der auslaufenden 
Teilchen %, =(y,, 9,, 7). Gegeniiber der Quantisierungsachse laufen die 
beim Zerfall des Be-Kernes emittierten «-Teilchen unter der Richtung 
Ry =(P2, 95, %2) diametral auseinander. Die Winkel im Laborsystem 


_ k6énnen nach Kenntnis der beteiligten Impulse und Energien berechnet 
_ werden. Die allgemeine Korrelationsfunktion ergibt sich durch paar- 
_weise Produktbildung der Dichte- mit den Empfindlichkeitstensoren? 


und man erhalt 


[2,, 2, 2,)=const >») > yy (1h s ti teZ’ 7, OU 0’, spo) X 
Hoy lO. Seale TRIE 
el dae 
x 65’ ky ky 62 1,7, (1,01, 0| 2,0) (cOcO| y0) Re [R®- RR’ *]\c¢ c hyp X 
bo’ ral 
FORGO (Ris hace) | 


' wobei 


S (hy, hy Ro) = Ye (2m hey Ns hy) De (2o) 1Dhae (Z,) De (P2) - 


Ny 
Ny Ny No 


Fiir Kaskaden, die iiber den Grundzustand von ®Be ablaufen, ist c =0 


| einzusetzen. Das fordert kg =”, =0, d.h. in der Korrelationsfunktion 


verschwindet die Abhangigkeit von #, iiberhaupt: die Emission der 
Teilchen «1 bzw. %» erfolgt isotrop. Umgekehrt schloB TREAcy”™ aus 
der gefundenen Isotropie, daB tatsachlich *Be im Grundzustand den 


f 
) 


I 


| 


Spin Null hat. — Wahlt man als Quantisierungsachse die Richtung des 
‘einfallenden Protons, so ist 7) =0 einzusetzen und die ganze Verteilungs- 
‘funktion ergibt sich zu 
W(2,, 2,, A) =const >) d) Dd) (—1)87 2? Z’ (Ip B15 8’, So Ro) X 

bY Ry So bol sly (3) 


x Z' (I, bl, b’, cho) Re [R? R® *] P,, (cos). 


11 Treacy, P.B.: Phil. Mag. 44, 325 (1953). 
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Ein Blick auf Tabelle 1 lehrt, daB® bei einem reinen Ubergang tiber das |ff 
2, +-Niveau in ?C und J, =1 der gréBte Wert von ky der Wert 2 ist. Eine 
Interferenz mit einem 2,—-oder 1,—-Niveau wiirde zusatzlich zu dem | 
Wert k,=1 fiihren. 

Beim Ubergang iiber den angeregten Zustand von ®Be ist c=2 ein- | 
zusetzen. Das ergibt fiir k, nur gerade Werte, namlich 0, 2 und 4. Zweck- J 
maBigerweise legt man jetzt die Quantisierungsachse in die Richtung 4, ff 
so daB sich sofort 7, =O und 7, =, ergibt. Interessiert man sich fiir die 
Winkelverteilung der «, ;- (oder «.-) Teilchen, gemessen in einer Ebene | 
senkrecht zum -Strahl und relativ zur Emissionsrichtung des ersten 
a-Teilchens «,, welches ebenfalls senkrecht zum f-Strahl registriert wird 
(koinzident mit a), so ist in die allgemeine Formel einzusetzen (3,, 9) = Ff 
(0, 0), (8, %) = (2/2, 0) und (8, ~.) = (9, 2/2). Damit wird der winkel- |} 
abhangige Anteil nur noch D*,(#,, 2/2). Der Realteil enthalt den 
Faktor cos(#,) 2/2), der nur dann von Null verschieden ist, wenn Ny als 
ganze Zahl gerade ist und dann ist der cos-Term =(—1)””?. Fiir die, 
spezielle Zahleranordnung ist schlieBlich 


Rels)= Dy (Ry OR, M9| Ro Mo) 4 (Ro, Mo) (2 — Sn, 0) X 


ey eee (4) 
(Fa — Mo)! P% WY (i ene! 
x | Bacay Pit (C0883) (—1) 


a (Bon No) = (—1) (ot )/2 1 Vo ri no)! (ko a n a) 


ako hy = No hy + No c 
D ; 2 ‘ 


Von besonderer Bedeutung ist dabei, daB ky +m, eine gerade Zahl sein 
mu, und daB, wegen des oben begriindeten Faktors (—1)"/? auch 1 
eine gerade Zahl sein muB. Daraus folgt namlich ky gerade. Das ist 
mit Sicherheit der Fall, wenn nur Reiniibergange vorkommen, oder 
Interferenzen, aber wenigstens noch mit Niveaus gleicher Paritat. 
Interferenzen zweier Niveaus verschiedener Paritat geben keinen neuen 
additiven Term mit ungeradem fy, denn solche sind nicht zugelassen. 
Das heiBt aber, daB Interferenzen sich in der gewahlten Anordnung nicht 
durch das Auftreten ungerader Potenzen von cos #, bemerkbar machen. 
Dasselbe gilt auch noch, wenn eine Anordnung gewahlt wird, bei 
welcher die «,-Strahlung im Richtung des p-Strahls gemessen wird und §J 
%, relativ zu dieser ausgezeichneten Richtung. Dagegen ist in einer 
dritten Anordnung mit dem Auftreten ungerader cos #-Potenzen Zu 
rechnen: man registriere «, wieder senkrecht zum -Strahl, aber a, regi- 
striere man in der Ebene, die durch #%, und &, gegeben ist relativ zum 
p-Strahl. Die Winkelfunktion wird ae namlich 


S (hy, hy Ro) = Di (hr Oh Me| Ro Mo) 4 (ho, 0) Dito (Aa) 
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Jetzt muB zwar wieder ky +7, gerade sein, aber in die Drehmatrix darf 
Pz =0 eingesetzt werden, d.h. eine Bedingung fiir m=, gibt es nicht 
mehr. Damit entfallt auch die Bedingung, daB k, nur gerade Werte haben 
darf und die Drehmatrix ergibt im Fall von Interferenzen verschiedener 
Paritat zugeordnete Kugelfunktionen mit ungeradem oberen Zeiger, 
also ungerade Potenzen von cos #,, die typisch fiir Interferenzen mit 
verschiedener Paritat sind. 

GEER, NELSON und Wotick1!2 haben die Korrelationsfunktionen 
fiir den Fall der Messung in der Ebene senkrecht zum p-Strahl und fiir 


Tabelle 2. Koeffizienten der Winkelkorrelationsfunktion fiir O11 + %_ gegentiber a. 

m gibt den Exponenten von cos #, an, jeder Zahlenwert ist mit dem Faktor der 

obersten Zeile zu multiplizieren. Koeffizienten fiir 1,=4 wurden nicht beriick- 
sichtigt, sind aber bei! angegeben. 


|Al2 |B? Re (AB*) 
| 
2+ 0 2 1,2 0 1 
| = A 7 Ts == 
pee 254 1 0 + 5/2 ed Osa ere 10 //10/7 
2 0 90.85 6.. | =451 10/7 
| 4 ©) = NOW oc. 0 
—— a as! te 2 == Sal ee eet 
2 | 0 + 15/2 th BOR soe oo 
| ae 0 Wie © Wee —15 10/7 
[eee oy 0 + 16,06... 0) 
=a a2 Foal ok Sc ae Se es Pal 
2— 2 4533 Bo \) © 15/2 15/8 15/2 
2 — 15/2 105/4 =A5 
| | A 0 — 225/8 75/2 
| == === = =| = <= 
ee! 4) 3 ee A a ta 3/2 9/4 ) = sere 
i ee 9/2 gia 18 6 
ay | a) 45/4 —45 6/2 


einige Uberginge iiber verschiedene Niveaus in !*C berechnet. Die hier 
interessierenden Koeffizienten der Winkelkorrelationsfunktion sind in 
Tabelle 2 zusammengestellt*. A und B sind die Reaktionsmatrixele- 
mente fiir den niedrigsten und dem um 2 erhéhten Bahndrehimpuls im 
' Ausgangskanal. 

Messungen der Korrelationsfunktion wurden nur von! bei der 
Resonanzenergie von 163 keV vorgenommen. Die Strahlung «, wurde in 
' der Ebene senkrecht zum p-Strahl registriert und in dieser Ebene die 
Winkelverteilung von «,, gemessen. Die Ergebnisse sind 


{ (0) =1—1,97 cos?d, + 1,28 cos*#, bei E, = 163 keV 
f(9.) =1+1,54cos?3,—1,17costd, bei EF, = 290keV. 


Dic oe 6 Werte in der vorletzten Spalte sind bei !” unrichtig. 
12 Greer, E.H., E.B. Netson u. E.A. Wortcxi: Phys. Rev. 100, 215 (1955). 
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Aus Messungen des pd aslo aS der «-Strahlung (vgl. Ziffer 3)| 
wird von ® erschlossen 


}(9,) =1+9cos?3,—10cos4#, bei E, = 470keV. 


Das Vorzeichen der Winkelverteilungskoeffizienten scheint also oberhalb ff 
der Resonanzenergie von 163 keV sichergestellt zu sein. Beim Durchgang | 
durch die 163 keV-Resonanz tritt ein Vorzeichenwechsel beider Koeffi- J 
zienten auf. 12 beniitzen ihre Ergebnisse um zu zeigen, daB das Reso- 
nanzniveau in 12C den Spin 2 hat und daB das angeregte Niveau in *Be ff 
(2,9 MeV) den Spin 2 mit positiver Paritat hat, Spin 0 und Spin 4 kom- ff 
men sicher nicht in Frage. | 

Wird die Winkelkorrelationsfunktion entsprechend Tabelle 2 nur bis. 
zu Gliedern mit cos! # beriicksichtigt, so erlaubt eine eventuell gemessene 
Verteilungsfunktion die Bestimmung von und auch von cos f, 
wenn mit B die Phasenverschiebung zwischen A und B bezeichnet wird. 
=0,8 und cos B =0;4 
Daraus folgt, daB die Bahndrehimpulse 0 und 2 im Ausgangskanal mit 
etwa gleicher Haufigkeit an der Reaktion teilnehmen*. AuBerhalb der | 
Resonanz, wo bei 290 keV gemessen wurde, ist ein Berechnungsversuch 
mit den Verteilungsfunktionen fiir die Ubergange mit 1,— oder 2,— 
zu machen. Dabei ergibt sich sofort die Unmédglichkeit, einen reellen 
Wert von |B\|/|A| anzugeben. Man iiberzeugt sich, daB iiberhaupt fiiri™ 
alle Reiniibergange von Tabelle 2 Grenzwerte der Koeffizienten beilf 
cos? # und cos! # existieren, bei deren Uber- oder Unterschreitung eine} 
Bestimmung von | B|/|A| und 6 nicht méglich ist. In der Resonanz liegen 
die von !? gefundenen Koeffizienten im zulassigen Bereich fiir einen Uber- 
gang tiber 2,-+, auBerhalb der Resonanz nur im zulassigen Bereich fiir | 
3, +. Nur von Gove und PAu}? ist eine solche Méglichkeit bisher er-\ff 
wahnt worden. Hier wiirde sich dann ~~ 4 ergeben, d.h. mit ganz 
iiberwiegender Haufigkeit wiirde der Ubergang mit dem hohen Bahndreh- 
impuls /; = 4 im Ausgangskanal erfolgen. Um diese Aussage aufrecht zu-§ 
erhalten, reicht aber das Material nicht aus. — Uberraschenderweise er-|f 
gibt sich sowohl bei einem Reiniibergang tiber 1,— wie iiber 2,—, daB 
tiberhaupt kein Bereich der Verteilungskoeffizienten existiert, der eine 
Berechnung der Verhaltnisse und Phasen der Matrixelemente erlaubt. 
Nur mit einem einzigen Bahndrehimpuls im Eingang sind also diesel 
Ubergange als Reinitbergange nicht méglich. Dagegen sind sie aber) 
moglich als Interferenziibergange mit dem 2,-+-Ubergang. DaB beii 
me solchen Interferenz tatsachlich keine ungeraden Potenzen von cos# } 


* Der Masaru D/A in Ziffer 1 ist identisch mit |B|/|A| dieser Ziffer. S. 626 
war diskutiert worden, da mit D/A ~ 0 der cos? 8-Term der Winkelverteilung fiir, 
%, wegfallen wiirde. Das Ergebnis von !2 ]aBt diesen Schlu® also nicht mehr zu.. 

124 Gove, H.E., u. E.B. PAvt: Phys. Rev. 91, 463 (A) (1953). 
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in der Verteilungsfunktion auftreten, war oben (S. 628) gezeigt worden. 
Zusammenfassend muB gesagt werden, daB die Messungen von !2 zwar 
bestatigen, da der bei 163 keV resonante Ubergang iiber das 2, + -Niveau 
in C erfolgt, daB aber auBerhalb der Resonanz noch kein schlissiges 
Material vorliegt. Und auch Interferenzen bei der Resonanzenergie sind 
nicht ausgeschlossen. 

Im Teil I der Arbeit wird eine ganz andere Methode der Bestimmung 
der Winkelkorrelationsfunktion vorgeschlagen und benutzt, ndmlich 
die Ausmessung des gesamten Energiespektrums der «-Teilchen, die in 
einen fest unter 90° zum #-Strahl aufgestellten Zahler hineinlaufen. Die- 
ses Energiespektrum ist abhangig von der Winkelkorrelationsfunktion, 
da sie die Haufigkeit bestimmt, mit welcher die Teilchenemission in 
bestimmte Winkelbereiche erfolgt, und da andererseits die Winkel ein- 
deutig die Energie der «-Teilchen bestimmen (s. I, Ziffer 1). 


3. Energiespektrum der a-Teilchen unter 90° zum Protonenstrahl 
Fig. 1 enthalt eine Skizze der zugrunde gelegten Anordnung. In den 
Zahler (Spektrometer) gelangen einmal Teilchen «,, die in Richtung auf 
den Zahler hin emittiert werden, zum 
anderen solche g-Teilchen, welche 
beim Zerfall von §Be entstehen, wenn 
8Be in die Richtung #, emittiert 
wirdund die Zerfalls-x-Teilchendann 7 
in die ,,richtige’ Richtung emit- 
tiert werden. Die Richtungen be- 
stimmen eindeutig die Energie der tate 1. Aufstellung von Target und i RE, 
«-Teilchen. Wahlt man als Richtung ; Winkelbezeichnungen 
der Quantisierungsachse die Rich- 
tung vom Target zum Zahler (also 90° zum f-Strahl), so ist fiir #, ein 
ganzer Kegel um diese Quantisierungsachse herum zu berticksichtigen. 
Die Zahl der «-Teilchen, die den Zahler erreichen, ist also durch eine 
_ Integration der Korrelationsfunktion um die Quantisierungsachse herum 
_ za gewinnen. Entsprechend der Winkelbeziehungen in Teil I, 5. 607 
- fiihrt man zweckmabBigerweise in (2) die Richtung #; (Fig. 1) an Stelle 
_ von &, ein (Ersetzung von &, durch #, - #3) und findet fiir den winkel- 
abhangigen Anteil 
S (hy, by; Ro) = Dd) (hy 0 Ry m| Rom) Les (Zo) Ds, (2,) Diy(A2)- (5) 
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Damit die Zerfalls-x-Teilchen von 8Be den Zahler erreichen, miissen 
| n me a Bae ale 

Quantisierungsachse (Verbindung Target-Auffanger), 4, und A, kom- 
planar sein, also ist einzusetzen 


ae “ 


/ 


ay =(5 0), By = (Gi, Os Yu) Rs =(—%, 92, x2). 


i | 
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| 
Die Integration des Realteiles ergibt nur dann einen von Null ver- ff 
schiedenen Wert, wenn m,=0 ist. Bis auf den Faktor 22 wird damit | | 
der gesamte winkelabhangige Teil der Verteilungsfunktion 
Rel S’) = Ret |S dati 2 (ky Oka n| hy) a(Ro, 0) (2 — Ono) X 


20 | : 

Gone =o 9) 

PY Sia HAIN ee n ~,9.\ De = 19)" 

Ein Blick auf Tabelle 1, S. 622 lehrt, daB bei den Ubergangen tiber: 

b=1,— und 2,—, wenn nur /, =0 beriicksichtigt wird (niedrige Ein- | 

schieBenergie), nur ky =0 erlaubt ist. Damit bleibt 
Reée[S= 2 (cosa). 


2 


Die mathematische Form der Winkelkorrelationsfunktion (4) ist fir 
ky =O genau die gleiche. Da die ttbrigen Faktoren ebenfalls gleich sind, 
so sieht man, daB die von GEER, NELSON und WoOLIckI! gemessenen 
Anisotropiekoeffizienten (S.629) bei 290keV, d.h. auBerhalb der 
163 keV Resonanz direkt zum Vergleich auch fiir das Energiespektrum 
genommen werden diirfen (vgl. Teil I, S. 619). 

Von besonderer Bedeutung ist, daB fk, in (6) nur gerade Werte an- 
nehmen kann, d.h., daB Interferenzen von Niveaus verschiedener j 
Paritat (ungerades ky) sich nicht durch neue Zusatzterme bemerkbar 
machen, sondern die Verteilungsfunktionen werden bei Erweiterung des | 
Wertebereichs von ky wegen Erweiterung der Zahl der méglichen Uber- 
gange einfach addiert, ohne daB typische ,,ungerade‘‘ Terme auftreten. 
Die auftretenden ungeraden Potenzen von cos # entstehen lediglich da- if 
durch, daB formal  ungerade zugelassen werden muB, sie sind also 
charakteristisch fiir die gewahlte experimentelle Anordnung und nicht | 
fiir Interferenzen mit Niveaus verschiedener Paritat. 


Zeitschrift fiir Physik 156, 633—656 (1959) 


Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Hamburg 


Uber die Durchfiihrung einer Naherung 
der starken Kopplung beim Chew-Low-Formalismus 
Von 
HELMUT JAHN 


(Eingegangen am 13. Juli 1959) 


A strong-coupling approximation method for the Chew-Low meson-nucleon 
scattering formalism is developed, considering, for simplicity, the case of charged 
scalar mesons. As a starting point, the Low equation formulated for the case of 
strong coupling is stated. This formulation explicitly takes into account the for- 
mation of excited compound-nucleon states which arise in the case of strong 
coupling. The data concerning the zero-meson part and the compound-nucleon 
excitation energies, necessary to specify this Low equation, are introduced appro- 
cimatly by means of the field-splitting transformation developed in a previous 
paper. The one-meson approximation is constructed; this corresponds to a certain 
kind of many-meson approximation of the usual Low equation whose limit as 
g—oo holds exactly. It is hoped that these considerations will serve to guide 
an analogous investigation using the pseudoscalar theory. 


Einleitung 
Bei ihrer Behandlung der z-Meson-Nukleon-Resonanzstreuung im 
Energiegebiet der 1. Resonanzstelle haben CHEW u. Low! die dispersions- 
relationsartige, nur die physikalischen Zustande enthaltende Low-Glei- 
chung? zugrunde gelegt, in der die Streuamplitude durch die Summation 
iiber das gesamte Spektrum der Energien und Zustande einer bestimmten 
bilinearen Bildung aus den Streumatrixelementen ausgedriickt wird. 


1 CHEw, G. F., u. F. E. Low: Phys. Rev. 101, 1579 (1956). 

ZcOws Eau cwPhivse Re yen9 741439251955)! 

3 Wick, G. C.: Rev. Mod. Phys. 27, 339 (1955). Herleitung speziell fiir das 
genannte Modell. 

4 Sie steht in enger Beziehung zu dem allgemein giiltigen, nur gewisse Grund- 
prinzipien voraussetzenden quantenfeldtheoretischen Formalismus von LEH- 
MANN, H., K. SyMaNnzIK u. W. ZIMMERMANN: Nuovo Cim. 1, 205 (1955); 2, 425 
(1955); 6, 319 (1957). Siehe ferner Exstetn, H.: Nuovo Cim. 4, 1017 (1956). — 
GLASER, V., H. LEHMANN u. W. ZIMMERMANN: Nuovo Cim. 6, 1122 (1957). — 
Haac, R.: Nuovo Cim. 5, 203 (1957). — Proc. of the Lille Conference on Mathe- 
matical Problems of the quantum theory of fields 1957. Phys. Rev. 112, 669 
(1958). — SYMANZIK, K.: Phys. Rev. 105, 743 (1957). — NisHijima, Ke Progi. 
Theor. Phys. 17, 765 (1957) u. Phys. Rev. 111, 995 (1958). — LEHmann, H.: Nuovo 
Cim. 10, 579 (1958). — ZimMERMANN, W.: Nuovo Cim. 10, 597 (1958). — Zur 
Darlegung der Grundprinzipien und ihrer Konsequenzen in der Quantenfeld- 
theorie s. Haac, R.: Dan Mat.-Fys. Medd. 29, No 12 (1955). 
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In dieser Summation haben CHEW u. Low dann noch in enger Anlehnung 
an ein im Gebiet der 1. Resonanzstelle genahert giiltiges, den Nukleon- J 
riickstoB vernachlassigendes Ein-Nukleon-Modell der pseudoskalaren 
Mesontheorie eine Ein-Meson-Naherung durchgefiihrt, indem sie die 
Beitrage zu Zustaénden mit mehr als einem Meson vernachlassigten. ff 
Wegen der Verbesserung bzw. Verschlechterung ihres Charakters als ff 
Naherungslésung bei einer etwa gedachten Verkleinerung bzw. Ver- | 
groBerung der Kopplungskonstanten, wahre diese Naherung als Naherung - 
der schwachen Kopplung anzusprechen, und es ergibt sich somit das 
Problem, die Naherung der starken Kopplung fiir den Chew-Low- ff 
Formalismus zu entwickeln, die dementsprechend eine bestimmte Art ff 
von Mehr-Meson-Naherung sein miiBte. | 

Die Durchfiihrung einer derartigen Mehr-Meson-Naherung ware vor 
allem fiir solche Energien von Interesse, von denen ab schon Mehr- 
Meson-Erzeugung merklich auftritt, so daB die Zustande mit mehr als 
einem Meson in der Summation in der Low-Gleichung nicht mehr ver- 
nachlassigt werden kénnen. Dies diirfte schon fiir diejenigen Energien 
oberhalb der 1. Resonanzenergie bemerkbar sein, bei denen das von 
CHEW u. Low verwendete Modell noch einigermaBen gelten sollte, wo | 
aber die Ein-Meson-Naherung von CHEW u. Low gemaB G. u. F. SALz- 
MAN® den experimentellen Abfall vom Resonanzmaximum herab nicht 
mehr gut wiedergibt * dergestalt, daB eine zu groBe Breite herauskommt. 
Es diirfte interessieren, inwieweit hierbei die mit der Ein-Meson-Nahe- 
rung von CHEW u. Low in der Summation der Low-Gleichung gemachte 
Vernachlassigung der etwa bei der 1. Resonanzenergie beginnenden 
Mesonerzeugung?? eine Rolle spielt und inwieweit hierbei von einer 
geeigneten Mehr-Meson-Naherung eine Verbesserung zu erwarten sein 
sollte. 

Die von WENTZEL’” begriindete und von einer Reihe von Autoren 8-4 
weiterbehandelte Methode der starken Kopplung (s. Ubersicht in 4 iiber 


* Wir haben es hier mit dem Fall der kurzlebigen, instabilen Teilchen zu tun, | 
deren Lebensdauer von der Gré8enordnung der StoBzeit ist, wobei starkere Ab- 
weichungen der Linienform von derjenigen einer Breit-Wigner-Formel an und fiir 
sich durchaus auftreten kénnen (s. dazu die Untersuchungen iiber instabile Teil- 
chen von H6HLER®). 

5 SaLzMAN, G. u. F.: Phys. Rev. 108, 1619 (1957). 

6 HOHLER, G.: Z. Physik 152, 546 (1958). 

7 WENTZEL, G.: Helv. phys. Acta 13, 169 (1940); 14, 633 (1941); 26, 222, 554} 
(1943). 

8 OPPENHEIMER, I. R., u. J. SCHWINGER: Phys. Rev. 60, 150 (1941). 

9 PauLi, W., u. S. M. Dancorr: Phys. Rev. 62, 85 (1942). 

10 Paul, W., u. S. Kusaka: Phys. Rev. 63, 400 (1943). 

11 SERBER, R., u. S. M. DaNncorr: Phys. Rev. 63, 143 (1943). 

12 Houriet, A.: Helv. phys. Acta 18, 473 (1945). 

18 TomonaGa, S.: Progr. Theor. Phys. 1, 109 (1946). 
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die alteren Arbeiten in *5.?6) sollte nun insofern zu einer Mehr-Meson- 
Naherung fiihren k6nnen, als die darin von vornherein explizit vor- 
kommenden, durch Bindung eines Eigenfeldes von Mesonen an das 
Nukleon entstehenden, und durch direkte Mesonstreuung anregbaren 
Compound-Nukleonzustiande durch Zerfall noch Mesonen zu dem direkt 
gestreuten Meson hinzuliefern wiirden??.?7*, wenn man den Ubergang 
zu ihrem Instabilwerden in der geeigneten Weise ausfiihrt *. Es leuchtet 
ein, daB dies gerade auch den Vorgangen oberhalb der 1. Resonanz- 
stelle entsprechen wiirde, wenn man sich diese durch den 1. Compound- 
Nukleonzustand zustandegekommen denkt, durch dessen Zerfall dann 


* DaB man hier von den stabilen Compound Nukleonzustanden ausgeht, kann 
als ein analoges Verfahren zu der Behandlungsweise bei der Atomhiille angesehen 
werden, bei der man ja auch zuerst etwa die stabilen Bohrschen Bahnen berechnet, 
deren Instabilitat man dann durch nachtragliches Ankoppeln des Strahlungs- 
feldes beriicksichtigt. Ganz entsprechend werden hier im Falle der z-Meson- 
Nukleon-Wechselwirkung zuerst die stabilen Compound-Nukleonzustande berechnet, 
nur da hier sowohl die ,,Compound-Nukleonhiille als auch das ,,Strahlungsfeld‘‘ 
von ein- und demselben Feld, namlich dem z-Mesonfeld gebildet werden, dessen 
Aufteilung in Compound-Nukleonhiille und ,,Strahlungsfeld“ erst mittels der Feld- 
aufspaltungstransformation fiir diese Beschreibungsweise eingefiihrt werden muB, 
wonach man dann die Einschaltung der Wechselwirkung zwischen beiden und 
somit das Instabilwerden der Compound-Nukleonzustande durch Ubergang zu 
kleineren Kopplungsstarken vollziehen kann. 

14 Mivazima, T., T. Tati u. S. TomonaGa: Progr. Thor. Phys. 3, 26 (1948). 

15 KAUFMANN, N.: Phys. Rev. 92, 468 (1953). 

16 HAMILTON, J.: Phys. Rev. 97, 1390 (1955). 

1” GEILIKMAN, B. T.: Exp. Theoret. Phys. USSR. 29, 417 (1955). — Soviet 
Phys. JETP. 2, 509 (1956). 

18 Pats, A., u. R. SERBER: Phys. Rev. 105, 1636 (1957); 113, 955 (1959). 

PEPE KARTS. Das ooviel ehys. |i 3, 205)(1956) 57s 

20 Barer, V.N., u. S. T. PEKAR: Soviet Phys. JETP. 3, 340 (1956/57). 

21 EDWARDS, S. F.: Proc. Roy. Soc. Lond., Ser. A 243, 458 (1957/58). 

22 GoEBEL, C. J.: Phys. Rev. 109, 1846 (1958). 

23 LANDOVITZ, L., u. B. Marcoris: Phys. Rev. Letters 1, 206 (1958); 2, 318 
(1959). — Ann. Physics 7, 52 (1959). 

24 JAHN, H.: Preprint Februar 1959. Erscheint demnachst in Nuovo Cim. 

25 WENTZEL, G.: Rev. Mod. Phys. 19, 1 (1947). 

26 Pau, W.: Meson Theorie of Nuclear Forces. Interscience Publ. 1948. 

27 Auf ahnlichen Gedankengadngen beruht auch ein unter Benutzung der experi- 
mentellen Resultate zur 7-Meson-Nukleon-Resonanzstreuung durchgefiihrte phano- 
menologisches Modell zur 2-Meson-Erzeugung von LINDENBAUM u. STERNHEIMER 
[Phys. Rev. 106, 1107 (1957); 105, 1874 (1957); 109, 1227 (1958)]. 

27a In Fortsetzung des bisherigen Chew-Low-Schemas wurden Untersuchungen 
zur m-Meson-Erzeugung von BarsHay, S.: Phys. Rev. 103, 1102 (1956). — Fu- 
KUDA, I., u. I.S. Kovacs: Phys. Rev. 104, 1784 (1956). — RopBeEre, L. Saee bss 
Rev. 106, 1090 (1957) und Omnis, R.: Nuov. Cim. 6, 780 (1957) und auf Grund 


der Tamm-Dancoff-Methode von NELKIN, M.: Phys. Rev. 104, 1150 (1956) durch- 


gefiihrt. Es ware von Interesse, eine Naherung der starken Ikopplung damit zu 
vergleichen. 


| 
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zu dem direkt gestreuten Meson der Methode der starken Kopplung | 
zunichst noch ein weiteres Meson hinzutreten wiirde. Dieses Meson 
erscheint hierbei allerdings in seiner Rolle als hinzutretendes Meson 
gegeniiber dem urspriinglichen Standpunkt der Ein-Meson-Naherung | 
von CHEW u. Low vertauscht, wo es gerade die Rolle des gestreuten 
Mesons spielen wiirde, wahrend man das unter Compound-Nukleon- 
anregung direkt gestreute Meson der Methode der starken Kopplung 
dann gerade als das von der entsprechenden Energie an noch hinzu- | 
tretende weitere Meson anzusehen hatte. So wiirde also eine Ein-Meson- 
Naherung der starken Kopplung mit Compound-Nukleonanregung vom | 
Standpunkt des bisherigen Chew-Low-Formalismus zu einer Mehr-_ 
Meson-Naherung in der bisherigen Low-Gleichung fiihren kénnen. 


Eine solche Naherung hat GorBEL®? unter Verwendung der Ergeb- 
nisse der Arbeiten von WENTZEL? (1940), SERBER u. DANCOFF™, KAUF- 
MANN} und Pals u. SERBER!}§ (1957) zur Methode der starken Kopplung 
vom bisherigen Chew-Low-Formalismus aus fiir den Fall der geladenen 
skalaren Theorie entwickelt?8, welcher Fall jedoch insbesondere fiir den 
dabei verwendeten Grenzfall der Punktquelle beim Ubergang zu klei- 
neren Koppiungsstarken keine Instabilitat der Compound-Nukleon- 
zustande liefert. Diese wiirde sich erst fiir die pseudoskalare Theorie 
auf Grund deren andersartiger Abhangigkeit von der Quellausdehnung 
ergeben. Doch scheint die Durchfiihrung des Goebelschen Verfahrens, 
wie GOEBEL selbst bemerkt, dabei zu groBe Schwierigkeiten zu bereiten. 

In der vorliegenden Arbeit haben wir daher ein Verfahren entwickelt, 
daB diese Schwierigkeiten bei seiner Anwendung auf die pseudoskalare 
Theorie nicht bieten wiirde, das wir aber der Einfachheit halber und um 
den Vergleich mit den Goebelschen Ergebnissen anstellen zu kénnen?8 
zunachst ebenfalls am Fall der geladenen skalaren Theorie darlegen. 
Im Unterschied zum Goebelschen Verfahren gehen wir dabei nicht von 
der Low-Gleichung in ihrer bisherigen Form, sondern von der fiir den 


Fall der starken Kopplung angeschriebenen Low-Gleichung aus, in der ff 


die Compound-Nukleonzustande von vorneherein explizit beriicksichtigt 
sind {s. die Absatze 1b) und c)]. Von dieser Low-Gleichung der starken 
Kopplung bilden wir dann die Ein-Meson-Naherung (s. Abschnitt 3), 
die gema8 dem eben Gesagten einer Mehr-Meson-Naherung der Low- 
Gleichung in der bisherigen Form entspricht, und die im Grenzfall 


y 
i | 
| 
h 
1 


g— oo sogar exakt gilt [s. 3b)]. Die Daten fiir die Compound-Nukleon- | | 


anregungsenergien und die Matrixelemente des Nuil-Meson-Anteiles 
dieser Ein-Meson-Low-Gleichung der starken Kopplung leiten wir dabei 
mit Hilfe der in** entwickelten Feldaufspaltungsmethode der Dar- 
stellungen der starken Kopplung her, mittels derer die explizite Ein- 


28 Jaun, H.: Fortschritte der Physik 7, 452 (1959) 
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fiihrung des Compound-Nukleons als gesondertem System mit eigenen 
Operatoren in einem konsistenten systematischen Verfahren durchgefiihrt 
wurde. Aus der Schar der bei dieser Methode gebildeten kanonischen 
Autspaltungstransformationen leiten wir fiir unsere Zwecke in der vor- 
legenden Arbeit einen fiir den Gebrauch bei der Ein-Meson-Low- 
Gleichung der starken Kopplung besonders geeigneten Spezialfall her 
(s. Abschnitt 2), mit dessen Hilfe wir die Eingabe der Daten fiir die 
Compound-Nukleonanregungsenergien und die Matrixelemente des Null- 
Meson-Anteils in einer geeigneten Naherung vornehmen kénnen [s. Ab- 
satz 3a)|. Damit ergibt sich ein Verfahren fiir die Durchfiihrung einer 
Naherung der starken Kopplung beim Chew-Low-Formalismus, das sich 
leicht auf die pseudoskalare Theorie iibertragen lassen sollte. 


1. Ausgangsgleichungen 

a) Modell. Den vorstehenden Erlauterungen entsprechend fiihren wir 
die Entwicklung des Verfahrens hier zundchst an dem einfachsten Modell 
eines an ein vorgegebenes Nukleon unter Vernachlassigung von dessen 
RiickstoB gekoppelten geladenen skalaren Mesonfeldes durch, wie es auch 
sonst von einer Reihe von Autoren zur Untersuchung sowohl der Methode 
der starken Kopplung 7940), 11,18,15,18 als auch des Chew-Low-Forma- 
lismus”®, 30,22 benutzt wurde, wobei die neutralen Mesonen fortgelassen 
sind und iiberall nur zweikomponentige Vektoren im Isospinraum be- 
trachtet werden, die in der zur Ladungsachse senkrechten Ebene liegen. 
DemgemaB lautet also der Hamilton-Operator im Impulsraum: 


H=— >) { Phbate Ger Gorp dt + 2 sO Ts fol (k) ) dove dt (1) 
Q @ 


mit den kanonisch konjugierten Variablen g,¢ und p,, des Mesonfeldes, 
fiir die gilt: 


it tet Gorl = Fre — 13 Eber Perl =lyr ee1=0 2) 
; oe Jers NE (3) 
4 Gott Pot =P y-1- (4) 
letzteres wegen der Hermitizitat der eee ee im Orts- 
raum; ferner mit der Fourier-Transformierten v(k)= f K(r) e'” dv der 
Quellfunktion ‘(r), die a 

=| (1) a 4 (5) 

normiert ist, und mittels ie = ee zur Punktquelle durch 
K(r) > d(t); v(k) const = 1 (6) 


beschrieben wird; und mit dem Isospinoperator t, des nackten Nukleons 
(Pauli-Matrizen). 


29 SERBER, R., u. T. D. LEE: Mitgeteilt in 91 (s. auch ??). 
30 CastTILLEJO, L., R. H. Daritz u. F. J. Dyson: Phys. Rev. 101, 453 (1956). 
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Der Vektorindex g durchlauft iiberall nur die Zahlen 1 und 2, da |} 
wir nur geladene Mesonen betrachten wollen. DemgemaB kommt der f 
Ladungsoperator t, des nackten Nukleons in H nicht vor, sondern nur | 


im Gesaintladungsoperator J, welcher lautet: 


T= [ (uber — Gor Pre) dE+ >. (7) | 
Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir das Mesonfeld erhalten 
af =(Z) dot — (20) 8 Pet (8) 


An Stelle der vorstehenden vektoriellen Schreibweise beztiglich des | 
Isospinraumes wollen wir auch haufig die auf das Ladungsvorzeichen | 


wir gemaB: 


bezogene Schreibweise verwenden. Dann sind 


ar = Pare (ar Ede 1st) (9) 


= — (t%, +717) (10) 


vermehren oder vermindern die Nukleonladung um eine Einheit. Der 
Kopplungsterm des Gesamt-Hamilton-Operators Gl. (1) lautet in dieser 
Schreibweise : 
(eens Rk) ¢_+(7 ~ — -(7 bee 
Hat [ot (af +4 ¢*) +7 (@f* +4;,)} dt. (11) 
b) S-Matrix. Der Ausdruck fiir die S-Matrix lautet gemaB Wick? 
fiir das hier benutzte Modell*: 


mit Sit = Oy_ — 201 6(Ey — Ey) TF (N) (12) 
Ty (N) = (un, Ve Xors) (13) 

und te Ae eee 
iia Sri a, (44) 


wobei yy irgendeinen Streueigenzustand mit einlaufendem Kugelwellen- ! 


anteil zum Eigenwert £y des Gesamt-Hamilton-Operators H und 497, 
speziell dazu den Mesonvakuumzustand bedeuten soll, dessen Index T; 
in Erweiterung der Wickschen Formulierung hier auch die Quanten- 
zahlen der bei starker Kopplung gemaB 


A yor, = Er, Xorg (15) 


sich mit den Eigenwerten E7, auSer dem Grundzustand noch etwa | 
bildenden Compound-Nukleonzustande einschlieBen mdge **: 28. 


c) Low-Gleichung der starken Kopplung. Damit lautet die Low- 


*x Siehe FuBnote S. 635. 


| 
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Beriicksichtigung von Compound-Nukleonzustanden * (s. 28): 


Tj * (N’) Tt (N’ T-* (N y 
TW) =— > {— ( os ‘E (Oo), t (N’) Te, no} 


ON iam ‘ey - A ae ie = GE En’ + é N - A re ie 


N’ 
2 ; (16) 
= Te * (N’) Te (N’) Tyr * (WN) Te (N) 
Tw) =- yj | 
N’ EN’ én + TT, — b% en’ + ey tA pep a 
mit den Compound-Nukleonanregungsenergien 
ATs I, = Er, — Er, (17) 


die im Unterschied zur bisherigen Low-Gleichung in (16) nun noch 
hinzugetreten sind, und den Gesamtenergien 


éy = Ey — Er, 5 éy' = Ey — Ep: 


Ss 


(18) 


der freien Mesonen in den jeweiligen asymptotischen Zustaénden. In 
>» bei Gl. (16) soll die Summation tiber TZ mit enthalten sein. Wie 
a 


man sieht gilt die Crossing-Relation : 
Ts (N) ex = Iv (1) ey (19) 
und der Null-Meson-Anteil lautet: 


nnen-— Yr master A 


A ee aie oe A De 1 ap EN 
ora! “Ee oats ) (Lore YE rors) 
-->y aR (20) 
arya a 


ae vA a> Sean -— 


(Lory Yt" ors) (ory Mey ty * XoTs) 
Ty; Ts 


GemaB (43) und (14) laBt sich wie bei CHEW u. Low? die k-Abhangig- 
keit - ee von T;* (N) multiplikativ abspalten, so daB nur noch die Matrix- 


E 
elemente auf der Energieschale in der Low-Gleichung tibrigbleiben. Wir 


‘fiihren dies durch mit 


+N 
=e N _ vr) (— {= (ev) 2 
any e (220)? ex, v(Ry) (21) 
(s. auch 8), wobei der totale Wirkungsquerschnitt 
F(é) = 4a 2 |f" (e)/? (22) 
= 

ist, und bekommen fiir die Low-Gleichung der starken Kopplung: 
f= (e) rte ray de" Be | ie CDV tee ee (23) 

[v (2 [uv (e’)]? |e’ — e+ Arr, — 1% &+e+Arz 7, 
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mit dem gemaB (21) aus (20) folgenden Null-Meson-Anteil f= 9(e)eie | 
zur Spezifizierung der Low-Gleichung der starken Kopplung Gl. (23) 
erforderliche Bestimmung der Matrixelemente von (20) und der Com- 
pound-Nukleonanregungsenergien 47/7, in (20) und (23), kann mittels J 
der Feldaufspaltungsmethode der Darstellungen der starken Kopplung™4 ff 
naherungsweise durchgefiihrt werden, was wir im folgenden darlegen 
wollen. | 

2. Feldaufspaltung 


a) Variablen fiir freien Feldanteil und Eigenfeldanteil. Die Feldauf- | 
spaltungsmethode* erlaubt es, mittels einer kanonischen Variablen- 
transformation, die urspriinglichen Mesonfeldoperatoren ¢,, und Po¢ 
der Gl. (1) durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 4,4, 4%. 
eines freien Feldanteiles (mit kontinuierlichen Impulsindex ky, Isospin- 
raumindex 9, und den iiblichen Vertauschungsrelationen) einerseits und 
Eigenfeldoperatoren s,, und , andererseits zu substituieren. Dabei sind 
s,;, und £, gegeben durch 


ama 51, = (cos ; sing); (24) 


j= D107 ée>= (—(sin o— a (cos —— d )] = <sonFe Meo) 


U 
mit dem zu s,, senkrechten Vektor 
$35 == (= SIN ©; COS). (26) 


wobei m den Drehwinkel um die Ladungsachse in der dazu senkrechten 
Ebene des Isospinraumes und 


{ 
= 
lab) 


1 OY 
den Isospinoperator des Eigenfeldes bedeutet. Da8 das Eigenfeld hier 
nur Isospinfreiheitsgrade besitzt legt daran, daB der Kopplungsterm 
der Gl. (1) nur die Aufnmahme von Isospin auf Grund der in ihm ent- | 
haltenen t,-Operatoren nicht aber von Drehimpuls (wegen seiner Kugel- 
symmetrie) oder von Quantitaten anderer physikalischen GréBen ge- 
stattet. Fir die Vertauschungsrelationen der s,, und p, erhalt man 
unter anderem: 

v [Pos S10] = S20" Sao: (28) 

b) Aufspaltungstransformation. Fiir die Variablensubstitution laBt 
sich dann aus den in *4 entwickelten Aufspaltungstransformationen | 
der speziell fiir die Verwendung bei der Low-Gleichung* der starken | 


* Dieser hier verwendete Spezialfall ist von dem in 24 behandelten Spezialfall 
verschieden, der fiir die Verwendung bei der Low-Gleichung offenbar weniger 
geeignet ist (s. FuBnote ** S. 646). 
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Kopplung geeigneten Ansatz auswihlen: 


a! g v(k) : 
a) CeO) aaares 2 Sigi; 


UN ba = Pee Pel 7 
: & v ue v ( ie 
TE mea aa 
mit 
a) It = _ 2 fi (2&)~ ‘fs ae 00 fo 7 U_ fe 20 of] dt, 
(k) 020 2 Q (29) 
b) Dee 2 fG aed Ut £4 a {cn v=, fy a, | dt, 
2 Qo 2 Qo 
und 
(A) Se aa Fi 
—> fe O00 Osis rly Ou oe) a5, fo 4g, fy dt) o 
Qo, Fo © 


Der Operator 4, muB in (29x, b) auftreten, damit die Aufspaltung 
des urspriinglichen Mesonfeldisospinoperators f (9,¢ Pot —Yot Pot) 4£ in 
den Isospinoperator des freien Feldanteiles 


Ha == 2 | oe. 9c — Seon Fe.) Mets Fant, de (30) 


und den Eigenfeldisospinoperator 7, Gl. (27) ohne das Auftreten von 
gemischten Termen fiir jedes g erfiillt ist. Ferner sind in den Trans- 
formationsfunktionen v;;, noch die Eigenfeldoperatoren s,, enthalten 


und zwar aus Treeaneerinden beziiglich des Isospinraumes in der 
Form des Produktes s,, s,,,. Aus 4 ist zu entnehmen, da8 alle Ver- 
tauschungsrelationen der 4,4, ppt, ae, i @ n¢tpi sag und 9p, erfullt «sind, 
und sowohl die Kommutativitat der a> ;,, a,,;, einerseits mit den s,,, p, 
andererseits als auch die des Zahlers mit dem Nenner rechts in (29 x b) 
befriedigt sowie der Umkehrbarkeit der Transformation (29) garantiert 


ist, wenn gilt AOA NeCH TD) 
‘ ve 22 
fe: vfs, ly = 4(t — 1) by, — =F — Sra'See (34) 
Qo 200 {( 7 j at’ 
un x € 
TS ft ed tee OU LAER OA (32) 
Tei ee ee 
x AG) ist die Fourier-Transformierte des Yukawa-Potentials und ist mit 
€ 


- multipliziert diejenige Funktion, die den Compound-Nukleonanteil des Hamilton- 
Operators im Grenzfall g—> co zum Minimum macht (siehe 4»). 


Z. Physik. Bd. 156 43 
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Diese beiden Bedingungen (31) und (32) erscheinen schon rein auBerlich | 
plausibel, da sie die Form von Isometriebeziehungen eines isometrischen 
Operators besitzen, der den gesamten f, 0-Raum des urspriinglichen gege- ff 

v(k’) 


benen Mesonfeldes in den f,, 99-Raum der freien Mesonen und den ——~- | 
ae ny 


Raum der Eigenfeldmesonen mit den Eigenfeldoperatoren s,,, und £, i 
aufspaltet. Das wird noch besonders durch die Orthogonalitatsbeziehung | 


Sse f “Gh oryat =0 (33) 


Q 2 Qo 
zum Ausdruck gebracht, die als Konsequenz der Beziehungen (31) und | 
(32) gilt, und die beim Einsetzen von (29x, b) in H die aus pj, und | 
(f,+A,) gemischten Wechselwirkungsterme ganzlich in Fortfall bringt. | 
Der Operatorfaktor s,,, Sg, rechts in Gl. (31) kommt durch die Ver- J 
tauschungsrelationen Gl. (28) der Eigenfeldoperatoren p, und s,, herein. | 


Dieser Ansatz (29) eingesetzt in H Gl. (4) erfillt die Forderung: 


H—+>H'+ H° fiir g—+oo* (34) | 
mit dem freien Feldanteil 
HY =D f £451,444) ato 65)| 


und dem Compound-Nukleonanteil 
1 
Hoe — 


Fir — Tire t+ 4)+(£) (e+) 66 


\e ly eu? = 


CAME a 
ea aa (37) 


E 


mit 


wenn man zusdtzlich zu (31) und (32) noch fordert 


Df ove or ydt = 6G 0(f6 — be) by.9, + 
Q 


20, 220 


1 ’ f 
0,0 C 22% 


2 Qo 


nachdem man noch vorher fiir den in Gl. (1) enthaltenen Isospinvektor- 
operator t mit s,, und mit »' s,, fv(k’)g,,dt mitbewegte Koordinaten 
Q 


* Das durch (34) bezeichnete Verschwinden der Wechselwirkung fiir g—oo 
ist in dem Sinne gemeint, da8 der Kern des Integralgleichungssystems 


HW | n’ | 
tn (7) Onn t S we a9 a in (n’) , | 
oe n j 


daB mit HW=H—(H%+H°) gema® der Entwicklung yy = Di fy(n) @, der 


. oe fe 
Eigenzustande von H nach den Eigenzustanden von Hf + H0¢ gebildet ist, bei 
starker Kopplung ein kleiner Kern wird [s. Absatz 2d), 2f), sowie aah 
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tT, eingefiihrt hat durch die Drehung: 


te Di wet | ae 5 } (Sse foe ) Gor at) ny 
a (S308 S172) Ee Dy aie 


Der eine Teil dieser Drehung wird durch die Eigenfeldvariablen 
(s. S. 640) beschrieben gemaB: 
Fe eld (40) 


— sin py cos p 


(39) 


und betrifft nur die Compound-Nukleonvariablen, so daB sich nach seiner 
Ausfihrung mit 

Ton 21 5g o ta) iD (41) 
fiir die nach Einsetzen von (29) in (1) unter Beriicksichtigung von (38) 
verbleibenden Wechselwirkungs- und t-abhangigen Terme ergibt: 


AY 4 A — ge sy, [2 (h) qr at) a 


oO 


oe DD (14%) 5+ Fe S20) f 0 (B) gyn dt + 


25 A 
cae: 2 
| 2iNeS >> Py t Ae ast prt 
BT TOR) \? _., 23 1 v (k’) ; er | 
| (75) at @ ar = ae 72 qo p at 
i |) : 
+ (ae) (+3) 
Der zweite Teil der Drehung (39), dem der Winkel 
a =arcsin 7% >) ss [ o(k) drat (43) 
Q 


zazuordnen ist, ist gerade so gewahlt, daB durch seine Ausfiihrung 
gemaB 


belt (FEF on foe ae at) 


der in g-lineare, mit 7, behaftete Term in (42) kompensiert wird und 
die dabei hinzutretenden 7{ behafteten g°-Terme durch den von (38) 
43* 


| 

| 
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| 
| 
herriithrenden ersten Term von (42) fiir 7,=— 1 herausgehoben werden. | 
Dieser zweite Teil der Drehung (39) macht dann aber auch noch eine } 
Transformation von 7,4 und p,, erforderlich, die wir uns mittels der} 
erzeugenden unitaren Transformation 


1 

ek Seances gee fe) Ig dt (45) 
als jeweilige Entwicklung in eine Liesche Reihe beschaffen kénnen. } 
Diese Entwicklung bricht aber sowohl fiir 7% als auch fiir ~;, wegen 
deren Vertauschungseigenschaften mit dem Exponenten von (45) schon § 
nach dem zweiten Glied ab, so daB wir den Wechselwirkungsanteil des | 
transformierten Hamilton-Operators nach Ausfiihrung dieser Drehungen 
und Transformationen exakt in geschlossener Form anschreiben kénnen: | 


HM = — 2 Di see f V8) Pa dt + > (Lise f vl) gir dt) x 
aes z Ps 
fisse mp Gl Ee femaret) 


[28 (EE Bef eoraear)] 
7 Hf 


P= (te r= ws Q 
Pee rT 1 

te Y— (Fa Baa mr aieat) 
+7 Disee fol) ge atl D's, f v(t) queat + 

0 

> (=) 2 
a ee 

cD cba, 

ieee uae | se se(ae g/2 Io at ; 


F 1 
! of 
2n \3 Fea 


{7a see Sok) dye at] Bag Ae + Fis F es. Ese LOH) gee ar))} 


: Teva oD sales “2 i 


(Se. 
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Die Entwicklungsglieder hiervon bis zur Ordnung g? lauten: 
Bee (14ers) Yisre fo) qr at 
By = (147%) 4 (Su fo ger dt) + 
+S Doe f 2) qi, dt dis, f ol) qi at 
0 
Hpi = —22| 8 Y's, fo (t) Pat 4 -(Dseefv lk ) gen dt) x re 


x (HDs fe) gu dtE+ BD sep fo (8) gin at) 
r= (22) Spl (Zan fo) ae at 4 


eo 


ae is (dise0f Y (R’) Pot Bits [oR : 72 Daas 4s +45]. 


dt” 0 


 gl/4 


DafB diese Terme friihestens von der Ordnung g? an abwiarts eine 
Wechselwirkung ergeben und H™ somit (34) erfiillt, werden wir im 
folgenden sogleich zeigen: 

Fiir den Compound-Nukleonanteil verbleibt nach Einfiihrung des 


_ mit tT vertauschbaren Compound-Nukleongesamtisospinoperators 


| 
| 


F13= Tio +313, (48) 


der die Eigenwerte und Eigenzustande leicht erkennbar machende Aus- 
| druck Gl. (36). 


c) Compound-Nukleon. In (36) beschreibt t, nun die Ubergange 
zwischen den fiir starke Kopplung weit auseinanderhegenden Niveaus 


a8 (4) 6b und — (ZY b der Eigenwerte von t;, so daB der Erwartungs- 
7 7 
wert des Termes mit 2.7,, 73 in bezug auf die Eigenzustaénde von .7yy 
und 75 verschwindet, wahrend die Eigenwertkorrektur in zweiter st6- 
_rungstheoretischer doshas ~sa und somit im Sinne der starken 
& 
_ Kopplung gegen das 7; und 7{-Glied zu vernachlassigen ist. Im Grenz- 
fall der Punktquelle act wegen b-> oo der EinfluB des 2.74, T3- 


'Termes fiir jede Kopplungsstaérke vollstandig und die Niveaus mit 
‘t/—=+41 riicken unendlich weit vom Grundzustand ab, so daB das 


| Compound-Nukleonenergiespektrum mit 


JE he (49) 
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exakt lautet * 


Lo = ge Q(Q — 1) + const (50). 


o2 
fo) 


mit der Compound-Nukleongesamtladung Q=T.+ % an Stelle des ff 
Eigenwertes Jj, von 7,2. Die Proton und Neutronzustande Q=1 und J 
Q=0 haben den tiefsten Energiewert, wahrend sich fir Q >1 und ff 
Q<0 die Nukleonisobarenenergiewerte ergeben. | 


d) Verschwinden der Wechselwirkung fiir g oo. Aus der vorstehend 
beschriebenen Termstruktur des Compound-Nukleons ergibt sich nun ff 
fiir alle mit 7$ und 7, behafteten Glieder von H™ [Gl. (46) bzw. (47)] 
— etwa stérungstheoretisch betrachtet — eine durch das Hinzutreten 
des Faktors g-? bewirkte Verminderung der Ordnung in der Kopplungs- 
konstanten, denn 7§ und 1; enthalten lediglich Ubergange zwischen den 


2 : ‘ : . = 
um 2 (4) b auseinanderliegenden Niveaus der Eigenwerte von 7], und 
“1A 


diese Energiedifferenz wiirde stets im Nenner einer st6rungstheoretischen 
oder sonstigen Naherungsrechnung auftreten. Entsprechendes gilt ebenso 
fiir die mit (1-+7{) behafteten Terme, die wegen ihres Verschwindens im 
Falle t{ =—1 nur fiir 7 =+1 und nur in Verbindung mit Ubergangen 
zwischen Tj =—1 und tT] =+1 Beitrage lhefern kénnen, was beide Male 


das Auftreten des Energiedifferenzanteiles 2(£) b im Nenner einer 


Naherungsrechnung — durchgefiihrt fiir die bei starker Kopplung bzw. 
im Grenzfall der Punktquelle allein als Anfangs- und Endzustande 
physikalisch realisierbaren Zustande mit tT] =—1 — mit sich bringen 
wiirde. Somit wird also H™ friihestens von der Ordnung g+ an abwarts 
wirksam, so daB (34) erfiillt ist (s. FuBnote von S. 642). 


Von H™ herriihrende Eigenwertkorrekturen zu den Compound- 
Nukleonanregungsenergien fiir tT] =—1 bekommt man dariiber hinaus 
friihestens von der Ordnung g* an abwarts**, da die Eigenwertkorrek- \ff 
turen der niedrigeren Ordnungen in 1/g wegen der Orthogonalitat des 
S,,-Vektors zum s,,-Vektor bzw. wegen der 7,,-Unabhangigkeit von 
deren Absolutbetragen entweder verschwinden oder fiir alle Compound- 
Nukleonenergieniveaus gleich sind, so daB sie sich bei den Anregungs- 
energien fiir Tt] =— 1 herausheben. 


* Dieses Spektrum wurde auf andere Weise schon von WENTZEL? (1940), 
SERBER u. DancorFl!, Tomonacal’ und Pats u. SERBER!8 erhalten. Uber die) 
Rolle, die es dort spielt, s. insbesondere 18 (1956). 

** Dies zeichnet die Transformation (29) vor den anderen in 24 entwickelten _ 
Transformationen aus, bei denen solche Eigenwertkorrekturen schon von der 
Ordnung 1/g? an abwarts auftreten, weshalb (29) speziell fiir den Gebrauch bei. 
der Low-Gleichung der starken Kopplung besonders geeignet ist. : 


| 
| 
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e) Losung der Aufspaltungstransformation. Durch das Integralglei- 
chungssystem (31), (32) und (38) ist gemaB %4 die Transformations- 
funktion v; +, bestimmt und es ergibt sich exakt: 


QQ 


mes 1 v(k fs 
% 1, = (Ff — 5) 6.5 ae Sea (54) 
QQ 
mit 
%03, = — = PA, (52) 
ie Ohl e2 if x lv (k ye at’ s 
b eo oJ @2(6? —  — ia) 


was man auch durch Einsetzen in (31), (32) und (38) unmittelbar be- 
statigen kann. Bei (32) und (38) ist dies mit (37) sofort zu sehen, wahrend 
man durch Einsetzen von (51) in (31) gemaB *4 fiir vp; die Integral- 
gleichung 


|  t.|? a Vot 1 b? x 
ee os On ‘)4 Pp (ok)? (53) 


erhalt, die wegen der aus (52) folgenden Beziehung 


Pre ages HO Unt Ont nd 
io | iets ay (4) 


- nach analytischer Fortsetzung ins Komplexe gemaB (52) und Integration 


aff il sak ! ade 2m 
(hh et Tea] p ae oy: 
1 v Ah 
b 


im Komplexen wie folgt verifiziert werden kann 


CO 
24 
“oh — “it aes 
e— @—ia 
ye) 


= OR 
a. “ 1 ane Z de eo . 1 Voto dé 
. e— e—ia \ yy bu(ko) 62 — e&—taH 


Residuum 1 
bei 63 = & dee eee bei ef = 0 bu (Ro) 


Integrationswege im Unendlichen gestrichelt gezeichnet 


Fiir den Grenzfall der Punktquelle, d.h. fiir v(k)=const=—1 bleibt 


(55) bzw. nach Division durch 6? auch (53) giiltig, da dann + a 
_ endlich bleibt mit dem Genzwert 
1 Yt, n= im Grenzfall (56) 


_—> 
b v(Ro) 277 (4 + 72) der Punktquelle 


* Siehe FuBnote * S. 654. 
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wie er sich aus (52) ergibt. Da dieser Grenzwert im Unendlichen wie | 
4/e9 verschwindet, verschwindet auch der Beitrag der Integration im) 
Unendlichen ganz rechts in (55), was sich darin ausdriickt, dab wegen 
b->co [s.(37)] der zweite Term der durch 6? dividierten Integral-| 
gleichung (53) beim Grenziibergang zur Punktquelle verschwindet. | 
Integralgleichung (53) wird sich im folgenden als Grenzfall der Low-_ 
Gleichung fiir g—> co herausstellen. it 

Fiir die weitere Verwendung hat man iiber (29k, a) mit der aus 
(51) und (52) folgenden Beziehung 


Lise f v(t 2) Up 4, AR = Soo, Vo t, (57), 

2 Qo | 
in (39) einzugehen und bekommt bei Annaherung bis zur Ordnung g7 | 
und bei Ubergang gema8 S. 638 zur auf das Ladungsvorzeichen bezogenen 
Schreibweise 


ae Spee = = | = L, 25t 4 
CG = T Si = TS re = (7% Ss; — T Sz) cos f= aK 
& & (58) 


x {voz (So 4 + Se 43,) + Vor, (St 4%, * + sg ag *)} df. 


Das Endlichbleiben von > a und sein Verschwinden mit | im 
1) ey 


Grenzfall der Punktquelle gemaB (56) ist fiir die Verwendbarkeit von 
(58) bzw. (39) und von H™ im Grenzfall der Punktquelle wichtig. 


Einsetzen von (51) in (29) und (29A) gibt ferner 


a 1/b 
AN = > {ft E —z |v (Ao) OH e Sige Sage 
Qo, % \fo — &o 


‘a 0 + 4a) (Eq €)? 


ae v (Ao) V9 €, S20 S205 $1 elas 09 t) 4a, t 


1/b x 
Rae [a (ality pases Seaese eae 
2(€ + €) (€ &)2 (Ro) 0 £5 Loo 920 9205 


0): (59) 
ci : (Fo) Yo to S1o, S20 $9.4] oe fy Ae, iv = 
1/b 
+ v(k Uh aS Sues 
2(€9 + £4) (& €)* y Lv (Fo) 0 ¥, 51.9, 52.9 S205 1 


’ * * D 
+ U(Ro) Voz, Sic, S20 Seo, Ao, t, %o, up dtydly, 


woraus wegen der Orthogonalitaét der s,,- und Sp,-Vektoren und der | 
T,,-Unabhangigkeit ihrer Absolutbetrage das Vigeereancen des Bei- | 
trages der A,-enthaltenden Terme von H™ zu einer etwaigen g-?-Kor- 
rektur der Compound Nullleonanregunecenereien gemaB den Bemer- 
kungen der zweiten Halfte von Absatz d) nochmals ersichtlich wird. | 
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f) Entwicklung der S-Matrix nach der reziproken Kopplungskonstan- 
ten und ihr Grenzwert fiir g+oo. Die Entwicklung der Eigenzustinde 
Zor, und yxy des Gesamt-Hamilton-Operators H nach den Eigenzustin- 
den O97, und Ox des Operators H°/+H°° fs. (35), (36) und Absatz c, 
sowie die FuBnote von S. 642)] gemaB 


HW n Ee 
XN =(1+> ( es aa aee ox 


yW : (60) 
aon= (14 (= Hoe BOF 7? }Ovn 
mit H™ Gl. (46) und den Abkiirzungen 
WW , 
i Bie haa?) 
SO) ELS) oat A a EO H°*)) 1 HW a 


HW \n* 
ae (HOF Ea 


a= She (Ey — (Ome S) Vea 5 SPM (Ey — Cee eee 


gibt eingesetzt in die Wicksche Formulierung (13), (14) fiir die Streu- 
amplitude 7; (NV): 


25 sf ia Hf Ho 
ec) HW n* fe 
# 62 
, Sleeereg | 24) = ie?) 
oo ( HW es 7 ee) HW ‘| 
. O,.\, 
y 2s SME cis 70C) i De Ceram ac 


womit wir bei Benutzung des Ausdrucks Gl. (39) fiir t, bzw. t* auch 


schon die Entwicklungsméglichkeit der Streuamplitude nach 1/g aus- 
_ gedriickt haben, da wir die Wirkungsweise der so mittels der Feldauf- 
spaltungsmethode iiber die Ausdriicke Gl. (39) fiir t, bzw. 7 und 
Gl. (46) fir HY in den Streuamplitudenausdruck 77°(N) eingefiihrten 
freien Feldoperatoren a}, af * und Compound-Nukleonoperatoren Tf , sz 
und 7,, auf die Zustande @);, und Ox kennen, als deren Erzeugungs- 
und Vernichtungsoperatoren oder als Operatoren, zu denen die 07 
und Ox Eigenzustande sind. Fiir die weniger geladufigen sj ist z.B. mit 


i 1 ; ett? dk 1 ; yak 
of == (CHekeea) = und Ce? es (Gy Sa) = eae : 
i 5 (S11 £7 Sy2) z 2 5 (Ser +4 See) = 5 
de ea | i (Ts — Ts’ +1) 9 pene 
(Oor,, Si 9o7,) = palit ee do 5 On Th 41 (63) 


_unddas Entsprechende gilt fiir s# mit dem noch hinzutretenden Faktor +1. 
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Die in Absatz 3d) geschilderten Eigenschaften von H™ [(46, (47)] 


wirken sich nun auch bei der Berechnung der Streumatrixelemente T7=(N) _ 


gemaB Gl. (62) aus. So bekommen wir fiir die Terme mit 73, 7; und 


2 A | 
(1-+7{) von H” wiederum das Auftreten von 2 (=) b in den Nennern 


der Entwicklungsterme mit H” innerhalb der Klammer {} von (62), 


so daB die Entwicklungsterme mit H™ friihestens Beitrage von der | 


Ordnung g? an abwarts zur Klammer() liefern kénnen. Dabei ist 


noch zu beachten, daB die einlaufenden und auslaufenden Zustande | 
@7, und Ox rechts und links in (62) nur Zustande mit t;=—1 sein — 
und die (1-+7{)-Terme von H™ somit zur niedrigsten Ordnung gar nichts _ 


beitragen kénnen. Fiir einen Beitrag der Ordnung g+ zur Klammer ( ) 
n (62) kommt dann nur noch der 2. Term der 4. Zeile von H™ (46) 
bzw. der 3. Zeile von (47) in Betracht. Fir solche Terme aber, die 
t{ allein oder gar keine t-Abhangigkeit besitzen und auch nicht .7,- 
bzw. p,-abhangig sind, gilt, wenn wir mit tj den g®-Anteil von (39) 
bzw. (58) bezeichnen, der ja nur die Compound-Nukleonoperatoren 


z,, s= und keine freien Feldoperatoren aj aj-* enthalt: 


(Ox. tH (E, —(H°! + H°°))- ee Bye Vee (En — (H+ H°*) to) 10or 


22 eR a Fa Pars eee 


ae 


“(Oy 17 aes2e wt, : 
(On aes ae a5 ype ad (64) 


= (7) ee & ae a oud rs 


Tarn a 
20 T? —4 E 
ie (=) ] canara (Ox, s* HY... Opn), 
e//4 


wobei éy die Energie der freien Mesonen im Zustand Ox bedeutet und 
&, mit der aus den Ausfiithrungen der zweiten Hialfte des Absatzes 3d) 
folgenden Berechtigung durch den tiefsten Eigenwert von H°¢ approxi- 
miert ist. (64) bedeutet also fiir die H”-Terme der davorstehend ge- 
schilderten Art wiederum eine Verminderung der Ordnung in g durch 


den Faktor g?, so daB die Entwicklungsterme mit H” im ganzen erst | 
Beitrage von der Ordnung g~? an abwarts zur Klammer () in (62) liefern | | 
kénnen. Der einzige Beitrag der Ordnung g+ zur Klammer () in ee | 
und somit der Ordnung g® zu J; (N) kann also nur von dem e7-Anteil qa 1 | 
des Ausdrucks (39) bzw. (58) fiir t= herriihren, der auch Ripe den ff 


Grenzwert g—> oo der S-Matrix liefert, da tj keine ay , af *-Operatoren 
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enthalt und somit zur Streuung nichts beitragen kann, und die Beitrage 
der nach eben Gesagtem erst von der Ordnung g™ an in T= (N) sich 
auswirkenden Entwicklungsterme mit H' sowie derjenigen der hheren 
Entwicklungsterme von t* [s. die Wurzel in Gl. (40)] fiir g—> oo ver- 
schwinden. Damit verschwinden auch die Mehrteilchenprozesse ed 
g— co, da hierzu Terme von héheren als erster Ordnung in den ae, ap *- 
Operatoren erforderlich sind, und es verbleibt fiir goo mit dem in 
az, a7.* linearen g+-Anteil t#, der Entwicklung (58) von t* nur die 
Einteilchenstreuamplitude: 


ate : A ; 
Ti (NV) fur ales ie (N ) go — ~ . ) (On, Ty 0, 4) 
(65) 
= Uv (R) Uv (kn) 1 Uo iy ee 
Gemtae. on) (On eios se ORs) 


bzw. nach Abspaltung der f-Abhangigkeit gemaB (21) und Ubergang 
zar Amplitude auf der Energieschale: 


f=" (e) = fee (2) = (220)? [v (2)? 7 (Oorw» 82 83 Oo). (66) 


flr g—co 


+ an der zweiten Stelle im oberen Index bedeutet dabei — dem oberen 
Index des linken s,-Operators umgekehrt entsprechend —: ,,ohne oder 
mit Ladungsaustausch‘‘. Die Auswertung von (0) 7,,, S¢ $3 Op) in ent- 
sprechender Weise wie bei (63) ergibt, daB die Streuung ohne und mit 
eae austauech mit der gleichen Intensitat stattfindet, wobei noch 
der Faktor % hinzutritt. Also ist in der niedrigsten Naherung: 


(OP =F OP = Wat Ee (67) 
und im Grenzfall der Punktquelle wird daraus gemaB Gl. (56) 
sere .x 1 is vee 
fP* (2) —— a FA EH (68) 


— Punktquelle 


in Ubereinstimmung mit den auf andere Weise erhaltenen Resultaten 
| in 7 (1940), 11, 18, 15, 18 (1957) und 220 

Der Ladungsaustausch bei der Ein-Teilchen-Streuung ohne Meson- 
erzeugung ist im hier behandelten Fall der geladenen Theorie notwendig 
-verbunden mit der Anregung eines um zwei Ladungseinheiten ver- 
-mehrten oder verminderten Compound-Nukleonzustandes. Da diese 
-Compound-Nukleonzustinde aber nur oberhalb einer gewissen Kopp- 
/lungsstarke existieren kénnen, kann es bei schwacher Kopplung im Fall 
der geladenen Theorie ohne die neutralen Mesonen auch keine Ein- 
Teilchen-Ladungs-Austauschstreuung geben”. Vom Standpunkt einer 
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Methode wie sie der bisherige Chew-Low-Formalismus darstellt, bei. | 
der im Unterschied zur Low-Gleichung der starken Kopplung die J 
Compound-Nukleonanregungszustande nicht primar vorkommen, wiirde | 
die vorstehend beschriebene Ein-Meson-Ladungsaustauschstreuung sich J 
daher als ein Vorgang darstellen, bei dem auBer der Streuung noch die 
Erzeugung eines Mesonpaares stattfindet, dessen einer mit dem gestreu- ff 
ten Meson gleichgeladener Partner jedoch zusammen mit dem gestreuten J 
Meson am Nukleon kleben bleibt, und so mit dem gestreuten Meson und 
dem Nukleon zusammen nachtraglich den Compound-Nukleonanregungs- 
zustand bildet. Wir wollen dieses Bild im folgenden beim Chew-Low- 
Formalismus anwenden in dem Sinne, daB einer fiir den Fall der starken 
Kopplung gebildeten Ein-Meson-Low-Gleichung bei der geladenen 
skalaren Theorie eine 3-Meson-Naherung bestimmter Art fiir den bis-. 
herigen Chew-Low-Formalismus entspricht, wahrend sich bei der in | 
einer spateren Arbeit zu behandelnden pseudoskalaren Theorie die in 
der Einleitung beschriebenen Verhaltnisse ergeben wiirden. 


3. Anwendung der Feldaufspaltung beim Chew-Low-Formalismus 


a) Ein-Meson-Low-Gleichung der starken Kopplung. Dem vorste- 
hend dargelegten Verschwinden der Mesonerzeugungsprozesse im 
Grenzfall g—> oo entspricht nun eine Ein-Meson-Naherung der Low- 
Gleichung der starken Kopplung (23). Diese ist aber keineswegs dasselbe 
wie die Ein-Meson-Naherung des bisherigen Chew-Low-Formalismus, 
sondern ist im Bilde des bisherigen Chew-Low-Formalismus einer Mehr- 
Meson-Naherung aquivalent, wie es soeben am SchluB des vorstehenden 
Absatzes sowie in der Einleitung dargelegt wurde. 


Die zur Spezifizierung dieser Ein-Meson-Low-Gleichung der starken 
Kopplung erforderliche Festlegung der Null-Meson-Matrixelemente (20) 
und Compound-Nukleonanregungsenergien (17) nehmen wir vor, indem 


wir die ohne die H”-Entwicklungsterme nur mit dem a® , a¢*-freien t,, des 
Ausdrucks (58) gebildeten Matrixelemente des Ausdrucks (62) und die aus 
(36) folgenden Compound-Nukleonanregungsenergien dafiir einsetzen. Dies 
entspricht vollkommen der Ein-Meson-Naherung der starken Kopplung, 

da bei héheren Naherungen in 1/g der Null-Meson-Matrixelemente zugleich | 
in den tibrigen Gliedern des Ausdrucks (62) fiir 7; (N) auch schon die Mehr- 
Meson-Prozesse auftreten wiirden. Wir bekommen also fiir den so ge- | 
naherten Null-Meson-Anteil (20) der Low-Gleichung der starken Kopplung 
z.B. fiir x*-Proton-Streuung, wenn wir die t-Matrixelemente aus dem 
a;., a; *-freien Anteil von (58) entsprechend (63) bilden, 47,7, aus (36) 
entnehmen und dabei die renomierte Kopplungskonstante g,-definiert 
durch das Verhaltnis der t*-Matrixelemente zwischen den physikalischen — 
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und den nackten Neutron-Protonzustanden 


Beye (XoTy » aU at) ae (Oory, t* Oor,) 1 


f Ono) (O77 Oy) (69) 
— einfiihren: 
1 (N) =— & u (R) u(Ry) f (Oop, itm Oo n**) (Oon**, vs Oop). i 
20, 2 pool An**+,»— Nn 
Ei (Oop, tt Oon) (Opn, T Op) (Oop, tT Oo ntt 44) (Op n** 41, T* Ooo) , 
a8 Ant**+1,p — EN 
(Oop. T Oo Nn+1) sea Pugh ee y ) v (ky) x (70) 
An+1,p + €n J \2I0 e2 ee 
1 ees 1 1 
o beite eae oT sea 
<e [ 3 = by cian! 2(& ree a( ae 
| a ea *\ nm CNT? A ol 


Mit #,N,N** und N**+1 sind hier Proton, Neutron und doppelt 
geladener Isobarzustand fiir t=-+1 bezeichnet. Der Index sc soll den 
Naherungscharakter der starken Kopplung anzeigen. Abspaltung der 
k-Abhangigkeit von 7;(N) und Ubergang zu den Matrixelementen auf 
der Energieschale /=*(e) gema&B (21) ergibt: 


se (€) = 8; [v(R) ]}? x 


| 1 eld 1 7 1 | 
SG Serpe Type I 2 TA 
x (=) sete ats ge 2(&) os 2( Jo+ep, we 
| eg} fF ay n | 

a 
wobei im Unterschied zum bisherigen Chew-Low-Formalismus, bei dem 
nur der zweite Term von (71) vorhanden ist, jetzt noch die von den 


Nukleonisobaren herriithrenden Polbeitrage hinzugetreten sind (s. den 
Vergleich in 78). 


b) Exakte Low-Gleichung fiir g > oo. Geht man mit den Resultaten 
(66), (67) und (71) in (23) ein, so kann man die Low-Gleichung fiir 
g—> oo bilden, die wegen des soeben fiir g— co festgestellten Verschwin- 
dens der Mehr-Meson-Prozesse exakt eine Ein-Meson-Low-Gleichung ist. 
Es ergibt sich gerade die Integralgleichung (53), deren beiden letzten 
Terme auf der rechten Seite mit dem Grenzausdruck des Null-Meson- 
Anteils (71) fiir g— co identisch sind, wobei der letzte Term von (53), 
der gem&B (55) von dem Pol am Nullpunkt herriihrt, den Ubergangen 
zwischen den fiir g—> co zur Energie Null zusammenschrumpfenden 
ZF,,-Compound-Nukleonniveaus der Gl. (36) entspricht, wahrend der 
zweitletzte Term von (53), der gemaB (55) von der Integration im Un- 
endlichen herriihrt, den Ubergangen zwischen den fiir g— co unendlich 
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weit auseinanderliegenden t{-Niveaus zuzuschreiben ist*. Seinem Ver- | 
schwinden beim Ubergang zur Punktquelle entspricht wie schon bei 
(56) erlautert wurde, das Verschwinden der Streuamplitude im Fall der J 
Punktquelle wie 1/¢ im Unendlichen, was bei ausgedehnter Quelle gemaB J 
(52) und (55) nicht der Fall ist. Bei ausgedehnter Quelle wird der von | 
dem Nichtverschwinden der Streuamplitude im Unendlichen herrtihrende 


Beitrag durch den 7{-Ubergangs-Term des Null-Meson-Anteiles kompen- J 
siert. 


c) Naherungslosung fiir endliche g. Bei der Diskussion der Ein-Meson- J 
Low-Gleichung der starken Kopplung fiir endliche g beschranken wir J 
uns auf den Grenzfall der Punktquelle, was wir auch als Naherung fiir 
geringe Ausdehnung auffassen kénnen. Dann verbleibt als Ein-Meson- | 
Low-Gleichung der starken Kopplung mit )-> co im Null-Meson-Anteil 
Gl. (71), wenn wir gemaB (67) wieder gleiche Intensitat fiir Streuung 
mit und ohne Ladungsaustausch annehmen** und dementsprechend 
auch die im Nenner des Ladungsaustauschbeitrages zum Ein-Meson-. 
Integranden auftretende Compound-Nukleonenergiedifferenz als héhere 
Naherung fortlassen** unter Benutzung der gemaB (19) und (21) nun 
lautenden Crossing-Relation {* (ey) =/**(— ey): 


f*(e) = g |—-— + — +5 [eee eee (72) 


oe a go oa 19,4 


122) ay + co 


Die Lésungen von Integralgleichungen des Typs wie (72) sind von 
CASTILLEJO, DaLitz u. Dyson *° auf Grund von funktionentheoretischen 
Satzen untersucht worden. Fiir die Lésungen von (72) lat sich daraus 
entnehmen: 


EY eV ee ee (73) 


ef**(é) SF € 


wobei R(e) die Form 


R £8. Ry € 
te) 2 En (En — €) | | 

* Pals u. SERBER 8 (1956) haben fiir die Streuung im Grenzfall g—> co Disper- fl 
sionsrelationen angeschrieben, die sich aber von (53) dadurch unterscheiden, daB 
in ihnen diese beiden von den Compound-Nukleonniveaus herriihrenden Pol-Terme. 
nicht vorkommen. | 

** Diese Annahmen kénnten wir vermeiden und eine noch verbesserte Naherung’; 
erzielen, wenn wir statt dessen die beiden gekoppelten Ein-Meson-Low-Gleichungen, 
fiir Streuung ohne und mit Ladungsaustausch anschreiben wiirden. Doch wollen. 
wir wegen der geringen physikalischen Bedeutung der geladenen skalaren Theorie, 


das entsprechende Problem fiir eine spatere Untersuchung iiber die pseudoskalare: 
Theorie zuriickstellen. 
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hat und damit die Méglichkeit einer beliebigen Anzahl beliebiger zusatz- 
licher Nullstellen |e,| > 0 der Funktion /**(e) zum Ausdruck bringt als 
eine Vieldeutigkeit, auf die zuerst von CASTILLEJO, DaALitz u. Dyson 
hingewiesen wurde (s. hierzu auch HaaG®!), Caew u. Low haben sich 
bei der Behandlung ihrer Ein-Meson-Integralgleichung auf Losungen 
ohne diese zusdtzlichen Nullstellen spezialisiert. Fiir eine exakte Lésung 
von (72) miiBte zur exakten Erlangung des Pols bei x/g? mit dem Resi- 
duum g/ jedoch mindestens eine Nullstelle angenommen werden, wobei 
das zugehdrige R(e) aber erst von der Ordnung g~° an abwarts Beitrage 
liefern wiirde. Es lautet: 


4 xe = 1 — or 4 
Bosses laa a “fe s X 
RSet eer 
| __geletonde us 
es Sas 1 
BOs VA eee rate Beta é 


a a ies 
7 Te extent as 


Angesichts des Naherungscharakters der den Werten x/g? und g? des 
oben genannten Poles und seines Residuums gema8 den Ausfiithrungen 
der Absatze 2d) und 3a) anhaftet, erscheint es aber nicht als zwingend, 
die exakte Wiedergabe dieser Werte bei der Lésung von (72) zu ver- 
langen und dadurch die Notwendigkeit von mindestens dieser einen 
~Nullstelle zu bekommen. Vielmehr kénnen wir statt dessen ebensogut 
-auch der Chew-Lowschen Spezialisierung auf nullstellenfreie Losungen 
_gegentiber der Forderung nach exakter Wiedergabe der genannten Pol- 
werte den Vorrang geben, und R(e) ganz fortlassen. Dann erhalten wir 
aber gerade die von GOEBEL”? vom bisherigen Chew-Low-Formalismus 
-aus entwickelte Naherungslosung der starken Kopplung (s. auch *8): 


GAs) = a 
e(1 — 2697 ** ) 
é (76) 
= Slop 48m) Sete fiir g,—> co 


“mit dem Pol 
) Aeron Ait np, ad | 


= a 1 
A,.= [8+ +6," ee ae a 
a Ute ely | 


31 Haac, R.: Nuovo Cim. 5, 203 (1957). 
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dessen erster Entwicklungsterm nach 4/g? gerade mit dem Pol x/g? von, 
(72) identisch ist, wihrend der weitere von der Ordnung g, ® an abwarts) 
gehende Beitrag bei exakter Lésung von (72) gerade durch den eben) 
genannten von der Ordnung g,* an abwarts ecncnce Beitrag von R(e) | 
kompensiert wiirde. Der Pol (77) rutscht fiir g? < = ins untere Blatt. 
und wird nie gréBer als x2228, so daB man hier im Fall der geladenen, 
skalaren Theorie keine Resonan7sbe mee bekommt. (76) unterscheidet 
sich von der von SERBER u. LEE? fiir die geladene skalare Theorie 
erhaltenen Lésung der Ein-Meson-Low-Gleichung des bisherigen Chew- 
Low-Formalismus, welche sich anders als im pseudoskalaren Fall fiir 
oe skalare Theorie leicht exakt lésen laBt, durch den Faktor 2) 

vor g? im Nenner, womit der auf S. 652 diskutierte Unterschied zur Ein- 
Meson-Naherung des bisherigen Chew-Low-Formalismus zum Ausdruck. 
kommt. Andererseits geht (76) ebenso wie die Serber-Lee-Lésung fiir) 
g?->0 in die Bornsche Naherung itiber. 

Somit hatten wir die Goebelsche Naherung der starken Kopplung| 
der geladenen skalaren Theorie mit dem vorstehend geschilderten auf) 
der Feldaufspaltungsmethode basierenden Verfahren verifiziert. Die von 
GOEBEL vermerkten Schwierigkeiten seines Verfahrens bei Anwendung 
auf die pseudoskalare Theorie wiirden, wie schon in der Einleitung 
bemerkt wurde, bei dem vorstehend geschilderten Verfahren nicht vor- 
handen sein. 

Es erscheint somit als angebracht, seine Anwendung auf die pseudo- 
skalare Theorie zu versuchen, um das durch die andersartige Abhangig 
keit der pseudoskalaren Theorie von der Quellausdehnung bewirkte} 
Instabilwerden der Compound-Nukleonanregungszustande beim Uber 
gang zu kleineren Kopplungskonstanten zu bekommen. Damit sollt 
sich die in der Einleitung charakterisierte von der Chew-Low-Ein-Meson-f 
Naherung verschiedene Mehr-Meson-Naherung zur z-Meson-Nukleon- 
Resonanzstreuung bei der ersten Resonanz ergeben, wobei es von Inter 
esse ware, Inwieweit diese fiir den Abfall oberhalb der ersten Resonanz-— 
energie eine gegenitber den Salzmanschen Ergebnissen® der Chew-Low-) 
Ein-Meson-Naherung verbesserte Wiedergabe der experimentellen Reso] 
nanzkurve gemaB den in der Einleitung gegebenen Erlauterungen liefern 
kénnte. 


Herrn Professor Dr. H. LEHMANN méchte ich fiir anregende Diskussionenj] 
herzlich danken. 
Fir einige interessante Diskussionen méchte ich auch Herrn Dr. G. HOHLER' 
und Herrn Dr. K. SyMANzixk vielmals danken. 1 | 
Mein Dank gilt weiterhin der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die Ge- 
wahrung eines Forschungsstipendiums. 
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Aus dem II. Physikalischen Institut der Technischen Universitat Berlin 


Untersuchungen zur Kathodothermolumineszenz. II 


Von 
H. GoBRECHT, H. NELKoWSKI und D. Hormann 


Mit 7 Figuren im Text 
(Eingegangen am 15. Mai 1959) 


Die Temperaturabhangigkeit der Kathodolumineszenz verschiedener Leuchtstoffe 
(3 Zink-Cadmiumsulfide unterschiedlicher Zusammensetzung, Calciumsilikat und 
Halophosphat) wurde zwischen 90 und 450° K untersucht, Glow-Kurven nach 
Kathodenstrahlanregung wurden aufgenommen. 

Deutliche Unterschiede zwischen der Abkiihlungs- und der Aufheizkurve werden 
nur bei sehr schwacher Kathodenstrahlanregung gefunden. Sie lassen sich als 
EinfluB der in Haftstellen gespeicherten Elektronen deuten. 

Dieser EinfluB ist bei groBen Anregungsintensitaten nicht nachweisbar, da das 
Glow-Leuchten wesentlich schwacher als proportional mit der Anregung zunimmt 
(gemessen bei Calciumsilikat und Zink-Cadmiumsulfid SF 305), was auf eine 
Sattigungserscheinung bei der Haftstellenfiillung zuriickgefiihrt wird. Die Ab- 
ktihlungs- und die Aufheizkurven stimmen dann bei allen fiinf Leuchtstoffen 
innerhalb der MeBgenauigkeit tiberein; die Lichtemission ist bei starker Anregung 
eine eindeutige, fiir jeden Leuchtstoff charakteristische Funktion der Temperatur. 


Einfthrung 


In einer friiheren Arbeit! tiber die Kathodothermolumineszenz 
wurde berichtet, daB bei einer Reihe von Leuchtstoffen das wahrend 
konstanter Anregung gemessene Leuchten beim Aufheizen schwacher, 
teilweise aber auch wesentlich starker als beim Abkihlen ist. Wahrend 
die Abkiihlungskurven einen monotonen Verlauf zeigen, besitzen die 
Aufheizkurven ausgepragte Maxima und Minima. In unserem Institut 
durchgefiihrte analoge Untersuchungen bei Réontgenstrahlanregung 
fiihrten zwar zu ahnlichen Ergebnissen, aber hier konnte die Aufheizkurve 
weitgehend als eine additive Uberlagerung der Abkiihlungskurve und 
einer Glow-Kurve gedeutet werden. Eine solche Deutung der MeB- 
ergebnisse der Arbeit! schied aus mehreren Griinden aus: Das Glow- 
Leuchten war so gering, daB seine additive Uberlagerung nur einen — 
im Vergleich zum gemessenen — unwesentlichen Beitrag zur Differenz 
zwischen Abkiihlungs- und Aufheizkurve liefern wiirde. AuSerdem 
stimmten die Maxima der Aufheizkurven nur zum Teil mit denen der 
Glow-Kurven iiberein, auch das Absinken unter die Abkithlungskurve 
kann so nicht erklart werden. 


1 Gosprecut, H., D. HAHN u. K. SCHEFFLER: Z. Elektrochem. 61, 202 (1957). 
Z. Physik. Bd. 156 44 
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Eine gewisse nicht zu erwartende Ahnlichkeit der fiir verschieden- | 
artige Leuchtstoffe gefundenen Kurven lieB es fraglich erscheinen, ob J 
es sich bei der Kathodothermolumineszenz um einen echten Leuchtstoff- | 
effekt handelt. In einer privaten Mitteilung wurden ahnliche Zweifel 
auch von Herrn Dr. KLAsENS u. Mitarb. geduBert. 

Das Ziel der Untersuchungen, iiber die jetzt berichtet werden soll, 
war, durch Messungen bei wesentlich verbesserten Versuchsbedin- J 
gungen einen Beitrag zur 
Klarung der Thermolumi- J} 
neszenzerscheinungen bei Ka- | 
thodenstrahlanregung zu lie- ff} 
fern. 

Als unsere Experimente J 
im wesentlichen abgeschlossen 
waren, wurde von BRrRIL, 
KLASENS und WESTERHOF? 


f—A<s iiber ahnliche Messungen be- 
richtet, die mit einigen unserer 
Pompe _ (j a Ergebnisse tibereinstimmen. 
one “\\ Experimentelles 
1p E Aus der Arbeit von GoB- 
H =I: RECHT, HAHN und SCHEFFLER! 
Temperatur- FH Eee kann man schlieBen, daB die 
ONZENGE Conse Fa is A E : 
Ht ii damaligen Ergebnisse sehr von 
HH ! #4 der Giite des Vakuums ab- 
EH ; 
5 i hingen. Insbesondere war der 
H 5 O 
FE || EinfluB von kondensierbaren 
Mobsieb Hee Gasen und Dampfen offen- 
ese cessoe — sichtlich sehr stark *. Deshalb 


wurde fiir den neuen Ver- 

. suchsaufbau nicht nur eine 

Fig. 1. Kathodenstrahlrohr leistungsfahigere Diffusions- 

pumpe und ein den Totaldruck | 

anzeigendes VakuummeBgerat (lonisationsmanometer) verwendet, son- 

dern es wurde auch ein neuartiges, ausheizbares Kathodenstrahlrohr | 
mit Metalldichtungen entwickelt. 

Das Kathodenstrahlrohr (Fig.1) besteht aus einem  senkrecht 

stehenden Hartglasrohr mit Kovar-Anglasungen an beiden Enden, an | 


* Eingehende Untersuchungen dariiber wurden inzwischen von eee und 
Lertes® durchgefiihrt. 

? Brit, A., H.A. KLasens u. Tu. J. WESTERHOF: Physica, Haag 24, 821 (1958). 

3 HAHN, De u. K. Lertges: Z. Physik 156, 425 (1959). 
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die Ringflansche aus Stahl hart angelétet sind. Die Gegenflansche, die 
das Elektrodensystem bzw. die Anode mit Heizvorrichtung und Thermo- 
element tragen, besitzen eine ringférmige, etwa 1 mm breite, vorstehende 
Dichtungsflache. Als Dichtungsmaterial dient Aluminium in Form von 
Ringen aus 0,05 mm starker, weichgegliihter Folie. Durch gleich- 
maBiges Anziehen der sechs Halteschrauben, die aus dem gleichen 
Material gefertigt sind wie die Flansche und Gegenflansche, wird eine 
ausgezeichnete Dichtung erreicht. Sie bleibt auch bei sehr unterschied- 
lichen Temperaturen (beim Ausheizen und beim Abkiihlen auf die 
Temperatur der fliissigen Luft) erhalten. 

Der obere Flansch tragt das auf Hochspannung befindliche Elek- 
tronenstrahlsystem. Es wurde eine Haarnadelkathode K aus Wolfram 
benutzt. Um das relativ helle Licht der Kathode méglichst weitgehend 
vom Leuchtstoff fernzuhalten, befindet sich im Strahlengang eine 
Blende B (Lochdurchmesser 0,28 mm), auf welche die Elektronen durch 
den Wehnelt-Zylinder W konzentriert werden. Zur Vermeidung von 
Wandaufladungen wurde das Versuchsrohr im feldfreien Gebiet zwischen 
der Blende und der Anode 4 durch die Metallisierung MW leitend gemacht. 

Der untere Flansch tragt die Anode A aus Kupfer mit dem ein- 
geloteten Thermoelement 7 und der glimmerisolierten Heizwicklung H 
(bis 100 W). Die Anode A wird mit dem zu untersuchenden Leuchtstoff 
belegt. Der untere Teil des Versuchsrohres taucht wahrend der Messung 
in ein Dewar-GefaB mit fliissiger Luft ein. Durch diese MaBnahme wird 
erreicht, daB die Anode nie kalter als die sie umgebende GefaBwand ist, 
wodurch die Wahrscheinlichkeit fiir eine Kondensation von Dampfen 
auf dem Leuchtstoff stark herabgesetzt wird. 

Da die Anode mittels des Stahlrohres S dauernd mit der fliissigen 
Luft in Warmekontakt steht, kann der gesamte Temperaturbereich 
von 90 bis 450°K durch Regulierung der elektrischen Heizleistung 
iiberstrichen werden. Jeder zugefiihrten Leistung entspricht eine durch 
den Warmeabflu8 im Stahlrohr gegebene Gleichgewichtstemperatur 
der Anode. VergréBerung bzw. Verringerung der Heizleistung fiihrt 
zur Erwarmung oder Abkihlung. Die Geschwindigkeit der Temperatur- 
anderung ist durch die GréBe der Abweichung vom jeweiligen (tempera- 
turabhangigen) Gleichgewichtswert der Heizleistung bestimmt und ist in 
weiten Grenzen regulierbar. Lediglich fiir groBere Abkiihlgeschwindig- 
keiten ist es nétig, die Warmeableitung von der Anode zu verbes- 
sern. Dies wird durch Abpumpen des im Inneren des Stahlrohres S 
sich bildenden warmeisolierenden Luftpolsters erreicht (Saugrohr U 
in Fig. 1). Die Abkihlung ist in guter Naherung der Menge der 
verdampfenden d.h. der abgesaugten Luft proportional. Es wurden 
Aufheizgeschwindigkeiten bis zu 150°/min und Abkiihlungsgeschwindig- 
keiten bis zu 60°/min erzielt. 
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Das Lumineszenzlicht wird mit dem Photomultiplier P gemessen. } 
Einzelne Spektralbereiche kénnen dabei durch Interferenzfilter F [| 
ausgesondert werden. | | 

Die vorliegenden Messungen wurden bei einer Anodenspannung von | 
5 kV durchgefiihrt. Die Kathodenstrahldichte wurde durch Variation 
der Kathodentemperatur, also ohne Anderung der elektronenoptischen | | | 
Verhaltnisse, eingestellt. Der Restgasdruck im MeBgefaB lag zwischen | | 
5 0° Gund, 5 140781 one: 


Normalerweise wurden die MeBreihen folgendermaBen aufgenommen: | 

4. Ausheizen des Leuchtstoffes bei 450 °K, anschlieBend Abkthlen | | 
unter Anregung. | 

2. Unmittelbar danach Aufnahme der Aufheizkurve. 

3. Sofort anschlieBende Aufnahme der Abkiihlungskurve. 


4. Mehrfache Wiederholung von 2. und 3. zur Kontrolle der Re- 
produzierbarkeit. 


5. Abschalten der Anregung bei Erreichen der tiefsten Temperatur | 
und Aufnahme der Glow-Kurve. 


Die Aufheiz- und die Abkihlungsgeschwindigkeit betrug 20°/min. 


Ergebnisse 


a) Untersuchungen bet starker Anregung 


Fiinf Leuchtstoffe der Auer-Gesellschaft, Berlin*, drei silberakti- 
vierte Zink-Cadmiumsulfide unterschiedlicher Zusammensetzung (SF304, 
Zn$:CdS6:4;SF 305, ZnS:Cd3$5:5;SF307, ZnS: CdS3: 7) ,Calciumsilikat 
236c und Halophosphat 232 WG, wurden bei relativ starker Kathoden- 
strahlanregung ** untersucht. Die Fig. 2a—e zeigen jeweils die Abkiith- 
lungs-, die Aufheiz- und die Glow-Kurve. Abkiihlungs- und Aufheizkurve 
stimmen bei allen Leuchtstoffen praktisch iiberein, die Lichtemission ist 
also eine eindeutige, fiir jeden Leuchtstoff charakteristische Funktion 
der Temperatur. Die geringfiigigen Abweichungen — die Emission ist 
haufig beim Aufheizen etwas geringer als beim Abkithlen — liegen 
innerhalb der Fehlergrenzen der Messungen. 

Beim Leuchtstoff SF 307 und beim Halophosphat Andert sich die. 
Farbe des Leuchtens deutlich mit der Temperatur des Leuchtstoffs. Die J 
estan wurden deshalb unter Benutzung eines griinen und eines roten J 


* Wir danken an dieser Stelle der Firma Auer, Berlin, fiir die kostenlose 
Uberlassung dieser und anderer Leuchtstoffe. 

xx Die Kathodenstrahldichte konnte bei diesen Wersuchen nicht gemessen | 
werden. Ein Vergleich mit Messungen an einem inzwischen entwickelten neuen 
Versuchsrohr ergibt jedoch, daB die Strahldichte gréRer als 10 A/cm? war. 
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Interferenzfilters wiederholt. Es ergeben sich zwar unterschiedliche Kur- 
ven fiir die beiden Emissionsbanden, jedoch stimmen Abkihlungs- 
und Aufheizkurve jeder Bande ebenfalls iiberein. 
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Bei allen fiinf Leuchtstoffen ist bei den gewahlten Versuchsbe- 
dingungen die Glow-Intensitat sehr gering verglichen mit der Kathodo- 
lumineszenz. Das Verhaltnis der Strahlungsstarken betragt selbst bei 
den Temperaturen der Glow-Maxima 1 : 2000 bis 1:10000. Eine additive 
Uberlagerung des Glow-Leuchtens beim Aufheizen, wie sie bei der Anre- 
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gung mit Réntgenstrahlen beobachtet wurde, ist auch hier durchaus 
méglich, kann aber wegen der geringen Glow-Intensitat bei starker 
Kathodenstrahlanregung nicht nachgewiesen werden. 


b) Untersuchungen bei sehr schwacher Anregung 

Um zu priifen, ob die Starke der Anregung einen Einflu8 auf die im 
ersten Abschnitt beschriebenen Ergebnisse hat, wurden Versuche bei | 
sehr unterschiedlichen Anregungs- 


lal | ot | intensitaten durchgefiihrt. Wahrend J 
on fas eine weitere Steigerung der Elektro- | 
ert “oo ‘i nenstrahldichte nichts Neues brach- | 
$ = Pa | te, liegt beisehr geringer Strahldichte _ 
Vy Bo | die Aufheizkurve des Calciumsilikats 
3 a Aa ZA erheblich iiber der Abkithlungs- 
; ee, | AA kurve und besitzt ein ausgepragtes 


| | Maximum bei 340 °K, d.h. bei der 

: ieee gleichen Temperatur, bei der das 

| Glowtune | Maximum der Glow-Kurve liegt |ff 

| : (Fig. 3). Zusatzliche Kathodenstrahl- 

a i hh M3 Whe) “a oregung bertieler Femperatieailnm 
Jemperarur 


Fig. 3. Temperaturabhangigkeit der Kathodolu- zu einer welteren Uberhéhung der 


mineszenz von Calciumsilikat (Auer 236c) bei Aufheizkurve. 
schwacher Anregungsintensitat. A Abkihlungs- . 
kurve. B Aufheizkurve, C Aufheizkurve nach Es liegt daher nahe, anzunehmen, 


zusatzlicher Anregung (der Leuchtstoff wurde daB sich die Aufheizkurve ganz 
20min auf 150°K gehalten und dabei weiterhin 2 


angerezt) ahnlich wie es bei der Anregung mit 
Roéntgenstrahlung gefunden wurde, 

als additive Uberlagerung der Abkiihlungskurve und einer den Anre- 
gungsbedingungen entsprechenden Glow-Kurve darstellen laBt. Diese 
Uberlagerung liefert jedoch nicht die experimentell gefundene Aufheiz- 
kurve (Fig. 4a), sondern weicht von ihr erheblich ab *. 


Einen Hinweis fiir die Ursache dieser Abweichung gab die Beob- 
achtung, daB das Leuchten bei Unterbrechung der Abkiihlung zunahm 
und nach einigen Minuten einen Sattigungswert erreichte. Offenbar 
entspricht auch die Abktihlungs- ebenso wie die Aufheizkurve keinem 
Gleichgewichtszustand des Leuchtens. 


Durch Unterbrechen der Abkiihlung wurde bei verschiedenen Tem- 
peraturen bis zur Einstellung des Gleichgewichts angeregt. Uberlagert | 


* Bei der Addition des Glow-Anteils wurde beachtet, da die gespeicherte | 
Lichtsumme bei der Aufheizkurve gréBer ist (Anregung wahrend des Abkiihlens | 
und Aufheizens) als bei der experimentell bestimmten Glow-Kurve (Anregung 
nur wahrend der Abkiihlung). Die Glow-Kurve wurde deshalb unter Beriicksich- 
tigung der Abkithlungs- und der Aufheizgeschwindigkeit und der im folgenden Ab- 
schnitt c) behandelten Sattigungserscheinung entsprechend umgerechnet. | 
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man der aus diesen MeBpunkten konstruierten Gleichgewichtskurve die 
Glow-Kurve, so findet man eine gute Ubereinstimmung mit der experi- 


mentellen Aufheizkurve (Fig. 4b). 
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Fig.4a u. b. Zur Deutung des Unterschiedes zwischen der Lumineszenzstrahlungsstarke beim Abktihlen 
und beim Aufheizen von Calciumsilikat bei schwacher Anregung. a Additive Uberlagerung der Abkiihlungs- 
und der Glow-Kurve. b Additive Uberlagerung der Gleichgewichts- und der Glow-Kurve 


Das eben beschriebene Verhalten des Calciumsilikats konnte bei 
den anderen vier Leuchtstoffen zunachst nicht beobachtet werden. 
Auch bei schwacher Anregung war der Glow-Anteil am Gesamtleuchten 


noch zu gering. Bei der sehr gro- 
Ben Aufheizgeschwindigkeit von 
150°/min (die gespeicherte Licht- 
summe wird in kiirzerer Zeit und 


daher mit grdBerer Strahlungs- 


starke ausgetrieben) gelang es je- 


doch beim Zink-Cadmiumsulfid 


SF 305, das Glow-Leuchten auf 
Werte zu steigern, die neben 


der Kathodolumineszenz meBbar 


sind. Aufheiz- und Abkiihlungs- 


kurven unterscheiden sich dann 
auch hier um einen Betrag, der mit 
der Strahlungsstarke des Glow- 


_Leuchtens vergleichbar ist (Fig.5). 
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Fig. 5. Temperaturabhangigkeit der Kathodolumines- 

zenz von Zink-Cadmiumsulfid (Auer SF 305) bei 

schwacher Anregungsintensitat und groBer Aufheiz- 

geschwindigkeit (150°/min) 
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c) Untersuchung der Glow-Kurven bet verschieden starker Anregung 


Um die Griinde fiir das unterschiedliche Verhalten der Leuchtstoffe 
bei schwacher und starker Anregung zu klaren, wurden beim Calcium- 
silikat Glow-Kurven nach verschieden starker Anregung aufgenommen. 
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Diese Glow-Kurven sind in Fig.6 — wegen der groBen Intensitats- J 
unterschiede mit logarithmischer Ordinate — dargestellt. Man erkennt, 
daB die Kurven nach oben hin immer naher zusammenriicken, obwohl ff} 
die Anregung jeweils um ungefahr den gleichen Faktor gesteigert ist™. ff 
Daraus folgt, daB die vom Leuchtstoff gespeicherte Lichtsumme nicht | 
proportional mit der Anregung zunimmt. Besonders gut ist dieser | 
schwicher als lineare Anstieg der Strah- 
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Fig. 6. Glow-Kurven yon Calciumsilikat. Fig. 7. Lumineszenzstrahlungsstarke beim Maximum der 
Parameter: Anregungsintensitat in relativen Glow-Kurve (340 °K) in Abhangigkeit von der 
Einheiten Anregungsintensitat bei Calciumsilikat 
Abweichungen abgesehen — einander 4hnlich sind, wurde die Strah- 


lungsstarke beim Maximum der Glow-Kurve, d.h. bei 340 °K, als MaB 
fiir die gespeicherte Lichtsumme benutzt. 

Ein gleichartiges Verhalten wurde auch beim Zink-Cadmiumsulfid 
SF 305 gefunden. Da die Ergebnisse ganz ahnlich wie beim Calcium- 
silikat sind, wird auf die Darstellung der MeBkurven verzichtet. 


Diskussion der Ergebnisse 


Die Untersuchung der Abhangigkeit der gespeicherten Lichtsumme | 
von der Anregungsintensitat zeigt, daB schon bei relativ schwacher An- 
regung eine gewisse Sattigung der Haftstellenfiillung eintritt. Dies er- | 
klart das unterschiedliche Verhalten der Leuchtstoffe bei schwacher | 
und starker Anregung. Je schwacher angeregt wird, desto starker ist | 
bei sonst gleichen Bedingungen der Anteil der aus Haftstellen befreiten | 


* Es war dabei unwesentlich, ob die Anregung durch Veranderung der Intensi- 
tat (Elektronenstrahldichte) oder der Anregungszeit variiert wurde. 
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Elektronen an der Intensitat der Aufheizkurve, desto groBer ist also 
der Unterschied zwischen Abkiihlungs- und Aufheizkurve. 

Auch das zuerst rasche Anwachsen des Leuchtens und das Erreichen 
eines Endwertes, wenn bei schwacher Anregung die Abkihlung unter- 
brochen wird, kann ganz ahnlich gedeutet werden. Beim Abkiihlen 
wird ein Teil der durch die Anregung in das Leitungsband gehobenen 
Elektronen in Haftstellen eingefangen. Je starker die Haftstellen ge- 
sdttigt sind, desto geringer ist der Anteil der Elektronen, die dem 
Momentanleuchten verloren gehen. Das Leuchten wird bei konstanter 
Temperatur solange ansteigen, bis im zeitlichen Mittel gleich viele 
Elektronen in Haftstellen gelangen, wie aus ihnen befreit werden. 


Es ist anzunehmen, daB beide Effekte immer vorhanden sind. Wegen 
der Sattigungserscheinung ist aber bei starker Anregung der Anteil 
der beim Abkiihlen gespeicherten und beim Aufheizen wieder freigege- 
benen Elektronen so gering, daB Abkiihlungs- und Aufheizkurven nicht- 
meBbar voneinander abweichen. Das Leuchten ist dann eine ein- 
deutige, ftir jeden Leuchtstoff charakteristische Funktion der Temperatur. 

Selbstverstandlich wird bei Leuchtstoffen, deren Haftstellen-Kon- 
zentration oder -Besetzungswahrscheinlichkeit sehr gering ist, auch bei 
sehr schwacher Anregung kein Unterschied zwischen Abkithlungs- und 
Aufheizkurve zu beobachten sein. 

Unterschiede zwischen Abkiihlungs- und Aufheizkurve, die sich nicht 
auf die oben beschriebene Weise erklaren lassen, treten bei einwandfreien 


_ Versuchsbedingungen offensichtlich nicht auf. Das zeigen auch die 


Messungen von Brit und KLAseNS? und HAuN und Lertes?, da dort 
nur bei schlechtem Vakuum oder ungeniigendem Ausfrieren ahnliche 
Effekte auftreten, wie sie in der Arbeit! gefunden wurden. Diese 


_ Effekte werden von Brit u. Mitarb. als Folge von Gasadsorption an 


den Phosphoren gedeutet. HAHN und LERTES zeigen, daB beim Auf- 


| heizen durch die Desorption von Gasen und Dampfen die Emission der 


Kathode stark beeinfluBt wird. Ihre Vermutung, daB auBerdem auch 
eine direkte Beeinflussung des Leuchtstoffes durch Adsorbate statt- 
finden kann, wird durch einen von uns bei der Untersuchung des 
Zink-Cadmiumsulfids SF 305 beobachteten Effekt bestatigt. 

Bei diesem Leuchtstoff nahm die Strahlungsstarke der Lumineszenz 
erheblich ab, als er langere Zeit bei tiefer Temperatur (90 “K) gehalten 


wurde. Auch die anschlieBend aufgenommene Aufheizkurve lag bis zu 


Temperaturen von etwa 250 °K wesentlich unter den sonst gefundenen 
Werten. Die folgenden Abkihlungs- und Aufheizkurven hingegen 
zeigten wieder den in Fig. 5 dargestellten Verlauf. 

Dieser Effekt nahm deutlich zu, je langer sich der Leuchtstoff bei 
tiefer Temperatur befunden hatte. Nach 20 Std war die Strahlungsstarke 
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auf etwa 20% des Anfangswertes abgesunken, unabhangig davon, | 
ob wahrend der ganzen Wartezeit oder nur zur Aufnahme einiger MeB- | 
punkte angeregt wurde. Da dieses Verhalten nicht durch eine Stérung 
der Emission der Wolframkathode erklart werden kann, muB ange-_ 
nommen werden, daB am Leuchtstoff adsorbierte Gase und Dampfe 
die Lumineszenz unmittelbar beeinflussen. Ob es sich dabei iiber- 
wiegend um eine Abbremsung der anregenden Elektronen in der adsor- 
bierten Schicht oder um eine Beeinflussung des Leuchtmechanismusses 
durch die Adsorbate handeit, kann aus den bisher durchgefiihrten | 
Messungen nicht entschieden werden. 
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